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Vorwort

Aus dem Vorwort des slowakischen Originals

Im vorliegenden Buch wird an Hand von geldsten Beispielen und Aufgaben mit
Resultatangabe die Anwendung von Gesetzen und Rechenmethoden aus denjenigen
Bereichen der Physik erldutert, die den wesentlichen Inhalt der Kursvorlesung ,,Ex-
perimentalphysik* an Technischen Hochschulen ausmachen. Obwohl das Buch in
erster Linie als Lehrmittel fiir Studierende technischer Disziplinen gedacht ist, wird es
aber auch den an naturwissenschaftlichen Fakultiten immatrikulierten Horern der
ersten Studienjahre gute Dienste leisten. Es soll zur Verringerung der Schwierigkeiten
beitragen, denen die Studierenden bekanntermaBen bei der Anwendung physikalischer
Gesetze auf konkrete Beispiele begegnen.

Den einzelnen, in sich geschlossenen Teilen vorangestellt, faBten wir jeweils in Form
einer Einleitung die Definitionen der physikalischen GréB8en, Gesetze und Lehrsitze
zusammen, die sich auf den Lehrstoff des zugeordneten Teils beziehen, um dem Leser
bei der Bearbeitung der Beispiele die Moglichkeit zu geben, den Inhalt der erforder-
lichen GroBen und Beziehungen unmittelbar zu rekapitulieren, ohne dabei andere
Biicher konsultieren zu miissen. Dennoch besteht wohl kein Zweifel daran, daB vor
der Lektiire dieses Werkes oder parallel dazu das Studium eines Lehrbuchs der
Physik erfolgen muB.

Vorwort der deutschsprachigen Ausgabe

Die Physik ist eine der wichtigsten Grundwissenschaften fiir die Ausbildung und
Arbeit des Ingenieurs. Als eine fiir die moderne Technik wesensbestimmende Natur-
wissenschaft durchlduft sie — zusammen mit der von ihr erfaBten und durchsetzten
Technik - einen tiefgreifenden und komplizierten Entwicklungsproze8. Der Ingenieur



6 Vorwort

in erster Linie — aber auch der Naturwissenschaftler, der aus der Praxis erwachsende
Probleme mit spezifisch physikalischen Mitteln und Methoden in Angriff nimmt,
benétigt in hohem MaBe die Fahigkeit, aligemeine Erkenntnisse und Prinzipien von
Fall zu Fall auf ganz konkrete Sachverhalte anwenden zu konnen. Erfahrungsgeméf
aber bereitet gerade diese Aufgabe dem Studierenden und nicht minder dem jungen
Absolventen technischer und naturwissenschaftlicher Fakultiten besondere Schwierig-
keiten, wiahrend die allgemeinen Prinzipien an sich, in ihrer naturgesetzlich fixierten
Allgemeingiiltigkeit, durchweg zum liickenlos reproduzierbaren Wissensinhalt ge-
horen.

Die vorliegende Sammlung von Beispielen und Aufgaben erscheint geeignet, wesent-
lich zur Behebung dieser Schwierigkeit, allgemeine Prinzipien konkret anwenden zu
koénnen, beizutragen. Vom Studierenden in Verbindung mit einem Lehrbuch und der
Vorlesung benutzt, sollen die Biicher ,,Physik in Beispielen* Mittler und Wegweiser
zwischen den ,,reinen Héhen* der Theorie und den miihsam, aber unumgéinglich
notwendig zu beherrschenden Ebenen der wissenschaftlichen Praxis sein.

Der deutschsprachigen Ausgabe liegt die 2. Auflage des slowakischen Originals zu-
grunde. Entsprechend den ITUPAP-Regeln wurden gegeniiber dem Original Ande-
rungen der GréBen und Einheiten vorgenommen. Die zu den einzelnen Aufgaben
angegebenen Resultate entsprechen von Fall zu Fall den mit Schul-Logarithmentafeln
oder Rechenstab erzielbaren Genauigkeitsanspriichen. Fiir die neue Ausgabe wurden
alle Rechnungen weitestgehend auf SI-Einheiten umgestellt, deren umfassende An-
wendung sich mehr und mehr durchsetzt. Lediglich in einigen Aufgabenstellungen
und Zwischenergebnissen wurden alte, noch gebrduchliche Einheiten (z. B. kp, atm,
Torr, cal) beibehalten, so daB das fiir die Ubergangszeit notige Umrechnen geiibt
werden kann.

Einem vielfach geduBerten Wunsch entsprechend, wurde die bisherige einbéndige
Ausgabe in zwei selbstindige Teile zerlegt. Der Band ,,Mechanik und Wirmelehre*
enthilt die Abschnitte 1. und 2. der friiheren Fassung. Die restlichen Abschnitte er-
scheinen unter dem Titel ,,Elektrik, Optik, Quantentheorie* unabhéngig von diesem
Buch in einem weiteren Band.

Bearbeiter und Verlag
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1. Mechanik

1.1. Kinematik des Massenpunktes

Der Ortsvektor 7 einés Raumpunktes kann in bezug auf den Anfangspunkt eines
rechtwinkligen Koordinatensystems mittels der rechtwinkligen Koordinaten des oben-
genannten Raumpunktes durch folgende Beziehung ausgedriickt werden:
P=xi+y+ 2k, |r‘|=r=\/x2+y2+z2 9]

(i, j, k Einheitsvektoren in Richtung der zugehérigen Koordinatenachsen).
Die Geschwindigkeit des in Bewegung begriffenen Punktes wird durch die Beziehung
_dr

dtr

>
v

definiert. Unter Bezugnahme auf GI. (1) fiir den Ortsvektor kann man schreiben:

. . R > dx ., dy, dz -
b=vd+vj+vk=—Ii+—j+—k,
de- dt dt
d. h.,
dx dy dz
Uy =——, Uy =—, Uy =——.
dz dt dt

Wenn die Geschwindigkeitskoordinaten v,, v, und v, gegeben sind, 148t sich der ab-
solute Wert fiir die Geschwindigkeit ermitteln aus

v=\/v,2,+vf+vf. (2)

Die Geschwindigkeitsrichtung bestimmen wir mittels der Winkel «, § und ¥, die die
Geschwindigkeitsrichtung mit den Richtungen der einzelnen Koordinatenachsen x, y
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und z bildet. Fiir diese gelten die Beziehungen

v v
COSOC=——-—x——, COS,3='T._L——-:
Vo2 + 02 + 02 NI
3
Uz

Cos y =‘_2-——2—.———.
Vo2 + v+ o?

Die Beschleunigung des sich bewegenden Punktes wird durch die Beziehung

dr  de?
definiert. Weiterhin gilt:

o . , > do,. dv,, dv, »
d=a,i+ aj+ ak= i+ j+ —=k=
dr dr dt
2 2 2
_dx, d Y ; 11_212,
dr? de? dsz -
d. h.,
dv, d3x dv, a2y dv, d?z
a, = = y Gy = —— = , A = — = ——
d:t de? dt de? d: de?

Fiir den Zusammenhang zwischen den Beschleunigungskoordinaten a,, a, und a, und
dem absoluten Wert der Beschleunigung sowie fiir die Winkel, die die Beschleunigungs-
richtung mit den Richtungen der Koordinatenachsen bildet, gelten analoge Bezie-
hungen wie die Gln. (2) u. (3).
Bei einer geradlinigen Bewegung kann fiir den Betrag der Geschwindigkeit und den
der Beschleunigung folgendes geschrieben werden:

_ds _dv _ d3

V= ——y =TT 5
dr dr  dr?
wobei s die Weglidnge der Bewegung ist.
Eine gleichformig geradlinige Bewegung ist durch eine konstante Geschwindigkeit ge-
kennzeichnet. Daher gilt

v = const, =%=0, s=fvdt=vt+s°,
t

wobei s, die Lange des zur Zeit ¢ = 0 bereits durchlaufenen Weges darstellt. Allgemein
wihlen wir den Anfangspunkt fiir die Bahnmessung an der Stelle, an der sich der
Punkt zur Zeit ¢t = 0 befand. Dann gilt s, = 0.
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Eine gleichférmig beschleunigte geradlinige Bewegung ist durch eine konstante Be-

schleunigung gekennzeichnet. Daher ist

a = const, v=fadt=at+vo,

s =fvdt=f(at+ vo) dt :%at2 + Vot + So,

wobei s, die gleiche Bedeutung annimmt wie oben und v, die sogenannte Anfangsge-
schwindigkeit darstellt, d. h. den Geschwindigkeitswert des Punktes zur Zeit ¢ = 0.
Wenn a = const, jedoch a < 0 ist, dann handelt es sich um eine gleichformig ver-

zogerte geradlinige Bewegung.

Spezielle Fille einer gleichformig beschleunigten geradlinigen Bewegung sind der

freie Fall, der senkrechte Wurf nach oben und der senkrechte Wurf nach unten:

Freier Fall
1
a=g, v,=0 v=gt, s=5g12

Senkrechter Wurf nach oben

1 2
a=-g, v *0, v=10v —gt, $ = vol — gt

Senkrechter Wurf nach unten

1 2
a=g, vo*+0, v=10,+ gt, s=vot+—2—gt

Bei einer allgemeinen geradlinigen Bewegung ist die Beschleunigung nicht konstant,

sondern eine Zeitfunktion. Es gilt also

a=a(t), v =fa(t)dt, s =f(fa(t) dr) dr.

Die Bewegung eines Massenpunktes, die wir als schiefen Wurf bezeichnen, ist gleich-

falls durch eine konstante Beschleunigung
a = g gekennzeichnet, jedoch fallen die Be-
schleunigung g und die Anfangsgeschwindigkeit
vo zum Unterschied von einer gleichférmig
beschleunigten geradlinigen Bewegung nicht in
die gleiche Gerade. Wenn der schiefe Wurf
sich in einer x,y-Ebene vollziecht, und zwar
so, daB3 die Anfangsgeschwindigkeit v, mit der
x-Achse den Winkel ¢ bildet (Bild 1), dann

Yoy

Bild 1
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gelten die Beziehungen

Ay = dvx = 0, a, = dvy = —g;
dt dt
dx . y .
Ux='E=UOx=DOCOS(Pa v.v=E'= —gt+1)0y= —gt+vosm<p;
) 1
X = vy COS @, y=v°,sm<p—3gt2.

Bei einer krummlinigen Bewegung ist es iiblich, die Beschleunigung des Punktes in
eine Tangentialkomponente (Berithrungskomponente) und in eine Normalkomponente
(Zentripetalkomponente) zu zerlegen. Dabei gilt

_dv 3 v? 5
dt ro
wobei 7 der Einheitsvektor in Richtung der Tangente ist und ¢ der Einheitsvektor,
der in Richtung der Normalen zur Bewegungsbahn am gegebenen Ort féllt und vom
Kriimmungsmittelpunkt zum gegebenen Ort gerichtet ist; r ist der Kriimmungsradius
der Bahn im gegebenen Punkt. Fiir die einzelnen Beschleunigungskomponenten und
die Gesamtbeschleunigung gilt also
2 —_— 2 4
at.:ﬂ, an=v__, a:\/a12+a:=\/2 +.v__.
dt r dr r2
Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung eines in Bewegung begriffenen
Punktes werden durch folgende Beziehungen definiert:
& = d¢ | _da _ d%
dr ’ dt de?
wobei @ der Vektor ist, dessen Wert durch die Gro8e des vom zugehdrigen Ortsvektor
eines in Bewegung begriffenen Punktes beschriebenen Winkels gegeben ist. Der Vektor
steht senkrecht auf der Winkelebene. Als positiv gilt die Richtung, von der aus die
positive Drehung des Winkels gegen den Uhrzeigersinn gesehen wird. Wenn es sich
um eine krummlinige Bewegung handelt, kann man schreiben

l_i=at+

R

H

~d 2
5=32, ,_do_dY

de > dr der
In einem solchen Beispiel fallen die Vektoren ¢, @, d in eine gleiche Gerade, die
senkrecht auf der Bewegungsebene steht.
Die Winkelgeschwindigkeit hdngt mit der Umfangsgeschwindigkeit eines in Bewegung
begriffenen Punktes gemél folgender Beziehung zusammen:

V=TI
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(r Kriimmungsradius). Aus der angefiihrten Beziehung fiir eine ebene krummlinige
Bewegung folgt weiter:

a, = rx.

Fiir den Wert der Umfangsgeschwindigkeit kann auch bei einer krummlinigen Be-
wegung die Beziehung v = ds/d¢ geschrieben werden, wobei s die Bahnlidnge be-
deutet.

Ein Spezialfall der krummlinigen Bewegung ist die Bewegung auf einer Kreisbahn.
Die gleichférmige, eine Kreisbahn beschreibende Bewegung ist durch konstante
Winkelgeschwindigkeit gekennzeichnet. Fiir sie gilt

"w = const, ’oc=c(11—w‘=0, <p=fwdt=wt‘+tpo,
t

wobei ¢, der Winkel ist, den der Ortsvektor des sich bewegenden Punktes — bezogen
auf den Kreismittelpunkt — zur Zeit ¢ = 0 mit einer bestimmten, als Basis gewéhlten
Richtung des. Ortsvektors bildet. Allgemein wird ¢, = 0 gewahlt.

Als Periodendauer 7 einer gleichférmigen Bewegung auf einer Kreisbahn bezeichnen
wir die Zeitspanne, in der ein Punkt die Kreisbahn einmal durchlauft. Es gilt fiir diese

Die Frequenz f einer Bewegung stellt die Anzahl der Umléufe in der Zeiteinheit dar:
1 )
f=7=%
Die gleichformig beschleunigte Bewegung auf einer Kreisbahn ist durch eine konstante
Winkelbeschleunigung gekennzeichnet. Daher findet man

& = const, w=fzxdt=cxt+wo,

@ fwdt=f(oct+wo)dt=%(xt2+w0t+¢;00,

wobei ¢, eine analoge Bedeutung wie oben annimmt und w, die Winkelgeschwindig-
keit zur Zeit ¢ = 0 darstellt. ‘

Im Falle, dal & = const, jedoch < 0 ist, handelt es sich um eine gleichférmig ver-
zogerte Bewegung, die eine Kreisbahn beschreibt.

Wir setzen die Bewegung eines Punktes in Relation zu zwei Bezugssystemen S und S’,
wobei das System S’ hinsichtlich des Systems S eine fortschreitende Bewegung mit
der Geschwindigkeit 7* und der Beschleunigung d* sowie eine Drehbewegung mit der
Winkelgeschwindigkeit w und der Winkelbeschleunigung « vollfiihrt. Danach ist die
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Beziehung zwischen der Geschwindigkeit § bzw. der Beschleunigung d des Punktes in
bezug auf das System S und der Geschwindigkeit ' bzw. der Beschleunigung a’ des
Punktes hinsichtlich des Systems S’ wie folgt gegeben:

P=0*+wx?#+7,
d=ad*+ o x(x#)+2(wx?)+axi +ad,

wobei 7’ der Ortsvektor des in Bewegung begriffenen Punktes in Hinsicht auf einen
Bezugspunkt des Systems S’ ist. Die Geschwindigkeit ¥ bzw. die Beschleunigung @
bezeichnen wir als absolut, wahrend die Geschwindigkeit ?’ bzw. die Beschleunigung 4,
als relativ bezeichnet werden.
Unter der Flichengeschwindigkeit einer Bewegung verstehen wir den Vektor

p= l Fx?D

2 b

dessen absoluter Betrag zahlenmaBig der Fliche gleichkommt, die vom Ortsvektor 7
eines Punktes in der Zeiteinheit gebildet wird. Wenn # L ¥ und der Anfangspunkt
des Vektors # im Kriimmungsmittelpunkt an einer gegebenen Stelle liegt, dann gilt

2

1P| = ~ro.

B Beispiele?)

1. Eine Strecke AB konstanter Linge wird so bewegt, daB ihre beiden Endpunkte A
bzw. B entlang der y-Achse bzw. x-Achse eines bestimmten rechtwinkligen Koordinaten-
systems gleiten (Bild 2). Es ist festzustellen, welche Bahn bei dieser Bewegung der be-
liebig gewihlte, auf der Strecke 4B liegende Punkt M beschreibt.

|-

Losung J
A

Bei der gemidB Bild 2 vorgesehenen Bezeichnung
kann man schreiben

X =acosp, y=>bsing
oder

x—cos y—-sin
a %% pTsme Bild 2

1) Die numerischen Rechnungen wurden, soweit erforderlich, mittels Logarithmentafel aus-
gefiihrt
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Durch Potenzieren beider Gleichungen und durch Addieren erhalten wir
x2 y
z + e 1.

Der Punkt M bewegt sich ldngs einer Ellipse mit den Halbachsen a und b.

. Die Bewegung eines Punktes sei durch die Gleichungen
x=a(e +e*), y=a( —e")

bestimmt, wobei a und k¥ Konstanten darstellen. Es ist die Gleichung der Bewegungs-
bahn zu ermitteln und der Geschwindigkeits- sowie Beschleunigungswert des Punktes
als Funktion des absoluten Wertes vom Ortsvektor des Punktes auszudriicken.

Lisung
Die Gleichungen, die die Bewegung des Punktes bestimmen, konnen in folgender Form
geschrieben werden:
x = a(e* 4+ e*) = 2q cosh kt,
y = a(e — e™) = 2asinh kt.
Durch Potenzieren beider Gleichungen und durch Subtraktion erhalten wir
x2 — y? = 4a?, )

da cosh? kt — sinh? kt = 1. Aus GL (1) ergibt sich, daB die Bahn des Punktes eine
Hyperbel darstellt. Fiir den Geschwindigkeits- und Beschleunigungswert gilt

dx 2 2
0= (E) + (:_ty_) — Vasz(ekc — e )2 L g2k (M 4 eK)2 =

=kVx? 4+ y* =kr,
N d2x 2 d2 2
2 = / (d_t) + (d—ty) = k.

. Die Bewegung eines Punktes ist in Polarkoordinaten durch die Gleichungen r = Ae** und
@ = kt gegeben, wobei 4 und k Konstanten sind. Es ist die Gleichung der Bewegungs-
bahn zu finden; Geschwindigkeit, Beschleunigung und Kriimmungsradius der Bahn
sind als Funktion der Polarkoordinate r auszudriicken.

Losung

In Polarkoordinaten lautet die Bahngleichung r = Ae?, was die Gleichung der logarith-
mischen Spirale darstellt. Fiir die Geschwindigkeit bzw. die Beschleunigung gilt
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Wenn x = r cos ¢ und y = r sin ¢ ist, wobei r und ¢ gemiB der angegebenen Beziehung
zeitabhingig sind, dann gilt

dr \2? dr\2 . . de\? de\2
2 2 2 2 2 2
(_dt) cos? ¢ + (_dt) sin? ¢ + r2sin?2 ¢ (d_t> + r?2cos? ¢ (_dt) —

drde . drde .
— 2 ——
2r T sin ¢ cos ¢ + 2r FTirT] sinpcosp =

7 e S
_ A/ (%) +r (%?ti) = VAR P = k)2

dzr \2 dr \2 dtp2 ) dlp“' ) dzq,z

(@) + (&) (&) (&) + (@)
5 d?r (dq))z . dr dp d’p

de? \ dr dr dr dr*

v =

=/ A%k*et L 442k%e* | r2k* — 2rdk*et = \/ak*r? = 2k3r.

dep

Der Kriimmungsradius R kann aus der Beziehung v = R ar

sich ergibt

bestimmt werden, so da3

R=kr_k3=rﬁ.

4. Ein Zug fahrt mit einer Geschwindigkeit von 72 km h~!. Durch Einsatz der-Bremsen
kann der Zug innerhalb 2 min zum Halten gebracht werden. Unter der Voraussetzung,
daB die Bewegung des Zuges wihrend der Bremsung gleichférmig verzogert ist, ist die
Entfernung desjenigen Ortes von der angesteuerten Bahnstation zu errechnen, an dem
die Bremsen betitigt werden miissen.

Losung

Fiir Geschwindigkeit und Weg einer gleichférmig beschleunigten Bewegung gelten die
Beziehungen

1
v=uvo + at, s=vot+3at2.

Nach Ablauf der Zeit ¢+ = 2 min soll die Geschwindigkeit v = 0 sein, damit wird
_ Yo _ 72kmh™* 1 ms-2
a= o 2min @ 6 ’

Wihrend des Bremsvorgangs legt der Zug bis zum Halten den Weg zuriick

1 1
s=T72kmh-!+2 min -3 E—ms"-zzmin2=1200m=l,2km.

Demnach miissen die Bremsen bereits in einer Entfernung von 1,2 km vor der Station
in Betrieb gesetzt werden.
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5. Eine StraBenbahn setzt sich mit der Beschleunigung a = 0,3 m s~2 in Bewegung. Welche
Zeit benotigt sie fiir das Passieren des ersten Meters ihrer Bahn? In welcher Zeit durch-
fahrt sie den zehnten Meter, und wie groB ist ihre Fahrgeschwindigkeit am Ende des
zehnten Bahnmeters?

Losung

Fiir die Geschwindigkeit und die Strecke, die von der StraBenbahn durchfahren wird,
gelten die Beziehungen

v=at; 5= —at>.
‘ 2
Fiir die Zeit, welche die Straflenbahn fiir ihren ersten Meter benotigt, gilt

[2s, A/ 2m
t) = [— = [——— =2,58s.
! a 0,3ms~2 508

Die Zeit #*, wihrend der sie den zehnten Meter ihrer Bahn durchfihrt, ermitteln wir
aus den Beziehungen

—_ 2 —_ 2
Sg = ? at9 S10 = '—2— atm

oy }t_A/zsm_A/z_sg_A/ 20m A/ 18m
T e a a N 03ms2 03ms 2

= (8,15 — 7,75)s = 0,45s.
Am Ende des zehnten Meters hat die StraBenbahn die Geschwindigkeit

Vio = alyjo = 0,3 ms-2- 8,15 S = 2,45 ms-!,
/

6. Ein Korper werde vom Erdboden aus mit der Geschwindigkeit vo = 4,9 m s~! senkrecht
aufwirts geworfen. Gleichzeitig beginnt aus der Hohe, die dieser Korper maximal er-
reicht, ein anderer mit der gleichen Anfangsgeschwindigkeit v, senkrecht nach unten
zu fallen. Es ist die Zeit #* zu bestimmen, zu der beide Korper einander begegnen, des-
gleichen die Entfernung % von der Erdoberfliche sowie die Ge-

schwindigkeiten v} und v§ beider Korper im Moment ihres Zu- 2
sammentreffens. Der Luftwiderstand wird vernachléssigt. %
Losung

hmux

Fiir den Korper 1 (Bild 3), der aufwirts geworfen wurde, gelten
die Beziehungen

1 2
Sl=Uot‘—'—2‘gt; V1 = vy — gt.

Seine maximale Hohe erreicht er in der Zeit . Hier ist seine 777777 4
Geschwindigkeit v; = 0, d h., #, = vo/g. Seine Maximalhéhe Bild 3

2 Hajko, Mechanik
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betragt
v 1 1
hmax === 0= - = = — .

e 2827 2%
Fiir den senkrecht abwérts fallenden Korper 2 gelten die Beziehungen

1
h=w+5m%m=%+ﬂ

Fiir den Moment des Zusammentreffens finden wir
1 1 v2
$1 +82 = hmax, d. h., vot* — — gt*2 + pot* + — gt*? = —
2 2 2g
so daB wir fiir die Zeit * bis zum Treffen beider Korper den Wert

erhalten. Fiir die H6he /4 des Zusammentreffens sowie fiir die hier geltenden Geschwin-
digkeiten v und v¥ erhalten wir durch Einsetzen des Wertes von ¢* in die entsprechenden
Beziehungen

h=v_g_-l_gv_g=7_1%=li9__z_n_l_z_s__i_=0’53m,

4g 2 °16g® 32g 32-981ms 2z —

v 3o v Sv
v?=vo—£-=T°=3,67ms‘1; ug=uo+z°;-4—°=6,12ms-1.

. Ein Korper bewegt sich im luftleeren Raum frei fallend aus der Hohe # = 245 m.

Teilen Sie diese Fallstrecke in n = § Teilstrecken, und zwar so, daB3 die Fallzeit des
Korpers fiir jede dieser Teilstrecken gleich groB ist.

Losung

Wir halten folgendes fest: £ = x; + x; + --- + x,. Wenn wir die Fallzeit, die fiir alle
Teilabschnitte gleich groB ist, mit dem Zeichen ¢, angeben, so finden wir

1 1
X1 = -—Z—gtg, X1 + Xy = ?g(Zto)Z, ceey

1
h=x1 + x5 4+ + x, = — g(nty)*.

2

Fiir ¢, gilt dann

2 2h1

0 g n2 H
so daB sich ergibt:

1 h 1 2\2 1)\2 3h
x1=—2-gt(2,=?; x2=7g(2t0)2—x1=h(;) _h(—n—> =;}i;
2n — 1
vl Xp = n h.

n?
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PAd

Fiir 2 = 245 m und n = 5 erhalten wir also

Mmoo _3245m
1T Ty T2 2T Tl

X3 =49,0m; x,=068,6m; xs=88,2m.

. Ein Massenpunkt fiihrt eine geradlinige Bewegung so aus, daB seine Beschleunigung mit

der Zeit gleichformig anwéchst und wihrend der ersten 10 Sekunden der Bewegung vom
Nullwert auf den Wert 5 m s~2 steigt. Wie groB ist die Geschwindigkeit des Massen-
punktes nach Ablauf von 10 s, und welche Strecke legt er in dieser Zeit zurlick, wenn er
sich zur Zeit ¢ = 0 in Ruhe befand?

Losung
Fiir die Abhingigkeit der Beschleunigung von der Zeit kann geschrieben werden:
a=kt, =——=———=0,5ms'3.

Demnach erhalten wir fiir Geschwindigkeit und Weglénge:

v—fa(t)dt—fktdt-—-——z—

Vio = — *0,5ms~3-10%s% = 25ms-!;
s—fvdt—f—kt’dt —kt3
sw—? 0,5ms~3-10%s® = 83,33 m.

. Eine. Granate verlasse das Kanonenrohr mit der Miindungsgeschwindigkeit

vo = 1000 m s~! unter einem AbschuBwinkel von ¢, = 55°. Unter Vernachlissigung
von Luftwiderstand und Erdkriimmungist die theoretische SchuBBweite und die maximale
SchuBBhohe zu bestimmen.

Losung

Fiir die Koordinaten eines bestimmten Punktes der GeschoBbahn gelten wie beim
schiefen Wurf die Beziechungen

. 1
X = v COS Po; ¥ = vt Sin gp — —z—gtz.
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Im Punkt B (Bild 4) ist die y-Komponente der Geschwindigkeit gleich Null, so daB3 ge-
schrieben werden kann

dy
— =vosing, — gt =0.
ar o Po — &
Fiir die Zeit ¢, in der die Granate den Punkt B erreicht, gilt
Vo Sin
t = o Po
g
so daB sich ergibt:
vosing, 1 ov3sin?¢@,  vZsin® @,
Ymax = Vo ——— SIN Qo — — & 2 =
g 2 g 2g

Dieser Wert stellt die von der Granate theoretisch erreichbare MaximalhGhe dar.
ImPunkt C ist y = 0. Diesen Punkt erreicht die Granate nach einer Zeit, fiir welche gilt:
200 sin Po

@
g

Die zweite Wurzel von Gl (1) ¢ = 0 gilt fiir den AbschuBort, an dem ja gleichfalls
y = 0 ist. Fiir die SchuBweite d erhalten wir dann

b4

= 34,1 km.

1
Vot sin po — 7gt2 =0; ¢

20, sin v2sin 2
d = v, —-o—%-COSQJO = %S0 %o = 95,7 km.
g g

Y
<

o/

-
S

| Ymax

A

=Y

¢ x

] x
Bild 4 Bild 5

10. Artilleristen erkennen ein Objekt A in gerader Luftlinienentfernung d = 5000 m unter
einem Horizontwinkel f = 60°. Wie groB muB der AbschuBwinkel @, bei einer
Miindungsgeschwindigkeit v, = 300 m s-* sein, damit das Objekt getroffen wird, wenn
dieses gleichzeitig mit dem AbschuB frei zu fallen beginnt? Der Luftwiderstand werde
vernachlissigt.

Losung

Diese Aufgabe ist leicht zu 16sen, wenn wir daran denken, daB im Moment des Zu-
sammentreffens die Koordinaten von SchuB3 und Objekt zusammenfallen miissen
(Bild 5). Fiir die SchuBBkoordinaten gelten die Beziehungen

) 1
X = vot COS @g, Y = Uptsin gy — Egtz.
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11.

12.

Die Objektkoordinaten wiederum erfiillen die Beziehungen

1
x' =dcosf, ¥ =dsinf — -ngz-

Im Moment des Zusammentreffens muB demnach gelten o ¥ _
A 3
vo? COS ¢o = d cos f;
. 1 . 1,
vot sin o — — gt? =dsin f — — gt2.
2 2
X '
Nach Dividieren der zweiten Gleichung durch die erste er- T

halten wir e
7

tanpo = tan B, also ¢, = f = 60°. Bild 6
Der AbschuBBwinkel muf3 also ebenfalls 60° betragen.
Ein Flugzeug A fliegt in einer H6he £ = 4000 m mit einer Horizontalgeschwindigkeit
v = 500 km h™!. In welcher waagerecht gemessenen Entfernung x, (Bild 6) vom Punkt B

muB ein beliebiger Korper aus dem Flugzeug abgeworfen werden, damit er im freien
Fall in B auftrifft? Der Luftwiderstand wird vernachlissigt.

Losung

Der aus dem Flugzeug abgeworfene frei fallende Korper vollfiithrt, bezogen auf die
Erdoberfliche, eine Bewegung von der Art des horizontalen Wurfes mit einer Anfangs-
geschwindigkeit, die der Flugzeuggeschwindigkeit im Moment des Abwurfs entspricht.
Fiir die Lage des Korpers in jedem beliebigen Moment gilt dann

1 2
X = vt; y=—§-gt .

Die Bedingung dafiir, daB3 der Korper im Punkt B auftrifft, kann durch folgende Glei-
chungen ausgedriickt werden:

1 2
Xo = Vlo; =Egt 1)

fiir die gesuchte GroBe x, erhalten wir daraus

A/5: 5.105m 8000 m
Xo = U

Z ~ 36 10°s N 98Ims? _ 207m

Ein mit der Anfangsgeschwindigkeit v, unter Bild 7
dem AbschuBwinkel ¢ hochgeworfener Massen-
punkt vollfiihrt im luftleeren Raum eine Bewegung
in Form einer Parabel (Bild 7), deren Parameter-
darstellung durch folgende Gleichungen gegeben -
ist: - N

. 1
X = vot COS @; y=votsmqa—-2—gt2. L
g X
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Es sind die GroBen Geschwindigkeit, Tangential- und Normalbeschleunigung zu er-
mitteln, durch welche die Bewegung des Massenpunkts an einem beliebigen Ort seiner
Bahn ausgezeichnet ist.

Losung

Fiir die Darstellung der Koordinaten und der Geschwindigkeit gelten die Beziechungen

dy .
Uy = —— =0 COSQ; Uy = — = Vo Sing — gt;

de de

P . 1 —ee
v= \/vi + 02 = A/u?, —Zg(vot sin ¢ — 7g_ﬁ) = \/vﬁ—Zgy.

Die Geschwindigkeit bildet mit den Koordinatenachsen Winkel, fiir die gilt:

(0, %) = Uy _ vocOsQ

cosv,x-—\/z_2 —\/2_2 :
) 8y Vo gy

v vo Singp — gt

cos (v, y) = 4 — otne &

J2—2gy - 2ey

Fiir die Tangential- und Normalbeschleunigung erhalten wir:

dy
2 _dv £ _ glvosing — gi)
e =- ;
de 03 — 2y v
_ &%(vo sin ¢ — g1)* v\ g°
G=a® —ad=g"— " =22 (1 = J)=5 (0 —1)) =
v v v
& ,  gijcos’p - 8UpCOS @
=Rl Ty =

13. Ein Korper beginnt sich um eine feste Achse mit der konstanten Winkelbeschleunigung

o = 0,04 s7% zu drehen. Nach welcher Zeit, vom Beginn der Drehbewegung an ge-
rechnet, bildet die Gesamtbeschleunigung eines beliebigen Punktes des K6rpers mit der
Tangentialgeschwindigkeit desselben Punktes einen Winkel
von ¢ = 76°?

Losung

Fiir den Winkel, den die Gesamtbeschleunigung cines be-
stimmten Punktes des rotierenden Korpers mit der Ge-
schwindigkeitsrichtung bildet (Bild 8), gilt

a, ro x o« Bild 8
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14.

15.

so daB sich fiir die Zeit #*, in der die angegebene Bedingung erfiillt wird, ergibt:

_/tan¢_A/tan76°_A/ 401
- « N 00452 0,04 s-2

Um den Mantel einer Rolle mit dem Radius r. die sich um eine horizontale Achse
drehen kann, ist ein Seil gelegt, an welchem ein Korper hdngt (Bild 9). Die Bewegung
des Korpers wird durch die Gleichung s = !/, at? definiert. Be-
stimmen Sie die Zeitabhingigkeit der Beschleunigung des
Punktes M, der auf dem Rollenumfang liegt.

Losung

Die Geschwindigkeit des Korpers ist durch die Beziehung

u= ds _ at
=5 =
gegeben. Die Geschwindigkeit v des Punktes M hat ebenfalls
den Wert v = at. Fiir die Tangential- bzw. Normalbeschleuni-
gung des Punktes M gilt somit
_dv 2 a v a?
a'—dt— > TRy
Der Wert der Gesamtbeschleunigung des Punktes M #ndert sich dann mit der Zeit ent-
sprechend der Beziehung

S
a* = /@t + & A/a —I————-——\/r2+a2t‘

Ein Zug bewegt sich gleichférmig verzogert auf einer Bahn der Linge s = 800 m, die
in Form eines Kreises mit dem Radius r = 800 m gekriimmt ist. Es sind zu bestimmen:
der Wert der Gesamtbeschleunigung eines beliebigen Punktes des Zuges am Anfangs-

~und Endpunkt des gekriimmten Streckenabschnitts sowie die Zeit, die der Zug zum

Durchfahren dieser Strecke benotigt. Die Zuggeschwindigkeit am Beginn der Kurven-
strecke sei v = 54 km h~! und am Ende v = 18 km h-1,

Losung
Fiir die Bewegung eines beliebigen Punktes des Zuges gelten die Beziehungen
1 2
v =0y + ait; s=vot+7att .

Wenn wir in diese Gleichungen fiir v, v, und s die in der Aufgabe gegebenen Werte ein-
setzen, kOnnen wir daraus die Zeit #*, in der der Zug den Streckenabschnitt durchfdhrt,
sowie die Tangentialbeschleunigung a, errechnen. Man findet ndmlich

v—1p 10—

—_ . * 4
pe =ay; §= Vot + e

t*z = — (Uo + v) t*
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16.

so daB sich ergibt:

2s 1600 m -
"= % +ov 72-10° =80s; a = . —0,125 ms~2.
36100 ™5

Fiir den Wert der Gesamtbeschleunigung gilt die Gleichung a = \/ a? + a2, wobei man
die Normalbeschleunigung am Anfangs- und Endpunkt der Kurvenstrecke aus den
Beziehungen

v? v?

Quo = — bzw. ay=—

r r
bestimmen kann. Nach Einsetzen der hieraus berechneten Werte in den Ausdruck fiir
die Gesamtbeschleunigung erhalten wir diese am Anfang und am Ende der Kurven-
strecke zu

ao =0,308ms2?; a=0,129ms"2.

Ein Rad dreht sich mit der Tourenzahl # = 1500 U min~1. Durch Einsatz einer Bremse
kann man erreichen, daB seine Drehbewegung in eine gleichformig verzogerte iibergeht
und das Rad nach einer Bremszeit von 7, = 30 s stehenbleibt. Berechnen Sie die
Winkelbeschleunigung « und die Zahl der Umdrehungen, die das Rad vom Beginn des
Bremsvorgangs bis zu seinem Stillstand ausfiihrt.

Losung

Fiir den Momentanwert der Winkelgeschwindigkeit gilt die Beziehung

0 = wy + of,

wobei wy = 2nn = 2n 1500 = 50 = s~1. In der Zeit ¢ = ¢, ist offensichtlich w = 0, so
daB sich ergibt
wo +oat =0

und somit gefunden wird
6=——=— —ns?=—52452,

Der Ortsvektor eines beliebigen Punktes des Rades beschreibt, bezogen auf den Mittel-
punkt, in der Zeit #, den Winkel

' 5
Qo = wolo + % o2 =1500~r — Frr900=7501r.

Fiir die Anzahl der in der Zeit ¢, ausgefiihrten Umdrehungen finden wir
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17. Untersuchen Sie die Bewegung eines Massenpunktes, dessen Ortsvektor entsprechend
der Beziehung # = i4 cos bt + jA sin bt von der Zeit abhingt, wobei 4 = 6 m und

™
=—s1ist.
7S is
Losung
Fiir die Geschwindigkeit gilt die Beziehung
b = = ( isinﬂt+‘cosﬂ:t)ms~1
T g TI% Y ’
womit sich fiir den absoluten Geschwindigkeitsbetrag ergibt
Pl =v= o
T AN

Also ist der Geschwindigkeitsbetrag konstant.
Die Richtung der Geschwindigkeit kann man fiir jeden Moment durch den Einheits-
vektor in Geschwindigkeitsrichtung bestimmen, und zwar

3n
-1 -1
ms!=—ms,
2

k3

= —sin
4

. D
T=—
v

t 4 jcos P
J 4 ¢
Fiir die Beschleunigung erhalten wir analog
Ez’—dﬁ—Snz( i nt ‘sinnt)mS"'
TR cosgrTJsmy '

Der Betrag der Gesamtbeschleunigung ist also

3 2
lal=a=—’8‘—ms-2

ebenfalls konstant. Fiir die Tangential- und Normalbeschleunigung resultiert weiter

a 2w
at=-—v-=0; an=%= az—at2=%ms-z.

de

Der Kriimmungsradius R = v?/a, = 6 m ist also konstant. Da die Komponente des
Ortsvektors zur Z-Achse gleich Null ist, handelt es sich um eine Bewegung in der
X, Y-Ebene mit dem konstanten Kriimmungsradius R = 6 m. Es ist eine Bewegung auf
einer Kreisbahn. Den vom Ortsvektor # und vom Geschwindigkeitsvektor ¥ gebildeten
Winkel kann man aus den folgenden Relationen bestimmen:

) A(icos bt + jsin bt) Ab(—isin bt + jcosbt)

cosP =4 = A 4b

= —cos bt sin bt + cos bt sin bt = 0.
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Es ist also ¢ = 90°, d. h., der Geschwindigkeitsvektor ist stindig senkrecht zum Orts-
vektor gerichtet. Da v = wR ist, erhalten wir fiir die Winkelgeschwindigkeit

?E
Fiir die Umlaufzeit T gilt dann
T= E = i =38s
(] %s‘l

Der Vektor @ der Winkelgeschwindigkeit ist senkrecht zur Kreisebene gerichtet, auf der
die angegebene Bewegung des Massenpunktes erfolgt. Es gilt also fiir die Winkel-
geschwindigkeit o = (x/4)k s-1. Fiir die Geschwindigkeit gilt auch die Beziehung
U =@ X Foder

5—&3><F——nlg><(67005nt+6’sinnt ms!=
= =2 g TSIy =
i j k
_ = mer = (e T o1 % 2 e
0 0 7 ms (j20084t zzsm4tms.
0

6 ﬂt 6 si nt
cos — t; sin — ¢;
4 4

Wir erhalten offenbar den gleichen Ausdruck wie oben.

. Bestimmen Sie die Periodendauer fiir die Bewegung eines Korpers, der in zwei schiefen

Ebenen ab- und aufwirts gleitet, die mit der Horizontalen den Winkel o« bzw. § (Bild 10)
bilden, wenn dieser in der Zeit r = 0 aus der Stellung A freigelassen wird. Reibungs-
verluste sowie Verluste an kinetischer Energie beim Aufprall von einer Ebene auf die
andere bleiben unberiicksichtigt.

Lisung

Wir setzen voraus, daB3 sich der Korper aiq)
anfangs im Punkt A4 in der Hohe 4 {iber b
der horizontalen Ebene befindet. Zum
Punkt B gelangt der Korper mit der Ge-
schwindigkeit

Vo = \/ ﬂ
und bewegt sich lings der Bahn BC mit einer Geschwindigkeit weiter, die sich gemil
folgender Beziehung mit der Zeit verdndert:

Bild 10

v =0, —at = vy, — gtsin f.
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19.

Die maximale Hohe im Punkt C erreicht der Korper zur Zeit ¢,, fiir welche gilt
Vo
h =—-.
' gsinp

Die Zeit, in der der Korper vom Punkt C nach B zuriickkehrt, ist ebenfalls #,, so daf}
sich fiir die Gesamtzeit, in der er sich auf dem Abschnitt BC aufwirts bewegt und wieder
zuriickkehrt, ergibt:

21)0
gsin g’

Tl =2t1 =

Analog gilt fiir die Gesamtzeit der Bewegung des Korpers auf dem Abschnitt B4 und
zuriick
21}0

gsina’

so daB die Periodendauer des Korpers auf den angegebenen schiefen Ebenen wie folgt
ermittelt wird:

200 [ 1 1 20 1 1
T=-T1+T2=‘_(.—+.—)=2 —(—.—-'}—f-—).
g \sinax sinf g \sinax sinp

Eine Kurbel 04 =r .
(Bild 11) dreht sich um "T
die feste Achse O mit 4 ;

konstanter =~ Winkelge-
schwindigkeit . Im

X
Punkt 4 ist die Kurbel
miteiner Pleuelstangeder N Y
Lénge / gelenkig verbun- \‘\-1[-—/’ Bild 11
den, welche den Kreuz-
kopf Bin Bewegung setzt,

der sich zwischen zwei parallel zueinander verlaufenden Ebenen bewegt. Bestimmen Sie
Geschwindigkeit und Beschleunigung des Kreuzkopfes B.

Losung

Fiir die x-Koordinate des Punktes B gilt unter Beriicksichtigung der Bezeichnungen
des Bildes 11

x=0C+ CB=rcos¢ + [cos y.

Durch die Anwendung des Sinussatzes kann der Zusammenhang zwischen den beiden
Winkeln ¢ und o in folgender Form ausgedriickt werden:

sintp=—'1:-singv. a)
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20.

Fiir den Geschwindigkeitsbetrag des Punktes B kann dann geschrieben werden

_dx . de . dy
v= = rsing = lsm«pat—. @

Durch Differentiation von GI. (1) nach der Zeit erhalten wir

dy r dy r cosg
—_= ‘w, dh, —=——o,
SV T T ar " Toosy®
wobei dp/dt = » die Winkelgeschwindigkeit der Kurbel darstellt. Gl. (2) kann dann in
folgender Form geschrieben werden:

cos q)) sin (¢ + v)
= —re) ——

V= —rw (sin(p + siny
cos cos y

Diese Relation ermoglicht, die Geschwindigkeit des Punktes B fiir beliebige Werte des
Winkels ¢ anzugeben. So ergibt sich z. B. fiir ¢ = 0 auch ¥ = 0 und somit auch » = 0.
Bei der Stellung ¢ = 90° ist sin (p + y) = sin (90° + y) = cos v, so daB v = —rw ist.
Fiir die Beschleunigung des Punktes B gilt

do r (COSztp sin%p )]

a= — = —ro’ |cosp — —
dr ‘”[ L

cos3y COS ¥.

wenn wir sin  nach Gl. (1) ausgedriickt haben. Fiir den Fall, daB8 / > r ist, kann ge-
schrieben werden cos ¥ = 1, und fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung erhalten wir
die Beziehungen

v——rw(sin + d si 2)
= @ 2] nzejl,

-
a= —rwz(cos @ — T cos 2<p).

Das Rad eines Eisenbahnwaggons rollt ohne b s Bild 12
Reibung auf einem geraden Gleis, und zwar so, 5
daB die Geschwindigkeit seines Mittelpunktes v, w
ist. Es ist die Geschwindigkeit fiir die Punkte 4 A
und B in dem Moment zu bestimmen, der in

Bild 12 festgehalten wurde. x

Losung

Wir gehen von den Bezichungen aus, die den Zusammenhang zwischen absoluter und
relativer Geschwindigkeit angeben, wenn das absolute Bezugssystem mit dem Gleis fest
verbunden und das relative mit der Radachse verbunden ist. Fiir die zu bestimmende
Absolutgeschwindigkeit der Punkte 4 und B ergibt sich dann

,
Ba = 0% + By = Bo + Dars
=

DB=§*+53=50+53,..
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21.

Da sich das Rad beziiglich des relativen Bezugssystems gleichformig dreht, weist die
Relativgeschwindigkeit jedes beliebigen Punktes am Radumfang den gleichen Wert auf.
Es ist also ¥4, = Up, = V¢,. Fiir den Punkt C ist die Absolutgeschwindigkeit im ge-
gebenen Augenblick gleich Null, d. h.,

Vc =Uo + Uer =0,

woraus deutlich ersichtlich ist, daB D¢, = U4 = Up, = Do ist. Beziiglich der Geschwindig-
keitsrichtung von ¥4, und 75, kann man fiir den Wert der absoluten Geschwindigkeit
der Punkte 4 und B wie folgt schreiben:

vy = /02 +v§=vo\/2 s Up = Vo Vo = 20o.

Die Geschwindigkeitsrichtung von v, ist durch die Beziehung
v
tangp = 2 =1
Vo

gegeben, d. h. ¢ = 45°, wobei ¢ der Winkel ist, den die Geschwindigkeit ¥, mit der
x-Achse bildet. Die Geschwindigkeit Dy verlduft offensichtlich parallel zur x-Achse.

Eine waagerechte, kreisformige Platte dreht sich so um eine senkrechte Mittelpunkts-
achse, daB sie in der Minute 120 Umdrehungen ausfiihrt. Entlang ihrem Radius bewegt
sich mit einer relativ zur Platte gleichférmigen Geschwindigkeit von »” = 5cms~! ein
Punkt. Es sind die Werte fiir Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes beziig-
lich seiner Umgebung zur Zeit ¢t = 20 s zu ermitteln, wobei vorausgesetzt wird, daf} er
sich zur Zeit ¢ = 0 im Mittelpunkt der Platte befand.

Losung

Wir greifen wieder auf die Beziehungen zuriick, die den Zusammenhang zwischen
absoluter und relativer Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung zum Ausdruck bringen.
Fiir die absolute Geschwindigkeit finden wir

D=0*4+o0 X +70.

In unserem Falle ist " = const und 7’ = ¥’¢, wihrend 0* = 0 ist. Es ergibt sich somit
=0 XP+0 =0Xxt+7.

Da die Vektoren w X7’t und ¥’ senkrecht zueinander liegen, gilt

v =102 + 0?%? =0\/1+ 0?** =125Tms?,

. . 120 .
wenn wir o aus der Beziehung w = 2rnn = 2= 505 = 4 s~! ermittelt haben.

Fiir die absolute Beschleunigung kann geschrieben werden
d=ad*+o X(@XF)+2X?)+axXx?+ad.

In unserem Beispiel gilt: @’ = 0, @* = 0 und « = 0, so daB resultiert
d=o X X#)+2(@xD).



30

1. Mechanik

22.

Da die Vektoren o X (w X #) und w X #* senkrecht zueinander gerichtet sind, gilt
a = +/(0?'t)? + do?v’? = wu’\/4 + 0?2 = 158 ms~2,

Zwei Meteoriten M; und M, bewegen sich aut einer gemeinsamen Ellipse, in deren
einem Brennpunkt S sich die Sonne befindet (Bild 13). Dié Entfernung zwischen beiden
Meteoriten ist so gering, daBl der Ellipsenbogen M;M, als Strecke betrachtet werden
kann. Beim Durchgang durch das Perihel P haben beide Meteoriten voneinander den
Abstand d. Wie grof} ist ihr gegenseitiger Abstand beim Durchgang durch das Aphel A4,
wenn bekannt ist, daB3 sich die Meteoriten mit eincr konstanten Fldchengeschwindigkeit
bewegen und wenn wir die Entfernungen SP = r, und S4 = r, kennen?

Losung

Ubereinstimmend mit der Aufgabenstellung gilt fiir
die Fldachengeschwindigkeit

lp’|=%lfxfl=k,

wobei k eine Konstante darstellt. In den Punkten P
bzw. A kann der Wert -der jeweiligen Flichenge-

schwindigkeit wie folgt ausgedriickt werden: Bild 13
1 ,/de 1 de
= — — = k' = e— 2 —_ 1}
Dp > £ (dt)p s Pa 5 r (dt)A k,

woraus resultiert

de de
2 (%) _ 2 (TF
n (dt ),, T2 (dt)A :

Diese Gleichung aber gibt die Bezichung
ri(a)e = rz(a:)A

an, wobei (a;), bzw. (a,)4 die Tangentialbeschleunigungen der Meteoriten im Punkt P
bzw. A darstellen. Da die gegenseitige Entfernung beider Meteoriten sehr gering ist,
kann man dafiir in P bzw. A schreiben

1 1
dp = 5 (@)pdt®; dy= — (@AF,

so daf sich ergibt

ds _ (@)a _ noodn d="ta=tg
dp (a)p r2 r2 r2

da ja dp = d ist. Die Situation ist niamlich so, als ob beide Meteoriten unter gleichen
Bedingungen, lediglich mit einem zeitlichen Abstand 4z, auf die gleiche elliptische Bahn
gebracht worden wiren.
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A

L.

Aufgaben

Die Bewegung eines Punktes ist durch
die Gleichungen x = 4> + B; und
y = A,t?> + B, definiert, wobei 4; =
=02ms2, B; =005m, A4,=
=0,15ms™2 und B, = —0,03m ist.
Ermitteln Sie GroBe und Richtung von
Geschwindigkeit und Beschleunigung
zur Zeit ¢t = 2s.

. Ein Punkt bewegt sich geradlinig, und

zwar so, daB die von ihm durchlaufene
Bahn gemiB der Beziehung x = At + Bt?
zeitabhingig ist. Dabei ist 4 =5ms-1!
und B = 6ms2

Wie grof8} ist die durchschnittliche Ge-
schwindigkeit »* des Punktes in der
Zeit zwischen dem Beginn der zehnten
und dem Ende der zwolften Sekunde,
und welche Momentangeschwindig-
keiten ergeben sich zu den genannten
Zeitpunkten?

. Ein Punkt bewegt sich auf der x-Achse

so, dal die Zeitabhéngigkeit seiner
Bahn durch die Gleichung x = ~12-c- (e* +

+ e~**) gegeben ist, wobei ¥ und o
Konstanten sind. Ermitteln Sie Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung als
Funktionen von x.

. Die Bewegung eines Punktes wird in

Polarkoordinaten durch die Gleichun-
gen r = nt und ¢ = bt dargestellt, wo-
bei n und » Konstanten sind. Formu-
lieren Sie die Gleichung der Bahn-
bewegung, und driicken Sie die Zeit-
abhéngigkeit von Geschwindigkeit und
Beschleunigung aus.

. Wie groB ist die Geschwindigkeit eines

Punktes zur Zeit ¢ = 10s, der eine
gleichformig beschleunigte Bewegung
ausfiihrt, wenn seine Geschwindigkeit
zur Zeit t =0 Null war und wenn
er nach 7; = 25 s einen Weg von 110 m
Lénge durchlaufen hat?

6.

10.

Ein Auto féhrt in einem bestimmten
Punkt seiner Bahn mit der Geschwindig-
keit vo = 60 km h~* und 100 m weiter
mit der Geschwindigkeitv = 40 kmh-1.
Wie groB3 ist die Beschleunigung des
Autos, wenn wir voraussetzen, daf
seine Bewegung gleichfGrmig verzogert
ist?

. Zwei Korper bewegen sich mit den Be-

schleunigungen a; =6ms 2 und
a, = 4ms~2 sowie mit den Anfangs-
geschwindigkeiten vo; = 10 ms~! und
vo2 = 15ms-! aufeinander zu. Die
Anfangsentfernung zwischen beiden be-
trégt / = 750 m. Welche Zeit vergeht,
bis beide Korper aufeinandertreffen?

. Zwei Korper, die anfangs 100 m Ab-

stand haben, bewegen sich geradlinig
aufeinander zu: der erste mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit v; = 3ms-!,
der zweite gleichférmig beschleunigt mit
einer Anfangsgeschwindigkeit v, =
=T7ms™! und der Beschleunigung
a = 4ms-2 Bestimmen Sie den Ab-
stand des Treffpunktes vom Ausgangs-
ort des ersten Korpers sowie die Zeit,
nach welcher sie sich. treffen.

. Ein GeschoB verldBt seinen 10 m langen

Lauf mit einer Anfangsgeschwindigkeit
vo = 500 m s~'. Wie groB ist die Be-
schleunigung im Lauf, und in welcher
Zeit durchliuft ihn das GeschoB, wenn
wir voraussetzen, daB die Bewegung
innerhalb des Laufes gleichférmig be-
schleunigt wird?

Ein Beobachter, der im Moment des
Anfahrens eines Zuges an dessen Spitze
stand, bemerkt, daB3 der erste Waggon
in der Zeit ¢; = 4 s unmittelbar an ihm
vorbeifdhrt. Wie lange wird der rn-te
Waggon brauchen, um an ihm vorbei-
zufahren (z. B. n = 7), wenn alle Wag-
gons gleich lang sind? Die Bewegung
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

des Zuges soll als geradlinig gleich-
formig beschleunigt angesehen werden.

Mit welcher Geschwindigkeit bewegte
sich ein Auto bis zu dem Moment, da
der Fahrer zu bremsen begann, wenn es
sich wihrend des Bremsvorgangs bis
zum Halt mit der konstanten Beschleu-

nigung @ = —1,2ms~2? bewegte und
dabei eine Strecke von 135 m zuriick-
legte?

Aus einer Héhe # = 195 m iiber dem
Erdboden bewegt sich ein Koérper im
freien Fall. Im Moment, da dieser Kor-
per zu fallen beginnt, werfen wir vom
Boden aus einen anderen Koérper mit
einer Anfangsgeschwindigkeit v, =
= 65 ms~! senkrecht aufwirts. Wann
und in welcher HOhe begegnen beide
Korper einander?

Von einer bestimmten Hohe aus werfen
wir mit der gleichen Anfangsgeschwin-
digkeit v, gleichzeitig zwei Korper: den
ersten senkrecht aufwirts; den zweiten
senkrecht nach unten. Welche Zeitab-
héngigkeit ergibt sich fiir die gegen-
seitige Entfernung d beider Korper?
Wir lassen eine Bleikugel in einen
Schacht fallen. Thr Aufschlag auf dem
Boden des Schachts ist nach Ablauf von
10 s zu horen. Wie tief ist der Schacht,
wenn wir mit einer Luftschallgeschwin-
digkeit » = 340 m s~! rechnen?
Bestimmen Sie die Anfangsgeschwindig-
keit vy, mit der eine Kugel senkrecht
aufwirts abgefeuert wurde, und die
Hohe A, die sie maximal erreichte, wenn
sie nach insgesamt 20 s wieder auf den
Boden zuriickfillt.

Ein frei fallender Korper hat in einem
bestimmten Punkt A4 seiner Bahn die
Geschwindigkeit v, = 0,5m s~!. Er-
mitteln Sie die Zeit, in welcher der Kor-
per eine Entfernung AB zuriicklegt,
wenn er in B eine Geschwindigkeit
v =2,5ms-! hat. Wie groB ist die
Entfernung AB?

17.

18.

19.

20.

21.

Die Beschleunigung eines Massenpunk-
tes verringert sich bei seiner geradlinigen
Bewegung gleichférmig von einem An-
fangswert ap = 10 ms~2 zur Zeit t = 0
in einem Zeitraum von 20s auf den
Wert Null. Wie groB ist die Geschwin-
digkeit. des Massenpunktes zur Zeit
t = 20 s, und welchen Weg legte er in
dieser Zeit zuriick, wenn er sich bei
to in Ruhe befand?

Eine Elektrolok fihrt aus der Ruhe-
stellung heraus mit einer gleichférmig
wachsenden Beschleunigung an, so daf3
sie zur Zeit 7, = 100s den Wert
a; = 0,5 m s~2 annimmt. Berechnen Sie
die Geschwindigkeit der Lokomotive
zur Zeit ¢, sowie den Weg, den sie dann
vom Start aus zuriickgelegt hat.

Die Beschleunigung eines Massenpunk-
tes, der sich auf einer Geraden bewegt,
ist durch die Beziehung a = k; — k,v
gegeben (v Geschwindigkeit des Mas-
senpunktes, k;, k, Konstanten). Er-
mitteln Sie die Zeitabhingigkeit der
Beschleunigung, der Geschwindigkeit
und der zuriickgelegten Wegstrecke,
wenn sich der Massenpunkt zur Zeit ¢,
in Ruhe befand.

Aus einem Geschiitz der Kiistenartil-
lerie, das in einer Hohe £ = 30 m: iiber
NN aufgestellt ist, wird ein Geschof3
unter dem AbschuBwinkel ¢, = 45°
und der Miindungsgeschwindigkeit
vo = 1000 m s~ abgefeuert. Wie groB
ist der horizontale Abstand des auf dem
Meeresspiegel gelegenen Zielpunktes
von der Kanone? (Der Luftwiderstand
bleibt unberiicksichtigt.)

Wir bemerken ein unbewegtes Objekt in
gerader Luftlinienentfernung d =6000 m
unter dem Winkel ¢ = 30° iiber dem
Horizont. Wie groB mufl die Miin-
dungsgeschwindigkeit eines Geschosses
mindestens sein, um das Objekt noch
erreichen zu kénnen? Wie groB3 muB3 der
entsprechende AbschuBBwinkel ¢, sein?



1.1. Kinematik des Massenpunktes

33

22.

23.

24.

Ein Massenpunkt bewegt sich mit einer
gleichformigen Winkelgeschwindigkeit
w = 10s-! auf einem Kreis mit dem
Radius » =2 m. Berechnen Sie Pe-
riodendauer, Frequenz und Zentri-
petalbeschleunigung dieser Bewegung.

Ein Massenpunkt vollfiihrt eine Bewe-
gung auf einem Kreis mit dem Radius
r = 0,2 m und der konstanten Winkel-
beschleunigung « = 2 s~2. Berechnen
Sie den Wert der Tangential-, Normal-
und Gesamtbeschleunigung am Ende
der vierten Sekunde von Beginn der Be-
wegung an gerechnet, wenn sich der
Massenpunkt zur Zeit 7, in Ruhe befand.

Nach dem Verlassen einer Station

" wichst die Geschwindigkeit eines Zuges

25.

26.

27.

gleichformig an. Drei Minuten nach
Abfahrt erreicht sie auf einer als Kreis-
linie gekriimmten Bahn mit dem Radius
r = 800 m den Wertv = 72km h-1. Es
ist der Wert der Tangential-, Normal-
und Gesamtbeschleunigung fiir die Zeit
t = 2 min, vom Zeitpunkt des Anfah-
rens gerechnet, zu bestimmen.

Ein Rad beginnt aus der Ruhestellung
heraus eine Drehbewegung mit der kon-
stanten Winkelbeschleunigungo =2s-2.
Wieviel Umdrehungen macht das Rad
in den ersten 15 Sekunden seiner Be-
wegung?

Ein Rad beginnt aus der Ruhestellung
heraus sich gleichférmig beschleunigt zu
drehen, und zwar so, daBl es wihrend
der ersten fiinf Sekunden 12,5 Umdre-
hungen ausfiihrt. - Wie groB ist seine
Winkelgeschwindigkeit am Ende der
fiinften Sekunde?

Durch einen Treibriemen wird von
einem Rad A4 mit dem Durchmesser
d, =0,5m, welches in der Minute
30 Umdrehungen ausfiihrt, eine Dreh-
bewegung auf das Rad B-mit dem
Durchmesser dy = 0,25 m iibertragen.
Wieviel Umdrehungen je Minute voll-
fithrt das Rad B?

3 Hajko, Mechanik

28.

29.

30.

31.

In einem 300 m breiten FluB3bett flieBt
das Wasser mit einer Geschwindigkeit
von 1,2ms™!. Ein Fihrschiff bewegt
sich relativ zum Wasser mit der Ge-
schwindigkeit 5 m s-1. In welcher Rich-
tung muB sich das Fahrschiff bewegen,
wenn es in kiirzester Zeit das andere
Ufer erreichen soll, und wie lange dauert
die Uberfahrt?

Ein Zug bewegt sich mit einer Ge-
schwindigkeit von 60 km h-!. Regen-
tropfen, die bei Windstille infolge Luft-
reibung mit konstanter Geschwindigkeit
senkrecht herabfallen, hinterlassen auf
den Fensterscheiben des Zuges Spuren,
die um 30° von der Senkrechten ab-
weichen. Mit welcher Geschwindigkeit
fallen die Tropfen?

Ein Punkt M bewegt sich mit der kon-
stanten Geschwindigkeit ¢, von der
Spitze ausgehend, auf der Mantellinie
eines Kegels. Der Kegel selbst rotiert
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit o
um seine Symmetrieachse. Es ist die ab-
solute Beschleunigung des Punktes zur
Zeit t, vom Bewegungsbeginn an ge-
rechnet, zu bestimmen, wenn der
Winkel zwischen Mantellinie und Kegel-
achse mit ¢ angegeben wird.

Ein Rad mit dem Radius r dreht sich
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
um eine senkrecht zur Radebene gerich-
tete und durch seinen Mittelpunkt
gehende Achse so, daB es in der Minute
n; Umdrehungen ausfiihrt. Gleichzeitig
bewegt sich ein Punkt M (Bild 14)
gleichférmig auf dem Radumfang in
entgegengesetzter Richtung, indem er in
der Minute #, Umldufe ldngs des Rad-

Bild 14
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umfanges ausfiihrt. Es ist die absolute
Beschleunigung des Punktes M zu be-
stimmen.

relativer Geschwindigkeit »’ lings der
Stange. Es ist die absolute Beschieuni-
gung des Punktes M zu bestimmen.

32. Eine Stange OA dreht sich um eine
senkrecht zu ihr gerichtete und durch
den Punkt O der Stange verlaufende
Achse mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit . Ein Punkt M
(Bild 15) bewegt sich mit konstanter

J Bild 15

1.2. Dynamik des Massenpunktes

Die Dynamik griindet sich auf die drei NEwTONschen Bewegungsgesetze.

Erstes Bewegungsgesetz (Trigheitssatz)

Ein Massenpunkt befindet sich im Zustand der Ruhe oder vollfiihrt eine gleichférmig
geradlinige Bewegung, solange er nicht durch die Wirkung anderer Korper gezwungen
wird, diesen seinen Bewegungszustand zu dndern.

Da wir die wechselseitige Einwirkung von K6rpern mit dem Begriff Kraft bezeichnen,
kann man das erste Bewegungsgesetz folgendermaBen formulieren:

Ein Massenpunkt befindet sich im Zustand der Ruhe oder vollfiihrt eine gleichformig
geradlinige Bewegung, solange er nicht durch die Wirkung bestimmter Krdifte gezwungen
wird, diesen seinen Bewegungszustand zu dndern.

Zweites Bewegungsgesetz (Kraftgesetz)

Eine Kraft, die auf einen Massenpunkt einwirkt, ist proportional dem Produkt seiner
Masse und der Beschleunigung, die sie ihm verleiht.

Mathematisch kann man das Kraftgesetz (wenn die zugehorige Proportionalitits-
konstante gleich eins gesetzt wird) durch die folgende Formel ausdriicken:

F = ma, (1)
wobei @ die Beschleunigung darstellt, welche die Kraft F dem Massenpunkt mit der
Masse m verleiht. (Fiir zeitlich verdnderliche Masse gilt F = d(mv)/dt.)

Ein Sonderfall der Kraft ist die Gewichtskraft G eines Korpers. Es gilt dafiir die Be-
ziehung G = mg, wobei & die Fallbeschleunigung ist.

Drittes Bewegungsgesetz (Wechselwirkungsgesetz)

Die Kréfte, mit denen zwei Korper aufeinander einwirken, sind gleich grof, jedoch von
umgekehrter Richtung.

Wenn auf einen Massenpunkt mehrere Krifte F,, F,, ..., F, einwirken, dann ist ihr
EinfluB auf den Massenpunkt so groB, als ob auf ihn eine einzige, die resultierende
Kraft F, einwirkte, die durch die Summe der wirkenden Krifte als Vektoren, d. h.
F, = Y'F,, gegeben ist.
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Fiir den Fall, daBB ZF, = 0 ist, sprechen wir davon, daB sich der Massenpunkt im
Gleichgewicht befindet.

Die Giiltigkeit der NEwTONschen Bewegungsgesetze ist an inertiale Bezugssysteme
gebunden. Ein solches ist z. B. das an die Fixsterne angeschlossene Bezugssystem
sowie jedes andere, das in bezug auf das an die Fixsterne gebundene System eine
gleichférmig geradlinige Bewegung ausfiihrt.

Wenn wir die Bewegung eines Massenpunktes auf ein nichtinertiales Bezugssystem
beziehen, dann miissen wir auBer den Kréften, mit denen wir es im Inertialsystem
selbst zu tun haben und durch die wir die gegenseitigen Einfliisse der Korper kenn-
zeichnen, auch die sog. Trigheitskrifte beriicksichtigen, und an Stelle von Gl. (1)
muB dann geschrieben werden:

md = F + F,, @

wobei F die Resultierende der Trigheitskrifte darstellt.

Wenn es sich um ein solches nichtinertiales System handelt, das gegeniiber irgend-
einem anderen inertialen System eine gleichférmig beschleunigte geradlinige Be-
wegung mit der Beschleunigung d@* vollfiihrt, dann gilt F = —mad*.

Wenn wir es mit einem nichtinertialen System zu tun haben, das sich gegeniiber irgend-
einem Inertialsystem mit der konstanten. Winkelgeschwindigkeit @ dreht (als solches
kann man auch ein mit unserer Erde fest verbundenes System ansehen), dann gilt

F=F, + F,
Fo = m(w x #') x @, 3)
Fo = —2m@ x )

(F, Zentrifugalkraft, F. CorioLis-Kraft). Die Bedeutung der Symbole in den Gln. (3)
ist folgende: Der Vektor # ist der Ortsvektor des Massenpunktes # hinsichtlich eines
Bezugspunktes auf der Drehachse, der Vektor 7’ stellt die relative Geschwindigkeit
des Massenpunktes gegeniiber dem angegebenen nichtinertialen System dar.

Der Impuls der Kraft F, die auf einen Massenpunkt wihrend der Zeit ¢ einwirkt, ist
durch den folgenden A}lsdruck gegeben:

t
5=odet.

Fiir die konstante Kraft gilt offensichtlich 7 = Ft.
Die Bewegungsgrofe eines Massenpunktes wird durch die Beziehung j = mb aus-
gedriickt. Zwischen dem Kraftsto und der BewegungsgroBe eines Massenpunktes,
auf den eine Kraft wirkt, besteht der Zusammenhang

Ap = mb — mb,,
3*
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d. h., der Impuls der auf einen freien Massenpunkt wirkenden Kraft entspricht dem
Zuwachs seiner Bewegungsgrofe.

Die Arbeit als die Wirkung einer Kraft langs eines Weges definieren wir in der Me-
chanik durch die Beziehung

()
W= [Fdr

(r)
(7, Ortsvektor des Anfangspunktes, 7, Ortsvektor des Endpunktes der Bahn, auf der
sich der Angriffspunkt der Einzelkraft F bewegt). Im Sonderfall, wenn die Kraft
konstant und die Bahn, auf der sich der Angriffspunkt der Kraft bewegt, gerade ist
und in der Kraftrichtung liegt, kann die Arbeit auf einfache Weise durch das Produkt
aus Kraft und Bahnldnge ausgedriickt werden.
Die kinetische Energie eines in Bewegung begriffenen Massenpunktes ist durch die
Beziehung W = 1/, mv? gegeben. Der Satz von der Kkinetischen Energie besagt
folgendes:
Die Arbeit, die die auf einen Massenpunkt einwirkende Kraft auf einem bestimmten

Wege verrichtet, ist gleich dem Anwachsen der kinetischen Energie des Massenpunktes,
d. h.

W = }—mvz - —l—mvg
2 2

(v Geschwindigkeit des Massenpunktes am Ende des entsprechenden Weges, v, Ge-
schwindigkeit am Anfangspunkt).
Die Leistung P wird durch den Ausdruck definiert

_aw
dr
Fiir den Fall, daB3 die Arbeit mit der Zeit gleichférmig anwichst, kann die Leistung
durch die Beziehung P = W/t ausgedriickt werden, wobei J¥ die in der Zeit ¢ ver-
richtete Arbeit darstellt. '

Nach dem allgemeinen Newtonschen Gravitationsgesetz wirken zwei Massenpunkte
mit den Massen m; und m, mit einer Kraft aufeinander, die den Wert hat

mym,
2

F=y

r

(r gegehseitige Entfernung der Massenpunkte, py sog. allgemeine Gravitations-
konstante).
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Die Kraft, mit der ein Massenpunkt der Masse m; auf einen anderen der Masse m,
wirkt, kann in der Form ausgedriickt werden

) mymsy .
Fi, = —yp 3 12,
r

wobei 7, der Ortsvektor des zweiten Massenpunktes in bezug auf den ersten ist und
den Wert r = |F;,| hat.

Die Feldstirke £ in einem bestimmten Punkt eines Gravitationsfeldes ist derjenige
Anteil der Kraft F, der im gegebenen Punkt des Feldes auf die Masseneinheit wirkt,
d. h.

wobei # den Ortsvektor desjenigen Punktes, in dem die Feldstirke gesucht ist, in
bezug auf den Massenpunkt mit der Masse M darstellt.

In der Umgebung mehrerer Massenpunkte der Massen My, M,, ..., M, berechnen
wir die Gravitationsfeldstirke in einem bestimmten Punkt als die Vektorsumme der
Feldstiirken der einzelnen Massenpunkte, die im gegebenen Punkt zusammenwirken,
d.h.

L4 M M, M,
E=E +E, + +E=—y—11’1—y—r2—---—y S =
r3 r

M, .
= —er—;ri-

Die angegebene Summierung geht in eine Integration iiber, wenn es sich um ein
Gravitationsfeld in der Umgebung eines Korpers handelt, der homogen mit Masse
erfiillt ist.

Die potentielle Energie eines Massenpunktes der Masse m in einem bestimmten Punkt
eines Gravitationsfeldes ist fiir irgendeinen Bezugspunkt durch die Arbeit gegeben,
welche die Feldkrifte verrichten, wenn der Massenpunkt von der Stelle, an der die
potentielle Energie bestimmt werden soll, zum Bezugspunkt bewegt wird. Analog
wird die potentielle Energie eines Massenpunktes definiert, der sich in einem anderen
Kraftfeld befindet. (Ein an einer nicht in der Gleichgewichtslage befindlichen Feder
aufgehingter Massenpunkt unterliegt z. B. der Einwirkung durch die Federkrifte.)
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Im Gravitationsfeld einer Punktmasse M ist die potentielle Energie eines Massen-
punktes der Masse m durch die Gl.

W, = —ymM (i - i) @
rooro
gegeben, wobei r die Entfernung der Stelle, in der wir die potentielle Energie des
Massenpunktes m bestimmen wollen, von der Punktmasse M ist und r, die Entfer-
nung des Bezugspunktes von der Punktmasse M angibt. In den meisten Féllen be-
ziehen wir die potentielle Energie auf einen unendlich weit entfernten Bezugspunkt,
wodurch r, = oo wird und Gl. (4) die Gestalt annimmt

W, = —yli . 4
r

Fiir die potentielle Energie eines auf einer Feder liegenden Massenpunktes findet man
beim Ausschlag x beziiglich der Gleichgewichtslage folgenden Wert:

)
W, = W=f—kxdx=%kx2,
x

wenn wir voraussetzen, daB die Kraft, mit der die Feder auf den Massenpunkt ein-
wirkt, F = —kx ist.

Das Potential in einem bestimmten Punkt eines Gravitationsfeldes entspricht der
Arbeit W, die aufgewendet werden muB, um eine Masse m vom gegebenen Punkt bis
ins Unendliche zu bringen:

X L[ mity,
m m r
-}

Unter Beriicksichtigung von Gl. (5) ist das Gravitationspotential in der Umgebung
einer Punktmasse M, bezogen auf Unendlich, durch die Beziehung gegeben:
M

= —y——.

r

In der Umgebung mehrerer Punktmassen M, M,, ..., M, berechnen wir das Gravi-
tationspotential in einem bestimmten Punkt als die Summe der Potentiale der ein-
zelnen Punktmassen, d. h.

V=V1+V2+...+V"=_7)___»y__... -y

ry 2 n

M, M, Mn=_y21\74_i’
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wobei 7y, 75, ..., r, die Entfernungen der Stelle, fiir die das Potential gesucht wird,
von den Punktmassen M,, M,, ..., M, darstellen. Diese Summierung geht in die
Integration iiber, wenn es sich um ein Gravitationsfeld in der Umgebung eines
Korpers handelt, der homogen mit Masse erfiillt ist.

Zwischen der Stirke E und dem Potential ¥ gilt in jedem beliebigen Punkt des
Gravitationsfeldes folgender Zusammenhang:

E= —grad Vv,
wobei
grad V = _O__Iil + b—VJ + —k bedeutet.
ox oy 0z

Der Satz von der Erhaltung der mechanischen Energie sagt aus, daB bei der mechani-
schen Bewegung eines Massenpunktes die Summe seiner potentiellen und seiner kine-
tischen Energie konstant ist.

Wenn wir es mit der Bewegung eines. Massenpunktes im Gravitationsfeld der Erde
in Ndhe der Erdoberfliche zu tun haben, dann kann das oben formulierte Gesetz
durch die Beziehung ausgedriickt werden

mgh + %mvz = const,

wobei 4 die Hohe des Massenpunktes iiber einer horizontalen Ebene ist, auf die wir
seine potentielle Energie beziehen. Die Giiltigkeit des Gesetzes von der Erhaltung
der mechanischen Energie beschrinkt sich auf alle die Félle, wo es sich um die Um-
wandlung einer Form mechanischer Energie in eine andere handelt (potentielle in
kinetische und umgekehrt), d. h., wobei keine anderen Energieformen auftreten. Im
allgemeinen Fall gilt das Gesetz von der Erhaltung und Umwandlung der Energie
wie folgt:

In einem isolierten System ist die Summe der Energien aller Formen immer konstant.
In einem solchen System laufen die einzelnen Prozesse so ab, daB die Energie der
einen Form immer in dquivalente Energie anderer Formen iibergeht, so daB die Ge-
samtenergie des Systems stets erhalten bleibt.

B Beispiele

23. Stellen Sie fest, in welchem Verhiltnis die Betriige der Krifte F; und F, zueinander
stehen, wenn sie den Winkel ¢ = 135° einschlieBen und wenn der Betrag ihrer Resul-
tierenden gleich dem Betrag der kleineren Kraft F, ist.
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25.

Losung

Unter Beriicksichtigung der Bezeichnungen auf
Bild 16 kann geschrieben werden

180° — & = 45°; 9 '=90°.
Es ist also

F,:F, = sin 90°: sin 45°.
Daraus folgt

Fi =
E_JL

Bild 16

. Die Kraft F ist so in die beiden zueinander senkrechten Komponenten F; und F, zu

zerlegen, daB3 die Proportion F; : F, = m: n gilt. Ermitteln Sie die Betrige der beiden
Komponenten.

Losung
Entsprechend der Aufgabenstellung kann geschrieben werden

F? 4 F} = F2,
. m
Ferner ist F; = o F,, so daB3

nF

\/m—T;; ist.

2
(%+ﬁ@=P,MLa=

Da F, = 2 F;, kann man analog folgendes schreiben:
m

mF
\/m"+n2 )

2

nZ
O4——JF?=F{ d.h F, =
m

Ein Korper vom Gewicht G = 50N bewegt sich mit einer Beschleunigung
a = 12ms~2 senkrecht nach unten. Welche Kraft wirkt auBer seinem Gewicht
noch auf ihn ein?

Losung

Entsprechend dem II. NEwToNschen Bewegungsgesetz kann man fiir die Gesamtkraft,
die auf den Korper wirkt, auch schreiben:

G SON.
F=ma=;a= W12m8'2=61,2N.
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26.

27.

Die Kraft F*, die auf den Korper noch neben dem Gewicht einwirkt, ist dann durch die
folgende Beziehung gegeben:

F*=F—G=612N —-50N =11,2N.

In welcher Zeit durchlduft ein Wagen mit dem Gewicht G, die Strecke s auf einer
schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel &, wenn der Wagen mit einer Last G, (Bild 17)
gekoppelt ist und wenn sich aus dem Zusammenwirken von G1 und G, eine Bewegung
in Richtung der Kraft G, ergibt? Die Trigheitsmomente der Réder bleiben unberiick-
sichtigt.

Losung

Die Bewegung des Wagens auf der schiefen Ebene
wird durch die Kraft G, und durch die in Rich-
tung der schiefen Ebene fallende Gewichtskom-
ponente des Wagens beeinflult, so daB die resul-
tierende Kraft in Richtung der Bewegung den
Wert annimmt

F =G, — G, sina. Bild 17
Fiir die Beschleunigung des Wagens gilt dann

a= F _ Gz—GlsinOC _ (Gz—Glsinzx)g

m G, + G, G, + G,
g

da die resultierende Kraft nicht nur eine Bewegung des Wagens mit der angegebenen
Beschleunigung, sondern auch eine Bewegung der Last G, hervorruft. Fiir den zuriick-
gelegten Weg gilt die Beziechung

1

— at?.
2

S =

Daraus folgt fiir die gesuchte Zeit
t_JZ_J 25(G: +G)
T Na g(G, — G, sin®)

Ein Ko6rper mit dem Gewicht G = 100N bewegt sich unter EinfluB} einer verinderlichen
Kraft F =k (g — t), wobei k = 100N s~! und g = 1s ist. Nach wieviel Sekunden
kommt der Korper zum Stillstand, wenn er zur Zeit ¢ = 0 die Geschwindigkeit
vo = 0,2 ms-! hatte und die Kraft in Richtung der Geschwindigkeit wies? Welchen
Weg legte der Korper bis zu seinem Stillstand zuriick?
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28.

Losung
Die Bewegungsgleichung des Korpers hat die Gestalt

do
ma; =k(g — 1.

Durch Integration erhalten wir

_k t—t2 +
U—-—(q 7) Vo.

m

In dem Moment, da der Korper zum Stillstand kommt, ist die Geschwindigkeit v = 0,
so daB man findet '

Nach Umstellung erhalten wir fiir die gesuchte Zeit die Gleichung

2mv,

2 —2qt — —— =0.
24 k
Mit den fiir die gegebenen GroBen geltenden Werten hat diese Gleichung die Wurzeln
_ { 2,02s
270,028

Da die negative Wurzel keine physikalische Bedeutung hat, gilt als Zeit, nach der der
Korper die Geschwindigkeit Null erreicht hat, ¢t = 2,02 s.

Fiir den vom Korper zuriickgelegten Weg finden wir

ds k(t—tz)-l-v

dt m ¢ 2 o
Nach Integration dieser Gleichung erhalten wir
k ( g 3

s=m q2 ——6')+Uot.

Nach Einsetzen des gefundenen Wertes fiir die Zeit 1 = 2,02 s sowie der iibrigen Gréfen
erhalten wir fiir die Wegstrecke, die der Korper bis zum Stillstand zuriicklegt, den Wert
s = 17,07 m.

Es ist die maximale Geschwindigkeit zu bestimmen, die ein Korper von Kugelform mit
einem Radius r = 8 cm und dem Gewicht G = 100 N im freien Fall erreicht, wenn wir
voraussetzen, daB fiir den Luftwiderstand die Beziehung F = kov? gilt (v Geschwindig-
keit des Korpers, o seine Projektionsfliche auf die senkrecht zur Bewegungsrichtung
orientierte Ebene, k Zahlenfaktor). Letzterer hingt von der Form des Kdrpers ab und
hat fiir die Kugel den Wert &k = 0,24 N s2 m~4.
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29.

30.

Losung

Fiir den Wert der resultierenden Kraft, die wihrend der Fallbewegung auf den Korper
einwirkt, gilt die Beziehung
F=G — Fr =G — kov?.

Der Korper wird zu Beginn eine beschleunigte Bewegung ausfiihren, jedoch nur, solange
er eine verhéltnismiBig geringe Geschwindigkeit aufweist, so daB F > 0 ist. Seine
maximale Geschwindigkeit erreicht er in dem Moment, in dem F = 0 ist. Von da an
bewegt er sich dann mit konstanter Geschwindigkeit geradlinig gleichférmig weiter. Es
ist demnach

G — kov,, = 0.

Daim Sinne der Aufgabenstellung o = wr? angesetzt war, finden wir als Endgeschwindig-

keit _
G A/ 100 N
- /G _ =144mst.
Pmax A/ ko 024 N2 m=*-3,14-0082 m2  —28 -

Im Eisenbahnwagen eines fahrenden Zuges ist auf einer waagerechten Unterlage eine
Kugel der Masse m = 0,02 kg frei beweglich angeordnet. Solange der Zug sich in
gleichférmig geradliniger Bewegung befindet, bleibt die Kugel in bezug auf ihre Unter-
lage in Ruhe. In einem bestimmten Moment beginnt der Zug, mit der konstanten Be-
schleunigung a = —2 m s~2 zu bremsen.

Ermitteln Sie die Kraft, die auf die Kugel wirkt, und untersuchen Sie ihre Bewegung
beziiglich der Unterlage, auf die sie gelegt wurde. Reibungswiderstinde bleiben un-
beriicksichtigt.

Losung

Im Augenblick, da der Zug zu bremsen beginnt, wird er zu einem nichtinertialen
System, in dem auBer dem Gewicht der Kugel G = mg auch die auf die Kugel wirkende
Trégheitskraft F beriicksichtigt werden muf3. Im Falle dieses nichtinertialen Systems ist
F = —ma (m Masse der Kugel, a Verzogerung des Zuges).

Die Trigheitskraft verlduft in waagerechter Richtung und ist der Verzogerung a des
Zuges gerade entgegengesetzt gerichtet. Die resultierende Kraft, die auf die Kugel wirkt,
ist dann F, denn die Wirkung des Gewichts der Kugel wird durch die Gegenwirkung
ihrer Unterlage kompensiert. Es gilt also

= —ma=0,02kg-2ms~2 = 0,04 N.

Demnach setzt sich die Kugel in Fahrtrichtung des Zuges mit einer konstanten Be-
schleunigung von a = 2 m s~2 in Bewegung. Sie fiihrt eine gleichformig beschleunigte
geradlinige Bewegung aus.

An einem Ort von 45° geographischer Breite fillt ein Korper der Masse m = 10 kg
mit der Geschwindigkeit » = 100 m s~! auf die Erdoberfliche.

Welchen Wert haben die Tréigheitskrifte Zentrifugalkraft und CorioLis-Kraft, die beim
Auftreffen auf die Erdoberfliche auf den Korper einwirken?
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31.

Losung

Fiir die Trigheitskrifte Zentrifugalkraft und CorroLis-Kraft gelten die folgenden Be-
ziehungen (Bild 18):

Fy = mrw? = mR cos ¢ * v?;
Fe=2m|® X ¥| = 2mov sin (90° + ¢) = 2mwv sing.

Ferner ist
2n

® = 86400 s

und R = 6370 km;

deshalb k6énnen wir schreiben

B Bild 18
2 4n?
Fo = mRw? cos ¢ = 10kg - 6370 - 10° m —— - oo
=0,238 N;
2w \/E
. 102 ms-t X2 = 0,104 N.
Fc=2-10kg 864005 ms— = >

Wie ersichtlich, ist im vorgegebenen Fall die Zentrifugalkraft etwas groBer als 2°/q0
und die CorrovLis-Kraft ungefihr 1°/4, vom Gewicht des Korpers. Die angegebene Ge-
schwindigkeit wird nach einem freien Fall aus etwa 500 m Hohe erreicht. Aus dem oben
Dargelegten wird ersichtlich, daB die Fehler, die aus der Vernachléssigung von Trig-
heitskriften resultieren, wenn es sich um Bewegungen von Korpern nahe der Erdober-
fliche handelt, nur duBerst geringfiigig sind.

Ein Auto mit einem Gewicht G = 10kN bewegt sich mit einer konstanten Ge-
schwindigkeit v = 36 km h~! auf einer konvex gewdlbten Briicke. In der Briickenmitte
betrigt der Kriimmungsradius » = 50 m. Welche Druckkraft iibt der Wagen im Mo-
ment des Durchfahrens der Briickenmitte auf seine Unterlage aus?

Losung

Bei der Behandlung dieser Aufgabe stellen wir uns auf den Standpunkt des mit dem
Auto fest verbundenen Bezugssystems. Die resultierende Kraft, mit welcher der Wagen
auf die Briicke wirkt, ergibt sich dann als die Differenz zwischen dem Fahrzeuggewicht
und der Zentrifugalkraft als Tragheitskraft gemiB der Beziehung

v? 10 kN 100 m2 s—2

—G—Fo=G—-—mZ =10kN — =
F=G-F=0-m_ 981msZ2  50m

= 7962 N.
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32. Ein Massenpunkt der Masse m = 1 kg ist an einem Faden der Linge / = 0,3 m be-

33.

festigt, dessen anderes Ende gleichfalls befestigt wurde (Bild 19). Der Massenpunkt
bewegt sich so, daB3 er in waagerechter Ebene mit konstanter Geschwindigkeit v einen
Kreis beschreibt, wobei der Faden mit der Senkrech- )
ten den Winkel ¢ = 60° einschlieBt. Ermitteln Sie den
Wert der Geschwindigkeit v, die Periodendauer des
Massenpunktes auf der angegebenen Kreisbahn sowie
die Kraft, die bei dieser Bewegung den Faden spannt.

Losung

Bei der Losung dieser Aufgabe stellen wir uns auf
den Standpunkt eines mit dem Massenpunkt fest ver-
bundenen Bezugssystems. Von diesem Standpunkt
aus betrachtet, befindet sich der Massenpunkt in
Ruhe, und zwar deshalb, weil die Resultierende aus
dem Gewicht des Massenpunktes und der Zentrifugal-
kraft als Tragheitskraft, die auf den Massenpunkt
wirkt, in Richtung des Fadens weist und in ihrer
Wirkung durch die Festigkeit des Fadens kompensiert wird. Nach Bild 19 gilt:

Bild 19

m

>

my?

tamp = —— = —,
? G Glsin ¢

weil » = /' sin ¢ ist. Man findet also

Glsin ¢ ta —_—
v= A/——Tq)H =\/glsin<ptanqu =2,1ms'.

Fiir die Periodendauer des Massenpunktes auf der angegebenen Kreisbahn ergibt sich

Und fiir die Kraft F, durch welche der Faden gespannt wird, finden wir gemiB Bild 19
die Beziehung Fcos ¢ = G, d. h.

Ein Korper der Masse m fiihrt eine gleichformig geradlinige Bewegung mit der Ge-
schwindigkeit v, aus. Durch Bremswirkung soll er auf der Strecke so zum Stillstand ge-
bracht werden. Dabei nimmt die Bremskraft F linear mit der Geschwindigkeit ab, und
zwar so, daB3 am Ende ihres Einflusses, wenn der Korper schon zur Ruhe gekommen ist,
ihre GroBe nur mehr die Hilfte des urspriinglichen Wertes betrégt. Bestimmen Sie die
Bremskraft F, zu Beginn des Bremsvorgangs.
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34.

Losung ,
Zur Bestimmung der Abhéngigkeit F = F(v) miissen wir beriicksichtigen, daB fiir
v = vy die Bremskraft F = F, ist und daB fiir v = 0 die Bremskraft auf den halben ur-
spriinglichen Wert abgenommen hat entsprechend F = F;,/2. Diesen Bedingungen wird,
der Aufgabenstellung entsprechend, folgende Abhédngigkeit gerecht:
Fo v
F=—|(14+—]).
2 ( + vo)

Da nun Geschwindigkeit des Korpers und Bremskraft in die gleiche Gerade fallen, aber
entgegengesetzte Richtungen haben, nimmt die Bewegungsgleichung die folgende Form

an:
do F, v
’”37-‘7(”;;)' ("

Unter Verwendung der Beziehung ds = v d¢, df = ds/v kann GI. (1) in eine andere
Form gebracht werden:

m:’lsd"=—%(1+i), d. h —27'" 0do _ 5.
Vo 01+£
Vo

Durch Integrieren der vorstehenden Gleichung von Beginn des Bremsweges bis zum
Stillstand des Korpers erhalten wir

2my 2mv?
Fo° [0 —v0In @ + 0ot = 0, d.h. Fo"

Mithin ergibt sich fiir den Wert der Bremskraft zu Beginn des Bremsvorgangs

(1 —1In2) = s,.

2 2
Fo = 2 (1 —1n2).
So

Eine konstante Kraft F wirke auf einen Ko6rper mit dem Gewicht G. In welcher Zeit
vergroBert sich hierbei die Geschwindigkeit des Korpers auf den n-fachen Wert der ur-
spriinglichen Geschwindigkeit v,, die der Korper in dem Augenblick innehatte, als die
Kraft auf ihn zu wirken begann?

Losung

Der Satz iiber den wechselseitigen Zusammenhang von Kraftimpuls und Bewegungs-
groBe ermoglicht folgende Schreibweise:

Ft = mnvy — mvy,
woraus fiir die gesuchte Zeit resultiert
_ moo(n — 1)  Guo(n — 1)
F Fg ’
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35.

36.

37.

Welchen Impuls vermittelt eine Wand einer elastischen Kugel der Masse m = 0,2 kg,
wenn diese unter einem Winkel ¢ = 60° gegen die Flichennormale und mit einer Ge-
schwindigkeit v, = 20 ms~! auf die Wand trifft?

Losung

Der Kraftimpuls, mit dem die Wand beim Anprall auf die
Kugel wirkt, ist gleich der Anderung der BewegungsgroBe der
Kugel, d. h.,

B = mb — mo. Bild 20

Wenn wir wie in Bild 20 vollig elastische Reflexion voraussetzen, prallt die Kugel mit
gleicher Geschwindigkeit und unter gleichem Winkel von der Wand zuriick, so dal3 wir
fiir den Wert des Impulses schreiben konnen:

|Pl =2mvcosp =2-0,2kg-20ms~!-cos 60° =4 kgms-!.

Welche Arbeit muB3 beim Zusammendriicken der Feder eines Waggonpuffers um den
Weg xo = 0,05 m verrichtet werden, wenn fiir das Zusammendriicken um den Weg
x; = 0,01 m eine Kraft von 30 kN erforderlich ist, wobei die Kraft proportional zur
Verkiirzung der Feder anwiéchst?

Losung

Da die Kraft und die Bahn ihres Angriffspunktes ein und dieselbe Richtung haben,
kann fiir die Arbeit geschrieben werden:

W= f Fdx.
30 kN
Ferner gilt fiir die Feder F = kx und &k = ﬁ = ooim so daB wir fiir die Arbeit
erhalten: *1 0,01m
r kx21% 1 1 30kN - 0,0025 m?
W= | k = | = —kx*= — d = 375 .
f xdx [ 2 ]o 2 fexo 2 0,01 m 3750 Nm
(1]

Eine Kugel schwimmt in einer Fliissigkeit der Dichte ¢ so, daB sie bis zur Hélfte ein- -
getaucht ist. Welche Arbeit muf3 zum Herausheben der Kugel aus der Fliissigkeit ver-

richtet werden, wenn ihr Radius mit R angesetzt
wird? / :
| &
X

Losung \ y{

Nach Bild 21 kénnen wir unter Beriicksichtigung Z—__——‘E:— ——=
des Archimedischen Prinzips schreiben : o T =

R

R
W= dey = f(G — Veg)dy, (1) }
J ; Bild 21
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38.

39.

wobei V der in die Fliissigkeit eingetauchte Teil des Kugelvolumens ist. Man kann es
aus der Bezichung

R x y3 R l .
V=nfx2dy=nf(R2—y2)dy={-rc(Rz ——3—)] =T:Ry2—?-n:y3
R-y R-y R

berechnen, wenn fiir den Ausdruck x? die Kreisgleichung x* + };2 = R? verwendet
wird. Das gestattet uns dann, Gl. (1) folgendermaBen umzustellen:

R
W——f[G ('ﬂ:R2 -—lns) ]d ——[G (Ry—3 -—17r4) ]R—
— — _ - — (= _ -
Y 3 Yy~ | eg | Ay Yy 3 12 34 ng
o

1 1 1
= — = nR* — — nR* = GR — — mR%g.
GR (3 bid IZTCR )eg G 471: og

2
Da jedoch entsprechend der Aufgabenstellung fiir das Gewicht gilt G = — wR3pg,
konnen wir schlieBlich die gesuchte Arbeit schreiben als 3

— 2 3 1 4 _5 4
W——3—1nggR ZrcRgg—l—anQg.

Die Hubwinde eines Aufzugs, der mit einem Gesamtgewicht von G = 10 kN belastet
ist, wird mit einer konstanten Beschleunigung von a = 2 m s-2 betrieben. Berechnen
Sie die Arbeit, die wihrend der ersten fiinf Sekunden des Hubvorgangs verrichtet wird.

Losung

Die Kraft, welche die notwendige Arbeit verrichtet, iiberwindet das Gewicht des Auf-
zugs und verleiht ihm dariiber hinaus noch eine Beschleunigung a, so daf} sie den fol-
genden Wert annimmt:

2
F=G+ma=G+§a=G(l+§—)=10kN(1+ 2ms )=

9,81 ms~2
= 12,038 kN.

Fiir den Weg, den der Angriffspunkt dieser Kraft wahrend der Zeit ¢+ = 5 s zuriicklegt,
erhalten wir

1 1
s=3at2=72ms'2-2552=25m.

Fiir die gesuchte Arbeit finden wir dann
W = Fs = 12,04 kN - 25 m = 301 kNm.

Welche Zugkraft kann eine Lokomotive mit einer Leistung von P = 2500 PS bei der
Geschwindigkeit v = 60 km h~! theoretisch maximal entwickeln?
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Losung

Entsprechend der Definition fiir die Leistung kénnen wir schreiben:

R TRET,
Da F und ¥ die gleiche Richtung haben, gilt F-5 = Fv, so daB wir fiir die gesuchte
Kraft erhalten:

T % T 60000m
3600 s

40. Wie lang muB ein Weg s sein, damit eine konstante Kraft F, die auf einen Koérper der
Masse m einwirkt, seine Geschwindigkeit auf den n-fachen Wert der Anfangsgeschwindig-
keit vy zu steigern vermag?

Losung

Wir gehen von dem Satz aus, der besagt, daB die Arbeit, welche die auf einen Massen-
punkt wirkende Kraft lings eines bestimmten Weges verrichtet, gleich dem Zuwachs an
kinetischer Energie des Massenpunktes ist. Also finden wir

1 1 1 1 1
Fs = 5 my? — 3 my} = > mn?v} — > mv} = 5 mog(n* — 1).

Fiir den gesuchten Weg erhalten wir damit
_ my(n* —1)
B 2F )

41. An einer Stange der Linge / = 1 m und vernachlidssigbarer Masse ist eine Kugel auf-
gehingt. Welche horizontale Geschwindigkeit muf3 man ihr mindestens verleihen, damit
sie bis in die hochste Stellung ausschldgt? Luftwiderstand wird nicht beriicksichtigt.

Losung

Zur Losung dieser Aufgabe wenden wir das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen
Energie an. Die potentielle Energie beziehen wir dabei auf die horizontale Ebene, die
durch die Ruhelage der Kugel definiert ist. In der Ausgangsstellung ist dann die poten-
tielle Energie der Kugel gleich Null, und die Gesamtenergie ist durch die Grofe der
kinetischen Energie gegeben. Wenn die gesuchte Geschwindigkeit v, so groB sein soll,
daB die Kugel gerade noch ihre hochste Stellung erreicht, so hat sie in dieser hGchsten
Stellung die Geschwindigkeit Null, und damit ist ihre Gesamtenergie ausschlieBlich
durch die ihr dann innewohnende potentielle Energie bestimmt. Wir konnen also wie
folgt schreiben:

1
5 mvi = 2mgl,

4 Hajko, Mechanik
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42

und fiir die gesuchte Geschwindigkeit finden wir dann

vo =2+/gl =2+/981ms2- 1 m = 6,26ms,

. Auf einer vollig glatten, unbeweglichen Kugel befindet sich ein Massenpunkt in labiler
Stellung. Wenn wir ihn aus der Gleichgewichtslage auslenken, wird er sich zunédchst auf
der Kugeloberfliche bewegen. In welchem Abstand vom hochsten Punkt der Kugel
verldBt der Massenpunkt ihre Oberfliche, und in welchem Abstand vom senkrechten
Durchmesser der Kugel trifft er auf eine horizontale Unterlage, wenn der Radius der
Kugel mit R = 1,5 m angegeben ist?

Losung

Beim Studium der Bewegung eines Massenpunktes
auf einer Kugeloberfliche erscheint es zweckmaiBig,
sich auf den Standpunkt eines Bezugssystems zu
stellen, das mit dem bewegten Massenpunkt fest
verbunden ist. Der Massenpunkt bleibt bei seiner
Bewegung so lange auf der Kugeloberfliche, wie
seine Gewichtskomponente in Richtung zum Kugel-
zentrum groBer als die Zentrifugalkraft ist. Fiir den
Punkt, in dem der Massenpunkt die Kugelober- Bild 22
fliche verldBt, kann nach Bild 22 geschrieben

werden:

vz
mgecosg =m —.
g 14 R

Unter Beriicksichtigung von cos ¢ =

R—h 02

R R’

In GL (1) haben wir zwei Variable: # und v.

Eine weitere Gleichung fiir die Bestimmung dieser beiden Unbekannten erhalten wir
aus dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie. Nach Durchlaufen des
Weges s verringert sich die potentielle Energie um den Wert mgh, und dafiir wichst
seine kinetische Energie auf der gleichen Wegstrecke um !/, mv? an, so daB3 wir finden:

geht die vorstehende Gleichung iiber in

g d.h., g(R—h) =2, ¢))

1
mgh = > mv?, d.h., 2gh = v%. (#3)
Aus den GIn. (1) u. (2) erhalten wir

=0,5m.

g(R — k) =2gh, d.h, h=§

Auf der Kugeloberfliche durchlduft der Massenpunkt den Weg s = Rg. Da cos ¢ =
R—h
"R

2 . . N
=3 @ = 48° und im BogenmaB ¢ = 0,838, konnen wir die Weglinge s
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43.

4*

bestimmen zu

s =Ry =1,5m"0,838 = 1,26 m.

Aus GL. (2) erhalten wir fiir die Geschwindigkeit

v=1/2gh=+/2-981ms2-0,5m = 3,13ms"?,

Die Zeit ¢, nach welcher der Massenpunkt die horizontale Ebene erreicht, auf der die
Kugel liegt, erhalten wir aus der Beziehung )

2R—h=vtsin<p+%gt2.

Diese quadratische Gleichung nach ¢ aufgeldst ergibt

o [0sts
127 1-0,99s

Die negative Wurzel hat offenbar keinen physikalischen Sinn. Fiir den Abstand Kugel-
durchmesser — Auftreffpunkt ergibt sich

2
d=vtcosg +Rsin<p=3,l3ms‘1-0,51s-? +1,5m-0,743 = 2,20 m.

In einer Metallkugel mit dem Radius R wurde ein kugelférmiger Hohlraum mit dem
Radius r = R/2 hergestellt (Bild 23). Es ist zu ermitteln, durch welche Kraft der auf
diese Weise geschaffene Korper auf eine Kugel der Masse m wirkt, die sich in einem
Abstand d vom Mittelpunkt der urspriinglichen Metallkugel befindet, wenn deren
Masse mit M angegeben ist.

a -
Losung ;
Die urspriingliche Metallkugel der Masse M rhm
wiirde auf den Massenpunkt m durch eine hg
Kraft der GréBe
mM .

einwirken. Es 148t sich nimlich nachweisen, daB3 das Gravitationsfeld in der Umgebung
eines homogenen Korpers von Kugelform das gleiche ist wie das eines Massenpunktes
gleicher Masse, der an der Stelle des Kugelmittelpunktes liegt. Die Kraft F, kann als
Summe zweier Krifte aufgefaBt werden: F,, mit der das Gebilde, das wir durch
Herstellen des angegebenen Hohlraums erzielt haben, auf den Massenpunkt m
wirkt, und F;, mit welcher der Metallteil der Masse m’ wirkt, der in der Kugel mit dem
Mittelpunkt S; und dem Radius r = R/2 liegt. Es ist also

Fo = F; + F;.
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Fiir die Kraft F; gilt offensichtlich entsprechend dem Gravitationsgesetz
mm’ mM
F 1=79 R 2 v R\2 )
. (¢-3) oe-3)
weil
= M 4 . R M
" 4mR* 3 8 8
Fiir die gesuchte Kraft resultiert demnach
mM mM 1 1
E=h-h=yam v ="Mz~ 7= |
= 8ld — —
(4~ 3) [4-3)
44. In welchem Punkt auf der direkten Verbindungslinie zwischen Erde und Mond ist die

Stiarke des'gemeinsamen Gravitationsfeldes gleich Null, wenn die Masse des Mondes
1/g1 der Erdmasse betrigt?

Losung
Die Bedingung der Kompensation der beiden Gravitationsfelder wird entsprechend der
Bezeichnung in Bild 24 erfiillt, wenn

E, +E,=0, d.h, |E)|=|E )
Wenn wir den Abstand der beiden Mittelpunkte der HimmelskGrper mit d angeben und
den Abstand des Gravitationsnullpunktes vom Erdmittelpunkt mit der Gré8e x, dann
gilt offenbar ’

M M

2 T d—0 ,

woraus resultiert x = 9(d — x), sodaB x = °/;0 d = 0,9 d gefunden wird.

Der Gravitationsnullpunkt der beiden Felder der Erde und des Mondes liegt auf der
Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte im Abstand x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt aus
gemessen.

x P
14
dm

Bild 24 Bild 25

45. Berechnen Sie Potential und Stirke des Gravitationsfeldes eines Stabes der Masse m

und der Lénge / an einem Ort P, der im Abstand @ vom Stabende in der Richtung des
Stabes gelegen ist (Bild 25).
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46.

Losung
Der Anteil des Massenelements dm des Stabes am Gesamtpotential im Punkt P ist

m dx

dv = — —
yx+a ylx—i—a

weil dm = (m/l) dx ist. Durch Integration iiber den ganzen Stab erhalten wir das
Potential

1
m dx m m., l+a
V=—y— | — = —yp -1l = —p—1 .
ylfx+a 7l[n(x+a)]o yyin—
o -
Die Gravitationsfeldstérke ermitteln wir aus der Bezichung E = — grad V. In unserem

Beispiel heiBt das, daB wir schreiben kénnen

E=dV m a a—l—a m

>

W T "It @& T a0 ?

wobei g den Einheitsvektor in der in Bild 25 angegebenen Richtung darstelit.

Errechnen Sie Potential und Stidrke eines Gravita-
tionsfeldes, das von einer Kreisplatte (Masse m,
Radius r) ausgeht, fiir einen Ort P auf der zur Platte
senkrecht stehenden Mittelpunktsachse im Abstand a
von der Platte. Die Dicke der Platte werde vernach-
lassigt.

Losung

Der Anteil eines Massenelements dm der Platte, das Bild 26
als kreisringférmiges Element der Breite dx gewihlt
wurde (Bild 26), an dem gesamten im Punkt P auftretenden Potential ist

ﬁzandx
e,
o yT_—y\/x2+a2

Durch Integration iiber die ganze Platte erhalten wir das wirkende Gesamtpotential zu

r
2m xdx 2m ¢ 5
V=—)’r—2 2+a2=,—77[\/x2+a2]:)=
0

N

= —yzr—n: [\/r2 + a* —a?].
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47.

48

Fiir die Gravitationsfeldstirke im Punkt P kann dann geschrieben werden

N 2 ~
E=-—gradV—£1ng %?—[—:a_——l]g=

2m .

i 1 — a
-—7'72— \/r-—-—2+a2 4

Welche Horizontalgeschwindigkeit v muB man irgendeinem Korper in einer Hohe
h = 500 km iiber der Erdoberfliche vermitteln, damit er als kiinstlicher Erdsatellit auf
einer Kreisbahn die Erde umfliegt? Der Erdradius betrdgt 6370 km (Bild 27).

Losung A
Die Geschwindigkeit v muB der Bedingung geniigen, da die Fliehkraft,
dieauf einer Kreisbahn eines fliegenden Korpers angreift, gleichder inder
vorgegebenen Hohe wirksamen Gravitationskraft ist. Es muB also gelten
v? mM G
m = 1
A o o Bild 27

(y Gravitationskonstante, M Erdmasse).

Zwischen der Gravitationskraft Fy, die auf den gegebenen Korper an der Erdoberfliche
wirken wiirde, und der Gravitationskraft F, die auf den gleichen Korper in der Héhe A
iiber der Erdoberfliche wirkt, besteht die Bezichung

F=F e

denn
. mM Fo — mM
_y(r+h)2, 0_‘7 r2

Da F, = mg ist mit g = 9,81 m s~2, resultiert aus GI. (1)
v? r?

r+h ST

so daB die gesuchte Geschwindigkeit gefunden wird zu

9,81 ms-2
= = — 0-103 A/ —_ -1,
v J - A/ - = 637 m- [ e = 1600ms

. Berechnen Sie die kinetische Energie Wj eines Korpers der Masse m, der sich im freien

Fall aus groBer Hohe H der Erde nidhert, im Moment seines Auftreffens auf die Erd-

, oberfliche. Der Erdradius werde mit r angegeben. Wie groB wire die Energie fiir den

Fall H > r? Der Luftwiderstand bleibt unberiicksichtigt.
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49.

Losung

Wir wenden das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie an. In der Aus-
gangshohe H iiber der Erdoberfliche, von wo aus sich der Korper der Erde im freien
Fall nidhert, hat er nur potentielle Energie, die durch die Beziehung gegeben ist:
1 M
_ _) __ymM
H+r r r(H+r)

W, = —ymM ( mgr

H
r+ H’
) M
denn es1stg=y—r—2-.
Im Moment des Auftreffens auf die Erdoberfidiche hat der Korper nur kinetische

Energie, fiir die sich aus dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie
ergibt:

H
Wy = .
k = mgr r+ H ]
Und fiir den Fall H > r finden wir
Wy = mgr.

Ein Korper werde von der Erdoberfliche aus mit der Geschwindigkeit v, senkrecht auf-
wirts geworfen. Welche Hohe erreicht er, und wie groB miiBte die Anfangsgeschwindig-
keit mindestens sein, damit der Korper nicht auf die Erde zuriickfallt? Der Luftwider-
stand bleibt unberiicksichtigt.

Losung

Wir beziehen uns wiederum auf das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen
Energie. Die Gesamtenergie des Korpers ist im Moment seines Starts allein durch den
Wert seiner kinetischen Energie bestimmt, da die potentielle an der Erdoberfliche gleich
Null ist. In der MaximalhGhe H, die der Korper erreicht, ist die Gesamtenergie anderer-
seits ausschlieBlich durch seine potentielle Energie vorhanden. Beziehen wir diese po-
tentielle Energie auf die Erdoberfliche, so konnen wir schreiben:

1, 1 1
= m? = —ymM (——— — —]|.
2mvo ym (r )

Da g = y—-ist, kann die vorhergegangene Gleichung auch in die Form gebracht
r

werden:

Vo 5
) mvo—mgrr+H.

Daraus ergibt sich fiir die gesuchte Maximalh6he H der Wert
2
v
= ___—0 03 r
2gr — vy
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50.

Im Falle, daB3 wir nur ein einziges Gravitationsfeld, nimlich das irdische, vorliegen
haben, lautet die Bedingung dafiir, da der Korper nicht wieder zur Erde zuriickfillt,
daB er also bis in die Hohe H = oo fliegt, wie folgt:

2gr —v: =0,

so daB die Startgeschv?indigkeit mindestens einen Wert von
Vo = ~/2gr = 11200 m s~

haben muB, die sog. 2. kosmische Geschwindigkeit.

Mit welcher Mindestgeschwindigkeit miiite eine Rakete von der Erde aus gestartet
werden, damit sie auf den Mond trifft? Wie groB ist in diesem Fall die Aufschlag-
geschwindigkeit auf der Mondoberfliche? Der Abstand der Mittelpunkte der Erde und
des Mondes betrdgt im Mittel d = 380 000 km, der Erdradius ist rg = 6370 km, der
Mondradius ry; = /4 rg. Die Mondmasse betrigt '/s; der Masse der Erde.

Losung

Zur Losung dieses Problems wenden wir wieder das Gesetz von der Erhaltung der me-
chanischen Energie an, da wir den Luftwiderstand in der Erdatmosphére unberiick-
sichtigt lassen. Da man mit hinreichender Genauigkeit Mond und Erde als Kugel-
korper ansehen kann, sind ihre jeweiligen Gravitationsfelder ebensogroB wie die von
Massenpunkten mit der Erd- bzw. Mondmasse, die im Erd- bzw. Mondmittelpunkt
liegen. Bei der Bewegung der Rakete von der Erde zum Mond wird das Gravitations-
feld der Erde eine Bremswirkung ausiiben, wihrend das Gravitationsfeld des Mondes
im Gegensatz dazu eine beschleunigende Wirkung ausiibt. Nach dem Resultat des Bei-
spiels 44 (Bild 24) wird das Gravitationsfeld der Erde bis zu jenem Punkt hin iiber-
wiegen, der vom Erdmittelpunkt die<Strecke x = °/,o d entfernt liegt, wihrend hinter
diesem Punkt dann das Gravitationsfeld des Mondes iiberwiegt. Es reicht also aus, der
Rakete eine solche Geschwindigkeit zu erteilen, die es ihr erlaubt, bis zu dem Punkt zu
gelangen, der vom Erdmittelpunkt den Abstand x hat. Von da an wird sie dann unter’
dem EinfluB des iiberwiegenden Mond-Gravitationsfeldes mit einer beschleunigten Be-
wegung auf den Mond zu fallen. Es kann daher geschrieben werden:

1 o? — ‘mMsy » mMy _ mMpz -y mMy
2 Y d—r Y094 0.1d°

wobei wir auf der linken Seite der Gleichung die Summe von kinetischer und potentieller
Energie der Rakete an der Erdoberfldiche und auf der rechten Seite die Gesamtenergie
der Rakete im Punkt x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt finden. Diese Gesamtenergie be-
steht hier wieder nur aus der potentiellen, da die Geschwindigkeit und damit die kine-
tische Energie an diesem Punkt gleich Null angesetzt werden. Fiir die gesuchte minimale
AbschuBlgeschwindigkeit der Rakete von der Erdoberfliche kann also geschrieben
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werden
1 1 1 1
2 2 L _ -
’ [yME (re 09d " Bld—ry _ 8 -O,Id)]
re re reg
=2 1— B _
&re ( 094 " B =19 81'0,1d)’

so daB gefunden wird
v =+/2gre-0,98 = 11,2km s*- 0,99 = 11,09 km s1.

Fiir die Geschwindigkeit v*, mit der die Rakete auf dem Mond auftrifft, kann analog
geschrieben werden

mME _ mMM — -_1_ mo*? — mMM mMg
094 ' 01d 2 Lo d—rm

-7 ’
da wir auf der linken Seite der Gleichung den Wert der Gesamtenergie der Rakete im
Punkt mit dem Abstand x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt und auf der rechten wiederum
die Gesamtenergie der Rakete beim Auftreffen auf die Mondoberfliche dargestellt
haben. Nach einer Umformung folgt zunéichst

81rM v 81rM )]

MM +
094 01d ' d—ry

U*z =2 [7—‘(1 -

'm

und mit den Massen bzw. Radien kénnen wir schreiben

1 ME 81rE re 81}"]3
*2 2 i - —_— =
v [4- 817 7z ( 4094 7014 " 4(d—%rﬁ)]
1 81"5 157 811’13
— g 1 — - ,
7381 g’E[ 4094 4-01d T a@—1rp

so daB3 wir schlieBlich fiir die Auftreffgeschwindigkeit finden

1 — 1
= 2gre-0,91 = 75 " 11,2kms™" - 0,95 = 0,591 kms~*.

A Aufgaben

33. An zwei gleich langen Ketten AC und GroBe T, haben darf und der Abstand
BC (Bild 28), die in den Punkten 4 und AB = 2a gegeben ist?
B befestigt sind, hingt ein Korper K. 34. An drei symmetrisch angeordneten Sei-
Wie groB muBl die Linge / der Ketten len ist ein Korper Kaufgehdngt(Bild 29).
sein, wenn die Kraft, durch die eine Wieviel wiegt er, wenn die Linge eines

Kette gespannt wird, maximal die jeden Seiles / =1m ist, die Befesti-
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gungspunkte ein gleichseitiges A ABC
mit der Seite a = 1 m bilden und wenn
die einzelnen Seile jeweils durch die
Kraft F = 24,55 N gespannt werden?

A 2a B

Bild 29

35. Ein Korper wird durch die Wirkung der

Kraft F = 0,02 N in Bewegung versetzt
und legt widhrend der ersten vier Se-
kunden seiner Bewegung eine Strecke
von 3,2 m Linge zuriick. Wie groB ist
seine Masse, und welche Geschwindig-
keit wird er am Ende der fiinften Se-
kunde seiner Bewegung haben?

36. Eine Granate der Masse m = 5 kg ver-

148t ihren Lauf mit einer Geschwindig-
keit v, = 1200 m s~1. Wie groB war die
im Lauf wirkende Kraft unter der An-
nahme, daB3 die Bewegung der Granate
im Lauf gleichférmig beschleunigt ver-
lief und 0,01 s dauerte? Welche Arbeit
‘wurde dabei von der beschleunigenden
Kraft verrichtet?

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Eine Granate der Masse m = 24 kg
verldB3t ihren Lauf mit einer Geschwin-
digkeit vo = 500 ms~!. Der Lauf sei
2m lang. Wie groB ist der Durch-
schnittswert der im Lauf auf die Granate
wirkenden Kraft?

Stellen Sie fest, in welchen Punkten der
Erdoberfliche Zentrifugalkraft und Co-
rioLis-Kraft unter gleichartigen Bedin-
gungen ihren maximalen und minimalen
Wert aufweisen.

Ein Eisenbahnwaggon bewegt sich auf
einer horizontalen geraden Strecke. Er
wird mit einer Kraft gebremst, die genau
ein Zehntel seines Gewichts ist.‘Bestim-
men Sie die Zeit, die vom Beginn der
Bremsung bis zum Stillstand vergeht,
sowie die Strecke, die er dabei zuriick-
legt, wenn der Waggon im Moment des
Bremseinsatzes eine Geschwindigkeit
von 72 km h-?! innehatte.

Wie groB ist das scheinbare Gewicht
einer 75 kg schweren Person in einem
Aufzug, der sich

a) mit einer Verzogerung von 0,2 m s=2
aufwirts und mit einer Beschleunigung
von 0,2 m s~? abwirts bewegt,

b) mit einer Beschleunigung von
0,15 m s~2 aufwirts und mit einer Ver-
zogerung von 0,15 m s-2 abwirts be-
wegt?

Zwei gleich grofie kugelférmige Korper
werden aus verschiedenen Werkstoffen
mit den Dichten g; und g, gefertigt.
Beide Kugeln fallen in Luft. Unter der
Voraussetzung, daB der Luftwiderstand
proportional dem Geschwindigkeits-
quadrat ist, soll ermittelt werden, in wel-
chem Verhiltnis die von beiden Kugeln
erreichten Maximalgeschwindigkeiten
stehen.

Eine Kugel der Masse m dringt mit einer
Anfangsgeschwindigkeit v, in ein hem-
mendes Medium ein, dessen Wider-
stand F proportional zur Geschwindig-
keit eines Massenpunktes wichst, d. h.,
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43.

45.

46.

47.

48.

F = —kv. Welchen Weg legt die Kugel ,

bis zum Stillstand zuriick, wenn auBler
dem Widerstand des hemmenden
Mediums keine andere Kraft auf sie
wirkt?

Ein Stein der Masse m = 3 kg hingt
an einem Faden der Linge / = 1m
und fiihrt in vertikaler Ebene eine Be-
wegung auf einer Kreisbahn aus. Es ist
die kleinste Winkelgeschwindigkeit fiir
den Umlauf des Steins auf der Kreis-
bahn zu finden, bei der der Faden reien
wiirde, wenn dazu eine Kraft von
F = 88,3 N notwendig ist.

. Ein Ball der Masse m = 0,1 kg wurde

durch AnstoB3 so in Bewegung versetzt,
daB seine Geschwindigkeitv = 10 m s-1
betrigt. Welche Kraft wirkte auf ihn,
wenn die Dauer des Kraftstoes 7z =
=.0,01 s betrug?.

Der Motor eines Autos mit der Ge-
samtmasse m = 960kg entwickelt eine
Zugkraft von 1600 N. In welcher Zeit
kann der Wagen eine Geschwindigkeit
von 54 km h-* erreichen?

Ein Waggon mit der Masse m =
= 16000 kg bewegt sich geradlinig mit
einer Anfangsgeschwindigkeit von vy =
= 5ms~t. Wie groB ist der Mittelwert
der auf den Waggon wirkenden Rei-
bungskraft, wenn dieser dadurch inner-
halb einer Minute zum Halten kommt?
Welche Arbeit verrichtet ein Pferd, das
einen Wagen von 1500 kg Masse mit
konstanter Geschwindigkeit 600 m weit
zieht und dabei eine Reibung von 0,8 %
des Wagengewichts iiberwindet?

Eine stdhlerne Spiralfeder der Lénge
lo = 0,8 m wird unter Einwirkung der
Kraft F; = 2kp um die Liange x; =
= 0,05 m gedehnt. Welche Arbeit wird
bei einer Dehnung der Spiralfeder auf
das Zweifache ihrer urspriinglichen
Linge benotigt, wenn die Kraft, die
diese Arbeit verrichtet, proportional der
Ausdehnung der Feder ist?

49.

50.

SL.

52.

53.

54.

55.

56.

Ein holzerner Zylinder ist zu 2/5 seiner
Linge in Wasser untergetaucht. Welche
Arbeit muB3 zum Herausziehen des Zy-
linders aus dem Wasser verrichtet wer-
den, wenn sein Radius » = 0,1 m und
seine Linge 4 = 0,6 m ist?

Ein GeschoB3 der Masse m = 0,02 kg
erreicht mit einer Geschwindigkeit v =
=400ms~! einen Baum. Wie tief
dringt es in ihn ein, wenn der Wider-
stand des Holzes F = 1000 kp betrédgt?

Ein Ko6rper der Masse m = 100 kg be-
wegt sich mit einer Geschwindigkeit
vo = 20 km h-*. Er soll auf einem 20m
langen Weg zum Stillstand gebracht wer-
den. Mit welcher konstanten Kraft muf3
seine Bewegung abgebremst werden?

Ein mit der Geschwindigkeit v; =
= 60 km h-! fahrender Zug kanndurch
Anlegen der Bremsen auf einer Strecke
s; = 400 m zum Halten gebracht wer-
den. Welche Geschwindigkeit diirfte der
Zug haben, wenn er durch gleichméBiges
Bremsen auf einer Strecke s, = 100 m
zum Halten gebracht werden soll?

Ein Korper der Masse m = 0,8 Kg wird
senkrecht nach oben geworfen. In der
Ho6he 2 = 10 m hat er noch eine kine-
tische Energie von W, = 200 Nm. Wel-
che Maximalhohe kann der Korper er-
reichen?

Wie groB3 ist die maximale Leistung
eines Wasserrades, dessen Antrieb
durch Wasser erfolgt, das aus einer
Ho6he /2 = 10m herabfillt, wenn in
einer Sekunde jé\?eils 1501 Wasser zur
Verfiigung stehen?

Berechnen Sie die Leistung des Motors
eines LKW, der. sich mit konstanter
Geschwindigkeit v = 30 km h~! auf
einer StraBe mit 59 Steigung bewegt,
wenn die Gesamtmasse des Fahrzeuges
m = 5000 kg betrdgt. Der Reibungs-
widerstand wird vernachlissigt.

Ein Stein A befindet sich auf dem hoch-
sten Punkt eines halbkugelférmigen,
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57.

58.

1.3.

glatten KoOrpers mit dem Radius r
(Bild 30). Wir verleihen ihm in horizon-
taler Richtung eine Anfangsgeschwin-
digkeit vo. Es ist zu ermitteln, von wel-
chem Punkt aus der Stein die Oberfliche

Bild 30

seiner halbkugeligen Unterlage verldfSt.
Bei welchem Wert der Anfangsgeschwin-
digkeit v, verldBt der Stein seine Un-
terlage bereits im Auflagepunkt?
Der Reibungswiderstand wird vernach-
léssigt.

Wie grof8 ist der Unterschied der Gra-
vitationskraft, mit der die Erde auf
einen Korper wirkt, der einmal in einer
Hohe A = 6400 m iiber NN, ein an-
deres Mal direkt auf NN liegt? Der
Erdradius ist r = 6370 km.

Berechnen Sie Potential und Stérke des
Gravitationsfeldes eines Drahtes der
Masse m, der in die Form eines Krei-
ses mit dem Radius » gebogen wurde,

59.

60.

im Punkt P auf der Kreisachse im
Abstand s von seinem Mittelpunkt
(Bild 31). '

Ermitteln Sie die Beschleunigung, mit
der ein Korper auf die Mondoberfliche
fallen wiirde, wenn wir voraussetzen,

Bild 31

daB auf den Korper nur das Gravita-
tionsfeld des Mondes wirkt, und wenn
bekannt ist, daB fiir Masse und Radius
des Mondes die Werte My, = /3y Mg
und ry = /4 rg gelten (Mg Erdmasse,
rg Erdradius).

Berechnen Sie die notwendige An-
fangsgeschwindigkeit v, , die man einem
Korper vermitteln muBl, der sich senk-
recht aufwirts bis zu einer Hohe vom
Wert des Erdradius (6370 km) iiber die
Erdoberfliche bewegen soll. Der Luft-
widerstand wird vernachlissigt.

Dynamik des Systems von Massenpunkten und des starren Kérpers

Unter dem Schwerpunkt des Systems aus zwei Massenpunkten verstehen wir den-
jenigen Punkt auf ihrer Verbindungslinie, der diese im umgekehrten Verhiltnis der
Massen beider Massenpunkte teilt.
Den gemeinsamen Schwerpunkt dreier Massenpunkte definieren wir als den Punkt
auf der Verbindungslinie des Schwerpunktes der beiden ersten Massenpunkte und
des dritten, der diese Verbindungslinie wieder im umgekehrten Verhéltnis der Massen-
summe der ersten beiden Punkte und des dritten teilt.
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Ahnlich kénnen wir die Definition des Schwerpunktes auf ein System von beliebig
vielen Massenpunkten erweitern.

Der Ortsvektor des Schwerpunktes eines Systems von Massenpunkten 7* beziiglich
eines bestimmten Bezugspunktes ist durch die folgende Beziehung gegeben:

* _ z m;F;
2m
(#; Ortsvektor des i-ten Punktes des Systems beziiglich desselben Bezugspunktes,
m; Masse des i-ten Punktes).
Der Zusammenhang zwischen den Schwerpunktkoordinaten des Systems von Massen-
punkten und den zugehérigen Massenpunktkoordinaten des Systems ist analog durch
die Beziehungen

mex ;o= zmiyi s oz* = Zmizi
Zm Zmi Zmi
gegeben.

Den Ortsvektor bzw. die Schwerpunktkoordinaten eines homogen mit Masse er-
fiillten Korpers bestimmen wir durch Volumenintegration aus

bzw.

fgxdr fgyd'r . _f@zd‘c
e T Jes T Jew

wobei ¢ die Dichte, die an verschiedenen Stellen des Korpers verschieden sein kann,
und dz das Volumenelement ist.

Das Drehmoment 3/ hinsichtlich eines bestimmten Bezugspunktes O definieren wir
durch die Beziehung

- =
M=¢xF

(# Ortsvektor des Angriffspunktes der Kraft bezogen auf den Punkt O).

Analog definieren wir den Drehimpuls T eines Massenpunktes hinsichtlich des Bézugs-
punktes O durch die Beziehung

L=7¢xmp

(7 Ortsvektor des Massenpunktes beziiglich des Punktes O).
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Der Zusammenhang zwischen dem Moment der auf einen Massenpunkt — hinsicht-
lich eines bestimmten Bezugspunktes — wirkenden Kraft und dem Drehimpuls des
Massenpunktes—beziiglich desselben Bezugspunktes —ist durch die Beziehung gegeben:

> dL
dr

Es kann nachgewiesen werden, daB3 die Projektion des Drehmoments beziiglich eines
Punktes auf einer bestimmten Geraden — und in deren Richtung — vom Ort des auf
der Geraden gewihlten Punktes unabhingig ist. Eine solche Projektion des Dreh-
moments in Richtung einer bestimmten Geraden bezeichnen wir als Drehmoment
beziiglich einer Geraden (Achse).

Als ein Kriftepaar bezeichnen wir zwei gleich groBe Krafte entgegengesetzter Rich-
tung, die an zwei verschiedenen Punkten eines Korpers angreifen und deren Ver-
bindungslinie nicht in die Kriftegerade derjenigen Krifte fillt, die das Paar bilden.
Das Moment des Kriftepaares wird durch das Produkt des Wertes der das Paar
bildenden Krifte und dem Abstand der Kréftegeraden gebildet.

Die Bewegung eines Systems von Massenpunkten bzw. eines K6rpers wird durch die
beiden Impulssitze beschrieben.

Der 1. Impulssatz besagt:
Die Summe aller Auflenkrdfte, die auf die einzelnen Punkte eines Systems wirken, .ist
gleich der Ableitung der gesamten Bewegungsgrofe des Systems nach der Zeit.
Mathematisch kann er durch die Gleichung

_ 9

dr

ausgedriickt werden, wobei F = Y F; und p = Y m,D; ist.

Dem ersten Impulssatz gleichbedeutend ist der Satz von der Bewegung des Schwer-
punktes. Er besagt:

Unter der Einwirkung duBlerer Kréfte bewegt sich der Schwerpunkt eines Systems
von Massenpunkten bzw. eines Korpers so, als ob die Gesamtmasse des Systems bzw.
des Korpers im Schwerpunkt konzentriert wiare und alle Kréfte im Schwerpunkt an-
griffen.

Mathematisch kann dieser Satz durch folgende Gleichung ausgedriickt werden:

md* = F
(m Gesamtmasse des Massenpunktsystems bzw. des Korpers, d* Schwerpunkt-
beschleunigung, F = ZF ; Vektorsumme aller auf das Massenpunktsystem bzw. auf
den Korper wirkenden AuBenkrifte). Wenn die Summe der duBleren Krifte gleich
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Null ist oder wenn &uBere Krifte nicht vorhanden sind (isoliertes, abgeschlossenes
System), verdndert sich die Schwerpunktlage nicht. Dieser Sachverhalt findet seinen
Ausdruck im Gesetz von der Erhaltung des Schwerpunktes eines abgeschlossenen
Systems.
Der 2. Impulssatz besagt:
Die Summe der Momente aller dufferen Krdifte, die auf die einzelnen Massenpunkte
eines Systems hinsichtlich eines bestimmten Bezugspunktes wirken, ist gleich der Ab-
leitung des Gesamtdrehimpulses des Systems (hinsichtlich desselben Bezugspunktes) nach
der Zeit.
Mathematisch kann er durch die folgende Gleichung ausgedriickt werden:

—

= dL ,
dt

wobei 3f = Y7 X F, und L= Y'F X mD; ist.

Fiir ein abgeschlossenes System von Massenpunkten, d. h., fiir ein System, auf das
nur innere Krifte wirken (duBere sind nicht vorhanden), ergeben sich aus dem 1. und
2. Impulssatz zwei Erhaltungsgesetze: das Gesetz von der Erhaltung der Bewegungs-
groBe und das Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses.

Das Gesetz von der Erhaltung der BewegungsgrofBie besagt:

Die Gesamtbewegungsgrife eines abgeschlossenen Systems ist konstant, d. h.

B =) mb; = const.

Das Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses besagt:
Der Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Systems ist konstant, d. h.

7= Y i x m;; = const.
Im Gleichgewicht befindet sich ein Korper dann, wenn die folgenden Bedingungen er-
fiillt sind:
1. Die Summe aller auf den Korper wirkenden duBleren Krifte ist gleich Null, d. h.,
YFi=0;
2. Die Summe der Momente aller 4uBBeren Krifte hinsichtlich eines beliebigen Punktes
ist gleich Null, d. h., Y7 x F; = 0.
Wenn irgendein Korper sich um eine feste Achse dreht, nimmt seine Bewegungs-
gleichung die Form an:

M=Jx,

wobei « die Winkelbeschleunigung, M die ProjektionsgroBie des Gesamtmoments
der duBeren Krifte in Richtung der Drehachse, d. h. der Betrag des Gesamtmoments
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der auBeren Krafte hinsichtlich der Drehachse, und J das sog. Massentriigheitsmoment
des Korpers beziiglich der Drehachse ist, das durch die Beziehung

J= Zmirf

definiert wird (r; Abstand des Massenpunktes m; von der Drehachse). Bei Korpern,
die homogen mit Masse erfiillt sind, gilt dafiir

J=fr2dm=f9r2d1,

wobei die Integration iiber das gesamte Volumen des betreffenden K6rpers ausgefiihrt
werden muB.

Die Berechnung der Tragheitsmomente von Korpern in bezug auf beliebige Achsen
wird durch einige Lehrsitze erleichtert, insbesondere durch den Satz von Steiner, der
besagt:

Das Massentrigheitsmoment J eines Korpers, bezogen auf eine beliebige Drehachse,
ist gleich seinem Massentrigheitsmoment Js, bezogen auf die parallele Schwerpunkt-
achse, vermehrt um das Produkt aus Masse und dem Quadrat des Abstandes beider
Achsen.

Mathematisch kann man den Satz durch die Beziehung ausdriicken:

J = Js + ma®

(m Gesamtmasse, a ABstand des Schwerpunktes von der Drehachse).
Das Tréigheitsmoment eines Korpers hinsichtlich irgendeiner beliebigen Achse kann
allgemein durch die Gleichung

J=(To) o

ausgedriickt werden, wobei T der Tensor der BewegungsgroBe eines Korpers in
einem bestimmten Punkt einer Geraden und ¢ der Einheitsvektor in Richtung der
Geraden, hinsichtlich der wir das Trigheitsmoment suchen, ist.

Bei spezieller Wahl eines geeigneten Koordinatensystems, wenn die Koordinaten-
achsen in Richtung der Achsen eines Trigheitsellipsoids fallen (Haupttragheits-
achsen), kann der Tensor der BewegungsgroBe eines Korpers, z. B. im Schwerpunkt,
durch folgende einfache Beziehung ausgedriickt werden:

Ts = Js1ii + Jszji + Jsalzic. (1)

(Js1, Jsa, Js3 Triagheitsmomente des Korpers beziiglich seiner Haupttrigheits-
achsen: Haupttrigheitsmomente). Die Haupttragheitsachsen sind dadurch gekenn-
zeichnet, daB fiir eine von ihnen das Tragheitsmoment ein Maximum, fiir eine andere
ein Minimum ist und daB alle drei Achsen aufeinander senkrecht stehen.
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Unter Beriicksichtigung von Gl. (1) kann man das Tragheitsmoment eines Korpers
beziiglich einer durch seinen Schwerpunkt gehenden Achse, die mit den Haupttrig-
heitsachsen die Winkel «, 5, ¢ einschlieBt, durch folgende Beziehung ausdriicken:

J = (i‘s@)é = JSI Cosza =+ Jsz Coszﬁ + Js3 COSZ?.

Die allgemeine Bewegung eines Korpers kann als die Summe der Translations-
bewegung seines Schwerpunktes und der Rotation des Korpers um die durch seinen
Schwerpunkt gehende Achse angesehen werden.

Die kinetische Energie eines Korpers, der eine Drehbewegung mit der Winkelgeschwin-
digkeit w um eine feste Achse ausfiihrt, errechnet man aus

Wk = ‘l'.]wz,
2

wobei J das Trigheitsmoment des Korpers beziiglich der gewahlten Drehachse ist.
Die Arbeit, welche die duBeren Krifte bei der Drehung eines K6rpers um einen be-
stimmten Winkel ¢ verrichten, ist durch die Beziehung

W = My

. gegeben, wenn der Wert des Kriaftemoments M beziiglich der Drehachse konstant ist.
Diese Arbeit ist gleich der Zunahme der kinetischen Energie der Rotation des Ko6rpers
in diesem Drehabschnitt.

Allgemein ist die gesamte kinetische Energie eines Korpers als Summe der kineti-
schen Energie der Translation des Schwerpunktes mit der Gesamtmasse m des
Korpers und seiner kinetischen Energie der Rotation um eine Schwerpunktachse
gegeben. Es ergibt sich so

1 ., 1
Wy = —mvs + — Jsw?.
w=—mvs + —Js

Auch bei dieser allgemeinen Bewegung eines Korpers gilt das Gesetz von der Er-
haltung der mechanischen Energie, solange es tatsdchlich nur zu Umwandlungen der
einen Form mechanischer Energie in eine andere kommt und Umwandlungen in nicht-
mechanische Energieformen (innere, elektrische usw.) ausgeschlossen sind.

Jeder Korper stellt ein physikalisches Pendel dar, wenn er so befestigt ist, daB er sich
unter der Wirkung seines Eigengewichts um eine nichtvertikale Achse drehen kann,
die nicht durch seinen Schwerpunkt verlauft.

Wenn es sich um ausreichend kleine Auslenkungen ¢ aus der Gleichgewichtslage
handelt, kann die Bewegungsgleichung des physikalischen Pendels in der Form ge-

5 Hajko, Mechanik
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schrieben werden

d2 mga .
? - -9

de? J

(m Gesamtmasse des Pendels, a Abstand des Schwerpunkts von der Drehachse,
J Tragheitsmoment des Pendels beziiglich der Drehachse).

Als Losung dieser Differentialgleichung finden wir den Ausdruck, der die Zeitab-
héngigkeit der Auslenkung ¢ angibt, in der Form

@ = @o cos (wt + &)

(w = \/ # Kreisfrequenz, ¢, Amplitude, « Phasenkonstante).

Die Periodendauer eines physikalischen Pendels berechnen wir aus

2n \/ J
= —=2r .
w mga

Fiir die sog. reduzierte Pendellinge eines physikalischen Pendels gilt die Beziehung

J

=

ma

Sie bedeutet den Abstand zweier beziiglich des Pendelschwerpunkts unsymmetrisch
liegender Achsen, um die das physikalische Pendel mit gleicher Periode schwingt.
Wenn sich ein K6rper um eine willkiirlich durch ihn gelegte Achse dreht, dann dndert
sich infolge der wirkenden Zentrifugalkrifte die Trégheit seiner Massenelemente.
Dreht sich ein K6rper mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine durch seinen Schwer-
punkt verlaufende Achse, dann hat das Gesamtmoment der Zentrifugalkrifte beziig-
lich aller Punkte auf der Achse, also auch beziiglich des Korperschwerpunkts, den
gleichen Wert, der durch die Beziehung

MSO = szs

gegeben ist, wobei Us der Wert des sog. Auslenkungsmoments des Korpers hinsichtlich
der gegebenen Achse ist. Allgemein wird das Auslenkungsmoment beziiglich der
Achse durch die Beziehung

U=(To x@o
bestimmt (T Tensor der BewegungsgroBe des Korpers im entsprechenden Punkt auf

der Achse, ¢ Einheitsvektor, der in die Richtung der Achse falit).
Infolge dieses Einflusses ist die Wirkung der Zentrifugalkrifte analog zur Wirkung
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des Kriftepaares, das bestrebt ist, die Korperachse aus ihrer momentanen Lage aus-
zulenken. Wenn der rotierende Korper mechanisch auf einer in Lagern fixierten
Achse liegt, entstehen dadurch in den Lagern Driicke, durch die die Lager belastet
werden.

Nur in den Fillen, da eine der Haupttragheitsachsen Rotationsachse ist, befinden sich
die Zentrifugalkréfte im Gleichgewicht miteinander, und daher ist ihr EinfluB auf die
Lage der Achse, gegebenenfalls auf die sie fiihrenden Lager, gleich Null.

B Beispiele

51. Aus einer homogenen kreisformigen Platte mit dem Radius » wird ein Kreis mit dem
halben Radius der kreisformigen Platte ausgeschnitten (Bild 32). Ermitteln Sie die Lage
des Schwerpunkts des auf diese Weise entstandenen Korpers.

Losung

Die Lage des Schwerpunkts des angegebenen Gebildes 148t sich leicht bestimmen, indem
wir das ganze Gebilde in zwei Teile zerlegen, und zwar in den Kreis mit dem Radius r/2
mit dem Zentrum in Sy, wo sich auch der Schwerpunkt dieses Teils befindet, und dem
verbleibenden Teil, der aus Symmetriegriinden seinen Schwerpunkt in S, hat, d. h. im
Zentrum des Ursprungskreises. Fiir die Lage des resultierenden Schwerpunktes S gilt

2 2
(—;—— ):x=<nr2—2n%) :n%,

woraus fiir das gesuchte x resultiert: x = r/6.

_i.l
2
$
S
e

Bild 33

52. Bestimmen Sie die Lage des Schwerpunkts fiir einen homogenen Korper, der die Form
einer Halbkreisplatte mit zu vernachlidssigender Dicke und dem Radius R hat.

5%
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Losung

Bei der Wahl eines geeigneten Koordinatensystems (Bild 33) ist aus Symmetriegriinden
xs = 0. Fir yg gilt

ffrsmtprdrdtp
fydm
/dm ’ m
T
ffr smtpdrdtp— [——] [—cosqz] =ﬁ’
0 37:

wobei, wie aus dem Bxld hervorgeht, fiir die GroBen y und dm geschrieben wurde
y = rsin ¢ und

m
dm = R rdedr.

2
53. Ermitteln Sie den Schwerpunkt eines homogenen Kreiskegels der Hohe 4.
Losung
Wenn wir den Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems in die Kegelspitze

legen und die y-Achse in Richtung der KegelhGhe annehmen (Bild 34), dann wird deut-
lich, daB3 bei Wahrung der Symmetrie Xg = zg = 0 ist, und fiir yg gilt

3mf
ydm

s[5 -5
I = fdm m KB4, 4"
wenn wir festgelegt haben, daB
X
2y 2 L y
dm = nx dy-n:rzh h y2dy
3 h * 4
3m X
= = y*dy; / s
r
dax:y=r:h, fol =—. /
ax:y=r olgt x A y

Der Schwerpunkt des Kegels befindet sich somit, von <——I’
der Spitze aus gemessen, im Abstand 3/, seiner Hohe y

auf der Kegelachse. Bild 34
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54.

55.

Gegeben sei ein System aus drei Massenpunkten: m; = 0,05 kg; m, = 0,010 kg;
ms = 0,015 kg. Zur Zeit ¢ = 0 befinden sie sich in den Stellungen 4, (3; 4; 5), A2 (—2;
4; —6), A3 (0;0; 0) in Ruhe, wobei die Koordinaten MafBzahlen in Zentimetern be-
deuten sollen. Unter der Wirkung duBerer Kréfte, deren Summe durch einen Vektor
F = 0,05 N in Richtung der x-Achse angegeben ist, setzen sich die Massenpunkte in
Bewegung. Ermitteln Sie die Lage des Schwerpunkts des Systems nach Ablauf der Zeit
t=2s.

Losung

Fiir die Lage des Schwerpunkts des Systems zur Zeit ¢ = 0 ergibt sich

mixy + mpyXx; + Msxs 1
Xso = = ——cm=-—0,17cm;
my + m; + ms 6

myys + myy; + msys '
Yso = =2cm;
my + my + ms

myzy + myz; + mszs 35
Zs0 = = — —cm=—1,17cm.
my + my + my 30
Durch Anwenden des Satzes von der Schwerpunktbewegung erhalten wir fiir die Be-
schleunigung des Schwerpunkts

we = F _ 005N
" Ym  003ke

GemilB der gegebenen Aufgabenstellung fillt die Beschleunigung in die Richtung der
x-Achse, so daB fiir die x-Koordinate des Schwerpunkts geschrieben werden kann

= 1,67ms"2.

1 1
Xs = Xso + 5 ast? = —0,17cm + 5 167cms=2-4s? = 3,338 m.

Fiir die Koordinaten yg, zs gilt offenbar: yg = yso; 25 = Zso-

Im einen Ende eines Bootes, das ruhig auf dem Wasser liegt, befindet sich ein Mensch.
Um welche Strecke verdndert das Boot seine Lage, wenn der Mensch an das andere
Ende des Bootes geht? Das Gewicht des Menschen sei G, das des Bootes G, , die Linge
des Bootes sei / = 2a. Der Wasserwiderstand bei der

Bewe des Bootes bleibt unberiicksichtigt. 8 03 . 4
gung g w C ~ ; :} :
1
Losung "if"-
. (2) ]
Das Boot mit dem an Bord befindlichen Menschen 8 %’ 0 A

kann als ein abgeschlossenes System angesehen
werden. Fiir dieses gilt das Gesetz von der Erhaltung Bild 35
der Schwerpunktlage. In Bild 35 ist die Lage des
Bootes fiir die beiden Fille dargestellt: Im Fall (1) befindet sich der Mensch am rechten
Ende des Bootes (Stellung A), im Fall (2) in Stellung B. Im ersten Fall liegt der Schwer-
punkt des Systemsim Abstand xg, von der Bootsmitte O aus gesehen, in Richtungnach A.
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56.

57.

Da die Bootsmitte O zugleich auch der Schwerpunkt des Bootes ist, k6nnen wir in
Ubereinstimmung mit der Schwerpunktdefinition fiir xg schreiben

G
e ag _aG
g e Gre
g 4

Beim Stellungswechsel des Menschen von 4 nach B verschiebt sich das Boot um die
Strecke d so, daB die Lage des neuen Schwerpunkts S” dieselbe ist wie die des urspriing-
lichen Schwerpunkts S. Aus Bild 35 ist zu ersehen, daB gilt

G
d-—2xs—2a-G+—G1.

Bis zu welcher Hohe schligt ein ballistisches Pendel der Masse M = 10 kg aus, wenn
es von einem GeschoB3 der Masse m = 0,1 kg und der Geschwindigkeit v = 200 m s~
getroffen wird?

Losung

Wenn das GeschoB ein ballistisches Pendel trifft, vereinigt es sich mit ihm, und das
Pendel beginnt, sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit v* zu bewegen. Nach dem
Gesetz von der Erhaltung des Impulses fiir das aus Pendel und Gescho8 gebildete ab-
geschlossene System gilt die Gleichung
m=M+m?,

d h,

mv
Mim
Zur Berechnung der erreichten Hohe £ (Bild 36) wenden wir das Gesetz von der Er-
haltung der mechanischen Energie an, das uns die Bezichung erméglicht

’

v =

%W+mw=w+mm

d.h,

v’2 mZUZ

b ——— = L
2  2g(M + m)* N
10-2 kg?-4-10*m*s2
= =0,2m. .

2:9,81ms-2-102kg> —— RN
Welche Treibstoffmenge muB eine einfache Einstufen- \\/\\
rakete aufnehmen, damit sie nach Verbrennen des ge- 7
samten Treibstoffs die erste kosmische Geschwindigkeit - N n
erreicht, wenn die Leermasse der Rakete m, = 100 kg ©— . =
betridgt und die relative Ausstromgeschwindigkeit der W

Verbrennungsgase v, = 3000 m s~* ist? Bild 36
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Losung

Diese Aufgabe werden wir unter Benutzung des Gesetzes von der Erhaltung des Im-
pulses fiir ein abgeschlossenes System 16sen. Die Rakete zusammen mit dem Treibstoff
stellt ein solches abgeschlossenes System dar. Zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, in dem
die Rakete hinsichtlich eines gewidhlten Bezugssystems die Geschwindigkeit v hat, sei
die Masse von Rakete plus gegenwirtigem Treibstoffinhalt durch das Symbol m ge-
gekennzeichnet. Der Impuls der Rakete wird zu diesem Zeitpunkt durch die Be-
zichung

Pe=mb

angegeben. Nehmen wir an, da3 in der Zeit d¢ aus der Rakete Gase mit einer Masse dm’
entweichen, und zwar mit einer Geschwindigkeit i, die hinsichtlich des gleichen Bezugs-
systems gemessen wird, auf das wir die Raketengeschwindigkeit beziehen. Dann erhéht
sich in der Zeit d¢ die Raketengeschwindigkeit vom Wert § auf ¥ 4 dv. Der Impuls des
gesamten Systems wird dann zur Zeit ¢ + df sein '

Prsar = (m — dm’) @ + dD) + dm'il.

Entsprechend dem Gesetz von der Erhaltung des Impulses eines abgeschlossenen
Systems finden wir dann

ﬁt+dt =ﬁr,
d.h,
(m — dm’) B + db) + dm'ii = mi. )

Wenn wir beriicksichtigen, daB dm’ = — dm ist, denn die Masse der entweichenden
Gase bedeutet eine Verringerung des von der Rakete mitgefiihrten Treibstoffvorrats,
dann kénnen wir Gl. (1) in die Form bringen

d
=G _pn=9"s. 1)) ’
m m .

In Gl (2) haben wir das Glied dm dv als kleine GroBe hoherer Ordnung
auBer Betracht gelassen und # — ¥ = ¥, bezeichnet, wobei ¥, die relative
Ausstromgeschwindigkeit der Gase beziiglich der Rakete darstellt. Wenn
wir in Bild 37 den Einheitsvektor in Richtung der Geschwindigkeit ¥ mit
dem Symbol g bezeichnen, dann finden wir

i
-

P P =l g
und wir konnen so GL (2) auf eine skalare Beziechung bringen gemiB Bild 37

w=—", ®)
m
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58.

Durch Integration von Gl. (3) finden wir

v=—uInm+ C.

Den Wert der Integrationskonstante C ermitteln wir aus den Anfangsbedingungen. Zur
Zeit t = 0 war die Geschwindigkeit der Rakete gleich Null, d. h. » = 0, und die
Raketenmasse hatte die GroBBe m = my. Nach Einsetzen dieser Werte in Gl. (3) er-
halten wir '

0= —v.lnmy +C, C=v.Inmg,
so daB wir GI. (3) folgendermaBen schreiben konnen:

mo
v=uovIn—.
m

Fiir den Endwert der Raketengeschwindigkeit v, gilt dann nach Verbrauch des ge-
samten Treibstoffs

ve =0 In @ ’ @

me

wobei m, die Leermasse der Rakete ist. Fiir die gesuchte Masse des insgesamt not-
wendigen Treibstoffs gilt offenbar my, = mo, — m,. Die Startmasse mo kann aus Gl. (4)
ermittelt werden

o [
mo = m; exp |—|,

Ur

so daB gilt

Ve
mo = mg (exp [-v—] — 1) .

Nach Einsetzen der vorgegebenen GroBen finden wir

myg: = 100 kg (exp [7;9} — 1) =

= 100 kg - 12,92 = 1292 kg. a

Eine abgewinkelte Stange mit einem |_-Profil (Bild 38), deren
Schenkel die Liange a = 0,3 m und b = 0,15 m haben und aus
dem gleichen Material bestehen, ist im Endpunkt des einen Schen-
kels so gelagert, daB3 sie sich um eine waagerechte Achse drehen
kann, die senkrecht auf der durch die Schenkel der Stange definier-
ten Ebene steht und durch den Aufhidngepunkt verlduft. Bestim-
men Sie den Winkel, der in der Gleichgewichtsstellung vom
Schenkel a und der Vertikalen eingeschlossen wird. Bild 38
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Losung

Die Gleichgewichtsbedingungen erfordern, daf3

a) die Vektorsumme aller auf den Korper wirkenden Kréfte gleich Null ist und
b) die Vektorsumme der Momente aller Kréfte beziiglich eines beliebigen Punktes gleich
Null ist.
Die Bedingung (a) ist dann erfiillt, wenn das Gewicht der Stange durch ihre Aufhingung
im Punkt O kompensiert ist. Die Bedingung (b) wird dann erfiillt, wenn der Schwer-
punkt, der Angriffspunkt des Korpergewichts, auf einer durch den Aufhidngepunkt
gehenden Vertikalen liegt. Dann ist ndmlich auch die Vektorsumme der Momente aller
Krifte (des Gewichts der Stange und des Widerstands der Befestigung), z. B. bezogen
auf den Aufhidngepunkt O, gleich Null. Wenn wir die Schwerpunktkoordinaten in
einem Koordinatensystem, das aus den Schenkeln der Stange gebildet wird, mit den
Symbolen xs und yg bezeichnen, finden wir

Xs

tan<p=a 7 H
- Js

es gilt aber die Proportion

AS:SB=b:a
und ferner

ASsing: SBsing = b:a
oder auch

Xs: (% —xs) =b:a,
woraus folgt
b2
Xg = ErET
Vollig analog konnen wir schreiben

AScosp:SBcosp =b:a

oder

(% —ys):ys =b:a,
woraus wir finden

a2

Vs = CYCEN ) @+Db .

Es hat sich somit ergeben
b2
2(a + b) b?
tan ¢ = - e = 72 0,125,

2(a + b
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also ist der Winkel
p=7°10".

59. Berechnen Sie das Trégheitsmoment einer homogenen Stange der Lédnge / und der
Masse m beziiglich einer senkrecht zu ihr stehenden Achse, die a) durch den Endpunkt
der Stange und b) durch ihren Mittelpunkt geht.

Losung

a) Fiir das Trigheitsmoment der Stange beziiglich der Achse O (Bild 39) kdnnen wir
schreiben

— [ ='L’f: =§[£]’=L 2
J fxdm loxdx 7131, 3ml,

b) entsprechend dem STEINERschen Satz

1
J=Js+zmlz

(Js Tragheitsmoment der Stange, bezogen auf die Schwerpunktachse) kann Jg durch die
folgende Beziehung ausgedriickt werden:

1 1 1 1
= —_— 2 —_— 2 __ 2 —_ — 2
Js=J 4ml 3ml 4ml 12ml
|0 !0’(
L |
al
=
Bild 39 Bild 40

60. Bestimmen Sie das Trigheitsmoment einer homogenen kreisférmigen Platte der Masse
m = 2 kg und des Radius » = 0,1 m in bezug auf eine senkrecht zur Plattenebene ge~
richtete Mittelpunktsachse.

Losung

Wenn wir als Massenelement dm ein kreisringférmiges Element der Platte mit der
Breite dx wihlen, dann kann wie in Bild 40 fiir das Trigheitsmoment geschrieben
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werden:
r

r
2
J=fx2dm= x2,12rrxdx=—”ifx3dx=
nr? r?
0
2m [x“]' 1 1

— a2 —
—ZZ = mr

pa— . -2 2=' 2
. . 2 2 2kg- 102 m 0,01 kg m?.

61. Bestimmen Sie die Trigheitsmomente eines homogenen Prismas der Masse m in bezug
auf die drei senkrecht auf den Fldchen stehenden Mittelpunktsachsen. Die Kanten-
ldngen seien a, b, c.

Losung

GemiB dem in Bild 41 dargestellten Bezugssysfem und den dort verwendeten Bezeich-
nungen ergibt sich das Trigheitsmoment beziiglich der x-Achse durch die Bezichung

+ c b

N

+

N

~

m
J,=ju2dm=a

—

2 7
0* + ) dydz = 4 ;icff<yz+22)dydz=
o 0

e e
2 2
;b3 2 be  b*] 1
pu— ﬁ —_— —_.z = T— —c -——c = =— 2 2
=% % [24+ 2] 4bc[48 48] e+,
g L

da das Massenelement dm = (m/abc) a dy dz und u? = y? + z2 ist. Es ist offenkundig,
daB wir fiir die Tragheitsmomente des Prismas beziiglich der y- und z-Achsen ganz
analoge Beziehungen erhalten in der Form

1
Jy = 1—12 m@®+c?;, J,= - m(a? + b?).

Bild 41 - Bild 42






















































































































































































































































































































































