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Vorwort

Aus dem Vorwort  des slowakischen Originals

Im vorliegenden Buch wird an Hand von gelösten Beispielen und Aufgaben mit
Resultatangabe die Anwendung von Gesetzen und Rechenmethoden aus denjenigen
Bereichen der Physik erläutert, die den wesentlichen Inhalt der Kursvorlesung „Ex-
perimentalphysik“ an Technischen Hochschulen ausmachen. Obwohl das Buch in
erster Linie als Lehrmittel für Studierende technischer Disziplinen gedacht ist, wird es
aber auch den an naturwissenschaftlichen Fakultäten immatrikulierten Hörern der
ersten Studienjahre gute Dienste leisten. Es soll zur Verringerung der Schwierigkeiten
beitragen, denen die Studierenden bekanntermaßen bei der Anwendung physikalischer
Gesetze auf konkrete Beispiele begegnen.
Den einzelnen, in sich geschlossenen Teilen vorangestellt, faßten wir jeweils in Form
einer Einleitung die Definitionen der physikalischen Größen, Gesetze und Lehrsätze
zusammen, die sich auf den Lehrstoff des zugeordneten Teils beziehen, um dem Leser
bei der Bearbeitung der Beispiele die Möglichkeit zu geben, den Inhalt der erforder-
lichen Größen und Beziehungen unmittelbar zu rekapitulieren, ohne dabei andere
Bücher konsultieren zu müssen. Dennoch besteht wohl kein Zweifel daran, daß vor
der Lektüre dieses Werkes oder parallel dazu das Studium eines Lehrbuchs der
Physik erfolgen muß.

Vorwort  der deutschsprachigen Ausgabe

Die Physik ist eine der wichtigsten Grundwissenschaften für die Ausbildung und
Arbeit des Ingenieurs. Als eine für die moderne Technik wesensbestimmende Natur-
wissenschaft durchläuft sie - zusammen mit der von ihr erfaßten und durchsetzten
Technik - einen tiefgreifenden und komplizierten Entwicklungsprozeß. Der Ingenieur
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in erster Linie - aber auch der Naturwissenschaftler, der aus der Praxis erwachsende
Probleme mit spezifisch physikalischen Mitteln und Methoden in Angriff nimmt,
benötigt in hohem Maße die Fähigkeit, allgemeine Erkenntnisse und Prinzipien von
Fall zu Fall auf ganz konkrete Sachverhalte anwenden zu können. Erfahrungsgemäß
aber bereitet gerade diese Aufgabe dem Studierenden und nicht minder dem jungen
Absolventen technischer und naturwissenschaftlicher Fakultäten besondere Schwierig-
keiten, während die allgemeinen Prinzipien an sich, in ihrer naturgesetzlich fixierten
Allgemeingültigkeit, durchweg zum lückenlos reproduzierbaren Wissensinhalt ge-
hören.
Die vorliegende Sammlung von Beispielen und Aufgaben erscheint geeignet, wesent-
lich zur Behebung dieser Schwierigkeit, allgemeine Prinzipien konkret anwenden zu
können, beizutragen. Vom Studierenden in Verbindung mit einem Lehrbuch und der
Vorlesung benutzt, sollen die Bücher „Physik in Beispielen“ Mittler und Wegweiser
zwischen den „reinen Höhen“ der Theorie und den mühsam, aber unumgänglich
notwendig zu beherrschenden Ebenen der wissenschaftlichen Praxis sein.
Der deutschsprachigen Ausgabe liegt die 2. Auflage des slowakischen Originals zu-
grunde. Entsprechend den lUPAP-Regeln wurden gegenüber dem Original Ände-
rungen der Größen und Einheiten vorgenommen. Die zu den einzelnen Aufgaben
angegebenen Resultate entsprechen von Fall zu Fall den mit Schul-Logarithmentafeln
oder Rechenstab erzielbaren Genauigkeitsansprüchen. Für die neue Ausgabe wurden
alle Rechnungen weitestgehend auf SI-Einheiten umgestellt, deren umfassende An-
wendung sich mehr und mehr durchsetzt. Lediglich in einigen Aufgabenstellungen
und Zwischenergebnissen wurden alte, noch gebräuchliche Einheiten (z. B. kp, atm,
Torr, cal) beibehalten, so daß das für die Übergangszeit nötige Umrechnen geübt
werden kann.
Einem vielfach geäußerten Wunsch entsprechend, wurde die bisherige einbändige
Ausgabe in zwei selbständige Teile zerlegt. Der Band „Mechanik und Wärmelehre“
enthält die Abschnitte 1. und 2. der früheren Fassung. Die restlichen Abschnitte er-
scheinen unter dem Titel „Elektrik, Optik, Quantentheorie“ unabhängig von diesem
Buch in einem weiteren Band.

Bearbeiter und Verlag
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1. Mechanik

1.1. Kinematik  des Massenpunktes

Der Ortsvektor r eines Raumpunktes kann in bezug auf den Anfangspunkt eines
rechtwinkligen Koordinatensystems mittels der rechtwinkligen Koordinaten des oben-
genannten Raumpunktes durch folgende Beziehung ausgedrückt werden:

r = xi + yj + zfc, \r\ = r = y/x2 + y 2 + z 2 (1)

(z, j, k Einheitsvektoren in Richtung der zugehörigen Koordinatenachsen).
Die Geschwindigkeit des in Bewegung begriffenen Punktes wird durch die Beziehung

dr
v = —

dz

definiert. Unter Bezugnahme auf Gl. (1) für den Ortsvektor kann man schreiben:

-> _ + dx _ dy * dz -v = vx i + vy j + v2k = ----  1 d ------ j d -----  k ,
dz dz dz

d. h.,

Wenn die Geschwindigkeitskoordinaten vx , vy und vz gegeben sind, läßt sich der ab-
solute Wert für die Geschwindigkeit ermitteln aus

v = y/ vx + Vy + vz . (2)

Die Geschwindigkeitsrichtung bestimmen wir mittels der Winkel oc, ß und y, die die
Geschwindigkeitsrichtung mit den Richtungen der einzelnen Koordinatenachsen x, y
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und z bildet. Für diese gelten die Beziehungen

Vx o v y
cos <% = —— �v�v . �v�v�v ------ , cos p = — ----- ---------

/ 2 2 2 ' 2 2 2 j
'N  V x + Vy + Vz V Vx + Vy + Vz

(3)
cos y = — �v - Vz .

/ 2 2 2
V Vx + Vy + Vz

Die Beschleunigung des sich bewegenden Punktes wird durch die Beziehung

dr d 2 r
a = — = -----

At At 2

definiert. Weiterhin gilt:
_ Avx ~ dr v , Avz ra = axi + ay j + az k = ----- 1 H ------ j H ------- k =

At dz dZ

A2 x _ d 2 j/ + d 2 z r= ------ 1 H-------- j H ------- k ,
dz 2 dz 2 dz 2

d. h.,
Avx A 2 x Avy A2 y Avz A 2 z

ax — , ö-u ~~ , az ~~ “ ~ •
dZ dZ 2 dZ dZ 2 dZ At 2

Für den Zusammenhang zwischen den Beschleunigungskoordinaten ax , ay und az und
dem absoluten Wert der Beschleunigung sowie für die Winkel, die die Beschleunigungs-
richtung mit den Richtungen der Koordinatenachsen bildet, gelten analoge Bezie-
hungen wie die Gin. (2) u. (3).
Bei einer geradlinigen Bewegung kann für den Betrag der Geschwindigkeit und den
der Beschleunigung folgendes geschrieben werden:

ds dr d 2 s
v = — . a = — = ----- ,

dz dz dz 2

wobei s die Weglänge der Bewegung ist.
Eine gleichförmig geradlinige Bewegung ist durch eine konstante Geschwindigkeit ge-
kennzeichnet. Daher gilt

v = const, a = — = 0 ,  s = f vAt = vt + s09
At J

wobei $0 die Länge des zur Zeit Z = 0 bereits durchlaufenen Weges darstellt. Allgemein
wählen wir den Anfangspunkt für die Bahnmessung an der Stelle, an der sich der
Punkt zur Zeit Z = 0 befand. Dann gilt s0 = 0 .
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Eine gleichförmig beschleunigte geradlinige Bewegung ist durch eine konstante Be-
schleunigung gekennzeichnet. Daher ist

a = const, v = / ad t  = at + v Q ,

(at + v Q ) dz = — at 2 + v o t + s0 ,s

wobei s0 die gleiche Bedeutung annimmt wie oben und v 0 die sogenannte Anfangsge-
schwindigkeit darstellt, d. h. den Geschwindigkeitswert des Punktes zur Zeit t = 0.
Wenn a = const, jedoch a < 0 ist, dann handelt es sich um eine gleichförmig ver-
zögerte geradlinige Bewegung.
Spezielle Fälle einer gleichförmig beschleunigten geradlinigen Bewegung sind der
freie Fall, der senkrechte Wurf  nach oben und der senkrechte Wurf  nach unten:
Freier Fall

a = g, v0 = 0, v = gt, s = — gt 2
2

Senkrechter Wurf nach oben

a = -g ,  v Q 4= 0 ,  v = v 0 - gt ,  s = vo t - — gt 2
2

Senkrechter Wurf nach unten

a = g ,  Vq 4= 0 ,  v = v 0 + gt ,  s = v o t + — gt 2
2

Bei einer allgemeinen geradlinigen Bewegung ist die Beschleunigung nicht konstant,
sondern eine Zeitfunktion. Es gilt also

a = a(t), v = J a(t) dt ,  s = J* (J* a(t) dzj d/ .

Die Bewegung eines Massenpunktes, die wir als schiefen Wurf  bezeichnen, ist gleich-
falls durch eine konstante Beschleunigung
a = g gekennzeichnet, jedoch fallen die Be-
schleunigung g und die Anfangsgeschwindigkeit
Vq zum Unterschied von einer gleichförmig
beschleunigten geradlinigen Bewegung nicht in
die gleiche Gerade. Wenn der schiefe Wurf
sich in einer x,y-Ebene vollzieht, und zwar
so, daß die Anfangsgeschwindigkeit r 0 mit der
x-Achse den Winkel <p bildet (Bild 1), dann
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gelten die Beziehungen

= - - -  = 0,
dt

dx
vx = — = vOx

dt

dvy
a y = ~~T~ = -s ;dt

dy
= vQ cos  (p, vy = ---- = — gt + v Oy = — gt + v 0 sin 99;

dz
1 2y = v ot  SII199 - ygZ 2 .x = v Q cos  99,

Bei einer krummlinigen Bewegung ist es üblich, die Beschleunigung des Punktes in
eine Tangentialkomponente (Berührungskomponente) und in eine Normalkomponente
(Zentripetalkomponente) zu zerlegen. Dabei gilt

- -+ dv v 2a = at + aQ = — t  - - -  Q ,
dZ r

wobei f der Einheitsvektor in Richtung der Tangente ist und q der Einheitsvektor,
der in Richtung der Normalen zur Bewegungsbahn am gegebenen Ort fällt und vom
Krümmungsmittelpunkt zum gegebenen Ort gerichtet ist; r ist der Krümmungsradius
der Bahn im gegebenen Punkt. Für die einzelnen Beschleunigungskomponenten und
die Gesamtbeschleunigung gilt also

dv v 2 /- ------2 / /d r \  2 v4

6z t ------  , an ------  , a — v a t + an — 1 — 1 H------ .
dt r N \ dt J r 2

Winkelgeschwindigkeit und Winkelbeschleunigung eines in Bewegung begriffenen
Punktes werden durch folgende Beziehungen definiert:

_ d(2 dco d 2Q9
a> = —— ; a = -— = — — ,

dt dt dt 2

wobei (? der Vektor ist, dessen Wert dürch die Größe des vom zugehörigen Ortsvektor
eines in Bewegung begriffenen Punktes beschriebenen Winkels gegeben ist. Der Vektor
steht senkrecht auf der Winkelebene. Als positiv gilt die Richtung, von der aus die
positive Drehung des Winkels gegen den Uhrzeigersinn gesehen wird. Wenn es sich
um eine krummlinige Bewegung handelt, kann man schreiben

d(p dco d 2 Q9
cd = —— ; oc = ---- = — — .

dz dz dz  2

In einem solchen Beispiel fallen die Vektoren $, ö>, d in eine gleiche Gerade, die
senkrecht auf der Bewegungsebene steht.
Die Winkelgeschwindigkeit hängt mit der Umfangsgeschwindigkeit eines in Bewegung
begriffenen Punktes gemäß folgender Beziehung zusammen:

v = rcj
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(r Krümmungsradius). Aus der angeführten Beziehung für eine ebene krummlinige
Bewegung folgt weiter:

a t = roc.

Für den Wert der Umfangsgeschwindigkeit kann auch bei einer krummlinigen Be-
wegung die Beziehung v = ds/dt geschrieben werden, wobei s die Bahnlänge be-
deutet.
Ein Spezialfall der krummlinigen Bewegung ist die Bewegung auf einer Kreisbahn.
Die gleichförmige, eine Kreisbahn beschreibende Bewegung ist durch konstante
Winkelgeschwindigkeit gekennzeichnet. Für sie gilt

dco r
co — const, oc = ---- = 0 ,  cp = / cd dt = cot + (p 0 ,

dt J

wobei (p 0 der Winkel ist, den der Ortsvektor des sich bewegenden Punktes - bezogen
auf den Kreismittelpunkt - zur Zeit t = 0 mit einer bestimmten, als Basis gewählten
Richtung des Ortsvektors bildet. Allgemein wird cp Q = 0 gewählt.
Als Periodendauer T einer gleichförmigen Bewegung auf einer Kreisbahn bezeichnen
wir die Zeitspanne, in der ein Punkt die Kreisbahn einmal durchläuft. Es gilt für diese

_ 2nr 2nr 2k
T = ----- = — = ---- .

v rat a>

Die Frequenz f einer Bewegung stellt die Anzahl der Umläufe in der Zeiteinheit dar:

/= -  = — .
T 2k

Die gleichförmig beschleunigte Bewegung auf einer Kreisbahn ist durch eine konstante
Winkelbeschleunigung gekennzeichnet. Daher findet man

oc = const, co = J oc dt = oct 4- co o ,

(p = CO dt = (oct + 00 q) dt = y oct 2 + co o Z + <p 0 ,

wobei cpo eine analoge Bedeutung wie oben annimmt und co o die Winkelgeschwindig-
keit zur Zeit t = 0 darstellt.
Im Falle, daß oc = const, jedoch < 0 ist, handelt es sich um eine gleichförmig ver-
zögerte Bewegung, die eine Kreisbahn beschreibt.
Wir setzen die Bewegung eines Punktes in Relation zu zwei Bezugssystemen S und 5',
wobei das System S' hinsichtlich des Systems S eine fortschreitende Bewegung mit
der Geschwindigkeit v* und der Beschleunigung 3* sowie eine Drehbewegung mit der
Winkelgeschwindigkeit co und der Winkelbeschleunigung oc vollführt. Danach ist die



14 1. Mechanik

Beziehung zwischen der Geschwindigkeit v bzw. der Beschleunigung a des Punktes in
bezug auf das System S und der Geschwindigkeit v' bzw. der Beschleunigung a' des
Punktes hinsichtlich des Systems S' wie folgt gegeben:

v = r *  + co x r' + v' ,

a = a*  + co x (co x f') + 2 (co x i;') + a x r '  + a ' ,

wobei r ' der Ortsvektor des in Bewegung begriffenen Punktes in Hinsicht auf einen
Bezugspunkt des Systems S' ist. Die Geschwindigkeit v bzw. die Beschleunigung a
bezeichnen wir als absolut, während die Geschwindigkeit v' bzw. die Beschleunigung a,
als relativ bezeichnet werden.
Unter der Flächengeschwindigkeit einer Bewegung verstehen wir den Vektor

-> 1 -> ->p = — r x v ,
2

dessen absoluter Betrag zahlenmäßig der Fläche gleichkommt, die vom Ortsvektor r
eines Punktes in der Zeiteinheit gebildet wird. Wenn r ± v und der Anfangspunkt
des Vektors r im Krümmungsmittelpunkt an einer gegebenen Stelle liegt, dann gilt

... 1 2|p |  = —r 2 a>.
2

B Beispiele 1 )

1. Eine Strecke AB konstanter Länge wird so bewegt, daß ihre beiden Endpunkte A
bzw. B entlang der y-Achse bzw. x-Achse eines bestimmten rechtwinkligen Koordinaten-
systems gleiten (Bild 2). Es ist festzustellen, welche Bahn bei dieser Bewegung der be-
liebig gewählte, auf der Strecke AB liegende Punkt M beschreibt.

Lösung

Bei der gemäß Bild 2 vorgesehenen Bezeichnung
kann man schreiben

x = acos<?, y = £>sin<?
oder

x y
— — cos <p, — = sin <p.
a b

9 Die numerischen Rechnungen wurden, soweit erforderlich, mittels Logarithmentafel aus-
geführt
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Durch Potenzieren beider Gleichungen und durch Addieren erhalten wir

Der Punkt M bewegt sich längs einer Ellipse mit den Halbachsen a und b.

2. Die Bewegung eines Punktes sei durch die Gleichungen

x — a (ekt + y = a (ekt — e~ kt )

bestimmt, wobei a und k Konstanten darstellen. Es ist die Gleichung der Bewegungs-
bahn zu ermitteln und der Geschwindigkeits- sowie Beschleunigungswert des Punktes
als Funktion des absoluten Wertes vom Ortsvektor des Punktes auszudrücken.

Lösung

Die Gleichungen, die die Bewegung des Punktes bestimmen, können in folgender Form
geschrieben werden:

x = a (ekt 4- e_ftt ) = 2a cosh kt 9

y — a (ekt  — e“ fct) = 2a sinh kt.

Durch Potenzieren beider Gleichungen und durch Subtraktion erhalten wir
X 2 y2 = 4 a 2 9 (1)

da cosh2 kt — sinh 2 kt = 1 . Aus Gl. (1) ergibt sich, daß die Bahn des Punktes eine
Hyperbel darstellt. Für den Geschwindigkeits- und Beschleunigungswert gilt

/ /djc\ 2 /j v \2 _________________________________
v = \ — ) + ( — ) = Va2k 2 (ekt — e~kt ) 2 + a2k 2 (skt 4- Q~kt ) 2 =

= kVx2 4- y2 = kr 9

3. Die Bewegung eines Punktes ist in Polarkoordinaten durch die Gleichungen r = Aekt und
<p — kt gegeben, wobei A und k Konstanten sind. Es ist die Gleichung der Bewegungs-
bahn zu finden; Geschwindigkeit, Beschleunigung und Krümmungsradius der Bahn
sind als Funktion der Polarkoordinate r auszudrücken.

Lösung

In Polarkoordinaten lautet die Bahngleichung r = Ae , was die Gleichung der logarith-
mischen Spirale darstellt. Für die Geschwindigkeit bzw. die Beschleunigung gilt
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Wenn x = r cos (p und y = r sin <p ist, wobei r und (p gemäß der angegebenen Beziehung
zeitabhängig sind, dann gilt

cos 2 (p + ( — I sin 2 <p + r 2 sin2 <p I — ) + r 2 cos2 <p
\d f /  \dz/

dr dg? . dr dg? .
— 2r — — sm <p cos v + 2r —- — sm <p cos <p —

dt dt dt dt

= y/ ?l 2&4e2fct + 4?l 2&4e2fct + r 2£4 — 2rAk*s kt  — y/ 4k*r 2 = 2k2 r.

d<p
Der Krümmungsradius R kann aus der Beziehung v = R — bestimmt werden, so daß
sich ergibt

R = kr — r / l .
k —-—

4. Ein Zug fährt mit einer Geschwindigkeit von 72kmh-1  . Durch Einsatz der -Bremsen
kann der Zug innerhalb 2 min zum Halten gebracht werden. Unter der Voraussetzung,
daß die Bewegung des Zuges während der Bremsung gleichförmig verzögert ist, ist die
Entfernung desjenigen Ortes von der angesteuerten Bahnstation zu errechnen, an dem
die Bremsen betätigt werden müssen.

Lösung

Für Geschwindigkeit und Weg einer gleichförmig beschleunigten Bewegung gelten die
Beziehungen

v = vq + at ,  s = v Q t + — at 2 .

Nach Ablauf der Zeit t = 2 min soll die Geschwindigkeit v = 0 sein, damit wird

vQ 72kmh -1  1 _
a = ----- - -  -------— : ----- = — -ms - .

t 2 mm 6

Während des Bremsvorgangs legt der Zug bis zum Halten den Weg zurück

s = 72 km h“  1 • 2 min — 4 • 4- m s -2  • 22 min2 = 1200 m = 1,2 km.
2 6 - -  -------

Demnach müssen die Bremsen bereits in einer Entfernung von 1,2 km vor der Station
in Betrieb gesetzt werden.
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5. Eine Straßenbahn setzt sich mit der Beschleunigung a = 0,3 m s -2  in Bewegung. Welche
Zeit benötigt sie für das Passieren des ersten Meters ihrer Bahn? In welcher Zeit durch-
fährt sie den zehnten Meter, und wie groß ist ihre Fahrgeschwindigkeit am Ende des
zehnten Bahnmeters?

Lösung

Für die Geschwindigkeit und die Strecke, die von der Straßenbahn durchfahren wird,
gelten die Beziehungen

1 2v = at; s = — a t .
2

Für die Zeit, welche die Straßenbahn für ihren ersten Meter benötigt, gilt

/~2s[ / 2m _
~ NT ~ N 0,3 ms- 2 -

Die Zeit /*, während der sie den zehnten Meter ihrer Bahn durchfährt, ermitteln wir
aus den Beziehungen

1 2 1 2s9 ----2 ----2 a 10

t* = t - t  = Z 2510 /? = / 20m / 18m

10 9 V a y a V 0,3 ms-2 V 0,3 ms-2

= (8,15 - 7,75) s = 0,4 s .

Am Ende des zehnten Meters hat die Straßenbahn die Geschwindigkeit

üio = at 1Q = 0,3 m s" 2 • 8,15 s = 2,45 m s -1  .

6. Ein Körper werde vom Erdboden aus mit der Geschwindigkeit vQ = 4,9 ms-1 senkrecht
aufwärts geworfen. Gleichzeitig beginnt aus der Höhe, die dieser Körper maximal er-
reicht, ein anderer mit der gleichen Anfangsgeschwindigkeit v0 senkrecht nach unten
zu fallen. Es ist die Zeit t* zu bestimmen, zu der beide Körper einander begegnen, des-
gleichen die Entfernung h von der Erdoberfläche sowie die Ge-
schwindigkeiten vf und r? beider Körper im Moment ihres Zu-
sammentreffens. Der Luftwiderstand wird vernachlässigt.

Lösung

Für den Körper 1 (Bild 3), der aufwärts geworfen wurde, gelten
die Beziehungen

1 2St = vo t — — gt 2 ; = v Q — gt.

Seine maximale Höhe erreicht er in der Zeit tm. Hier ist seine
Geschwindigkeit = 0 ,  d h., tm = vQ /g. Seine Maximalhöhe

2 Hajko, Mechanik
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beträgt
_ »o _ 1 vS _ J_Vo

™ ~ g 2 S g 2 ~ 2 g '

Für den senkrecht abwärts fallenden Körper 2 gelten die Beziehungen

1 ,
s2 = vo t + — gt 2 ; v 2 = v0 + gt.

Für den Moment des Zusammentreffens finden wir

1 1 r 2

Si +82 = hm , d. h., vo t* — — gt* 2 + vo t* + — gt* 2 = ,2 2 2

so daß wir für die Zeit t* bis zum Treffen beider Körper den Wert

v0 4,9 ms -1

t* = — - -  ------------------ = 0,125 s
4g 4 • 9,81 m s -2  --------

erhalten. Für die Höhe h des Zusammentreffens sowie für die hier geltenden Geschwin-
digkeiten r*  und erhalten wir durch Einsetzen des Wertes von /�‡ in die entsprechenden
Beziehungen

4?
___1_ vj _ 7rg

2 g 16g 2 ~ 32g

Vo 3c0 1 Ä , v » 5v 0- = — - = 3,67 ms -1  ; vt = vQ 4- — = = 6,12 ms 1 .
4 4 4 4 --------------

7. Ein Körper bewegt sich im luftleeren Raum frei fallend aus der Höhe h = 245 m.
Teilen Sie diese Fallstrecke in n = 5 Teilstrecken, und zwar so, daß die Fallzeit des
Körpers für jede dieser Teilstrecken gleich groß ist.

7 • 4,9 2 m2 s -2

32 - 9 ,81  ms— “

v * = v0 -

Lösung

Wir halten folgendes fest: h = Xi 4- x 2 + ••• -F xn . Wenn wir die Fallzeit, die für alle
Teilabschnitte gleich groß ist, mit dem Zeichen t0 angeben, so finden wir

Xi = - -gtoi x t + x 2 = y (2ZO )
2 ;

h = Xi + x 2 +••• + x„ = y g(nto) 2 .

Für t0 gilt dann

, 2h 1

g n 2

so daß sich ergibt:
1 2 h

2n - 1
•••; xn = — —n2

3h
x2 = y (2r0 ) 2 - Xr = h

n

h .
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Für h — 245 m und n = 5 erhalten wir also

245 m 3-245 m
— -5 - = 9,8 m;  x 2 = — —— = 29,4 m;

25*1 =

x3 = 49,0 m;  x 4 = 68,6 m;  x5 = 88,2 m.

8. Ein Massenpunkt führt eine geradlinige Bewegung so aus, daß seine Beschleunigung mit
der Zeit gleichförmig anwächst und während der ersten 10 Sekunden der Bewegung vom
Nullwert auf den Wert 5 m s-2 steigt. Wie groß ist die Geschwindigkeit des Massen-
punktes nach Ablauf von 10 s, und welche Strecke legt er in dieser Zeit zurück, wenn er
sich zur Zeit t = 0 in Ruhe befand?

Lösung

Für die Abhängigkeit der Beschleunigung von der Zeit kann geschrieben werden:

a 10 5ms 2 ,
a = kt ,  k = — = —— ---- = 0,5 m s 3

Zi 0  10 s

Demnach erhalten wir für Geschwindigkeit und Weglänge :

a(t) dz = f kt dz = -i- kt 2 \

f 10 = *  0,5 m s“ 3 • 10 2 s 2 = 25 m s -1  ;

4- kt 2 dz = kt 3 ;2 6

io = -2" • 0,5 m s -3  • 10 3 s 3 = 83,33 m.
6 ----------

9. Eine Granate verlasse das Kanonenrohr mit der Mündungsgeschwindigkeit
vQ = 1000 ms -1  unter einem Abschußwinkel von <p0 = 55°. Unter Vernachlässigung
von Luftwiderstand und Erdkrümmung ist die theoretische Schußweite und die maximale
Schußhöhe zu bestimmen.

Lösung

Für die Koordinaten eines bestimmten Punktes der Geschoßbahn gelten wie beim
schiefen Wurf die Beziehungen

1 2x = v Q cos <p0 ; J’ = vo t sm (p 0 ----— ’

2*



20 1. Mechanik

Im Punkt B (Bild 4) ist die -Komponente der Geschwindigkeit gleich Null, so daß ge-
schrieben werden kann

dy .
— = v0 sm (p0 — gt = 0 .
df

Für die Zeit t, in der die Granate den Punkt B erreicht, gilt

_ v0 sin <po

g
so daß sich ergibt:

v0 sin (p0 , 1 Vq sin 2 <p0 sin 2 (p0 „  , . ,
------------ sm <p0 - — g ------------ = ------ ------ = 34,1 km.

g 2 g 2 2g ----------
Dieser Wert stellt die von der Granate theoretisch erreichbare Maximalhöhe dar.
Im Punkt C ist y = 0 . Diesen Punkt erreicht die Granate nach einer Zeit, für welche gilt :

1 , 2y0 sin <p0vo t sm (p0 — — gt2 = 0 ;  t = ------------
2 g

Die zweite Wurzel von Gl. (1) t = 0 gilt für den Abschußort, an dem ja gleichfalls
y = 0 ist. Für die Schußweite d erhalten wir dann

2üo sin?>o rgsin2<p0d = v 0 ------------ cos (p 0 = ------------ = 95,7 km.

Jmax = VQ

(1)

g g

Bild 5

10. Artilleristen erkennen ein Objekt A in gerader Luftlinienentfernung d = 5000 m unter
einem Horizontwinkel ß = 60°. Wie groß muß der Abschußwinkel <p0 bei einer
Mündungsgeschwindigkeit v0 = 300 ms -1  sein, damit das Objekt getroffen wird, wenn
dieses gleichzeitig mit dem Abschuß frei zu fallen beginnt? Der Luftwiderstand werde
vernachlässigt.

Lösung

Diese Aufgabe ist leicht zu lösen, wenn wir daran denken, daß im Moment des Zu-
sammentreffens die Koordinaten von Schuß und Objekt zusammenfallen müssen
(Bild 5). Für die Schußkoordinaten gelten die Beziehungen

1 2x = vo t cos 9?o, y = vQ t sm <p0 — y gt •
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Die Objektkoordinaten wiederum erfüllen die Beziehungen

x' = d cos ß 9 y' = Jsin ß — y gt 2 .

Im Moment des Zusammentreffens muß demnach gelten

vo t cos (pQ = d cos ß;

v o t sin <p0 — y gt 2 = Jsin ß ----~ gt2 .

Nach Dividieren der zweiten Gleichung durch die erste er-
halten wir

tan (p0 = tan ß, also <p0 = ß = 60°.

Der Abschußwinkel muß also ebenfalls 60° betragen.
Bild 6

11. Ein Flugzeug A fliegt in einer Höhe h = 4000 m mit einer Horizontalgeschwindigkeit
v = 500 km fr"  1 . In welcher waagerecht gemessenen Entfernung xQ (Bild 6) vom Punkt B
muß ein beliebiger Körper aus dem Flugzeug abgeworfen werden, damit er im freien
Fall in B auftrifft? Der Luftwiderstand wird vernachlässigt.

Lösung

Der aus dem Flugzeug abgeworfene frei fallende Körper vollführt, bezogen auf die
Erdoberfläche, eine Bewegung von der Art des horizontalen Wurfes mit einer Anfangs-
geschwindigkeit, die der Flugzeuggeschwindigkeit im Moment des Abwurfs entspricht.
Für die Lage des Körpers in jedem beliebigen Moment gilt dann

1 2x = vt'9 y = —gt2 .

Die Bedingung dafür, daß der Körper im Punkt B auftrifft, kann durch folgende Glei-
chungen ausgedrückt werden:

, 1 ,
xQ = vt0 ; h = — gt 9

für die gesuchte Größe xQ erhalten wir daraus

8000 m
9,81 m s” 2

2h 5 • 10 5 m
g “ 3,6 • 10 3 s

= 3967 m.xQ = v

12. Ein mit der Anfangsgeschwindigkeit v0 unter
dem Abschußwinkel <p hochgeworfener Massen-
punkt vollführt im luftleeren Raum eine Bewegung
in Form einer Parabel (Bild 7), deren Parameter-
darstellung durch folgende Gleichungen gegeben
ist:

1 ,x = vo t cos <p; y = vo t sm (p — — gt2 .
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Es sind die Größen Geschwindigkeit, Tangential- und Normalbeschleunigung zu er-
mitteln, durch welche die Bewegung des Massenpunkts an einem beliebigen Ort seiner
Bahn ausgezeichnet ist.

Lösung

Für die Darstellung der Koordinaten und der Geschwindigkeit gelten die Beziehungen

dx dy
vx = — = v Q cos <p; vy = — = vQ sm (p — gt;

at dt

v = y/v2 + v* = Jvq — 2g(vo t sin <p — y = \!v 2 — 2gy.

Die Geschwindigkeit bildet mit den Koordinatenachsen Winkel, für die gilt:

V o COS <p

- 2gy ’

vy v 0 sin (p — gt

~ 2gy y/vl- 2gy

Für die Tangential- und Normalbeschleunigung erhalten wir:

v
cos (y, x) =

cos (v, y) =

»2o ~ 2gy

dr
<k = —

g(yQ sin cp — gt)
v

r 2 \ v / v

g 2 o cos  2 <p gvQ cos <P
= —v 2 = -------5 ; aQ = ------------ .

V V V

13. Ein Körper beginnt sich um eine feste Achse mit der konstanten Winkelbeschleunigung
a = 0,04 s -2  zu drehen. Nach welcher Zeit, vom Beginn der Drehbewegung an ge-
rechnet, bildet die Gesamtbeschleunigung eines beliebigen Punktes des Körpers mit der
Tangentialgeschwindigkeit desselben Punktes einen Winkel
von <p = 76°?

Lösung

Für den Winkel, den die Gesamtbeschleunigung eines be-
stimmten Punktes des rotierenden Körpers mit der Ge-
schwindigkeitsrichtung bildet (Bild 8), gilt

aa reo2 (o 2 a 2 t 2
tan cp = — = — = — = ----- — oct2 ,

at ra oc a
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so daß sich für die Zeit /*, in der die angegebene Bedingung erfüllt wird, ergibt:
ftan?? /tan76° _ / 4,01 __jq s

a V 0,04s -2  V 0,04 s -2  — —

14. Um den Mantel einer Rolle mit dem Radius r, die sich um eine horizontale Achse
drehen kann, ist ein Seil gelegt, an welchem ein Körper hängt (Bild 9). Die Bewegung
des Körpers wird durch die Gleichung s = l / 2 at 2 definiert. Be-
stimmen Sie die Zeitabhängigkeit der Beschleunigung des
Punktes M, der auf dem Rollenumfang liegt.

Lösung

Die Geschwindigkeit des Körpers ist durch die Beziehung

ds
u = — = at

dt

gegeben. Die Geschwindigkeit v des Punktes M hat ebenfalls
den Wert v = at. Für die Tangential- bzw. Normalbeschleuni-
gung des Punktes M gilt somit

di? v 2 a 2 t 2

at ~ — = a\ .
dr R r

Der Wert der Gesamtbeschleunigung des Punktes M ändert sich dann mit der Zeit ent-
sprechend der Beziehung

15. Ein Zug bewegt sich gleichförmig verzögert auf einer Bahn der Länge s = 800 m, die
in Form eines Kreises mit dem Radius r = 800 m gekrümmt ist. Es sind zu bestimmen :
der Wert der Gesamtbeschleunigung eines beliebigen Punktes des Zuges am Anfangs-
und Endpunkt des gekrümmten Streckenabschnitts sowie die Zeit, die der Zug zum
Durchfahren dieser Strecke benötigt. Die Zuggeschwindigkeit am Beginn der Kurven-
strecke sei vQ = 54 km h -1  und am Ende v = 18 km h -1  .

Lösung

Für die Bewegung eines beliebigen Punktes des Zuges gelten die Beziehungen

v = v0 + at t ;  s = vo t + y ax t
2 .

Wenn wir in diese Gleichungen für v, v0 und s die in der Aufgabe gegebenen Werte ein-
setzen, können wir daraus die Zeit /*, in der der Zug den Streckenabschnitt durchfährt,
sowie die Tangentialbeschleunigung at errechnen. Man findet nämlich

V — Vq 1 V — Vq 1 x _
— — =a t ; j = z>o r* + - — — r*  2 = — (y0t* 2 t* 2
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so daß sich ergibt:

* 2 s
= -------- -

Vq + V
1600 m v — Vq

= 72HÖ5 --------- = 80 S ;  ö‘ = — i*~ = -0 ,125  m S •

3,6 -IO3 “ 8-1

Für den Wert der Gesamtbeschleunigung gilt die Gleichung a = a/o? + wobei man
die Normalbeschleunigung am Anfangs- und Endpunkt der Kurvenstrecke aus den
Beziehungen

v 2 v 2
an0 = — bzw. aQ = —

r r

bestimmen kann. Nach Einsetzen der hieraus berechneten Werte in den Ausdruck für
die Gesamtbeschleunigung erhalten wir diese am Anfang und am Ende der Kurven-
strecke zu

üq = 0,308 ms“ 2 ; a = 0,129 m s“ 2 .

16. Ein Rad dreht sich mit der Tourenzahl n = 1500 U min -1  . Durch Einsatz einer Bremse
kann man erreichen, daß seine Drehbewegung in eine gleichförmig verzögerte übergeht
und das Rad nach einer Bremszeit von tQ = 30 s stehenbleibt. Berechnen Sie die
Winkelbeschleunigung a und die Zahl der Umdrehungen, die das Rad vom Beginn des
Bremsvorgangs bis zu seinem Stillstand ausführt.

Lösung

Für den Momentanwert der Winkelgeschwindigkeit gilt die Beziehung

co = cüq + at,

1500
wobei cüq = 2nn = 2k — — = 50 k s .  In der Zeit t = t0 ist offensichtlich w = 0 ,  so
daß sich ergibt s

co o + = 0

und somit gefunden wird

K s -2  = — 5,24 s" 2 .
30 ----- ---------

co o
a --- --------

Der Ortsvektor eines beliebigen Punktes des Rades beschreibt, bezogen auf den Mittel-
punkt, in der Zeit /0 den Winkel

<?o = 60 o o + --- = 1500 7r ---- 7r 900 = 750 k .2 6

Für die Anzahl der in der Zeit tQ ausgeführten Umdrehungen finden wir

_75OZ._  375

2tt 2 k -------
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17. Untersuchen Sie die Bewegung eines Massenpunktes, dessen Ortsvektor entsprechend
der Beziehung r = lA cos bt + JA sin bt von der Zeit abhängt, wobei A = 6 m und
7 1 •b = — s -1  ist.

4

Lösung

Für die Geschwindigkeit gilt die Beziehung

df  31V / _ . TV * tv \ .
v = — = — — i sm — t 4- j cos — /ms,

dr 2 \ 4 J 4 J

womit sich für den absoluten Geschwindigkeitsbetrag ergibt

n l 2 
i 371 iPI = v = / —— ms -1  = — m s -1  .

N 4 2

Also ist der Geschwindigkeitsbetrag konstant.
Die Richtung der Geschwindigkeit kann man für jeden Moment durch den Einheits-
vektor in Geschwindigkeitsrichtung bestimmen, und zwar

_ V ~ . TV . TV
T = — = —i sm — t 4- 7 cos —- 1.

v 4 4

Für die Beschleunigung erhalten wir analog

_ di; 3tc2 / 7v * . tv \
a = — = —— I —z cos — t —j  sm — t ms -2  ,

d/ 8 \ 4 J 4 /

Der Betrag der Gesamtbeschleunigung ist also

l - l  3 7V 2 
2

k*l  = a = -5- m s
o

ebenfalls konstant. Für die Tangential- und Normalbeschleunigung resultiert weiter

du v2 t—--------2 3tt 2

a ‘ == dt =0;  «n = = V« 2 -«?  = 1 -ms- \

Der Krümmungsradius R = r 2/an = 6 m ist also konstant. Da die Komponente des
Ortsvektors zur Z-Achse gleich Null ist, handelt es sich um eine Bewegung in der
X, K-Ebene mit dem konstanten Krümmungsradius R = 6 m. Es ist eine Bewegung auf
einer Kreisbahn. Den vom Ortsvektor f und vom Geschwindigkeitsvektor v gebildeten
Winkel kann man aus den folgenden Relationen bestimmen:

_ rv __ A (1 cos bt + j sin bt) Ab(— 1 sin bt + Jcosbt) _

= —cos bt sin bt 4- cos bt sin bt = 0 .
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Es ist also <p = 90°, d. h., der Geschwindigkeitsvektor ist ständig senkrecht zum Orts-
vektor gerichtet. Da v = coR ist, erhalten wir für die Winkelgeschwindigkeit

377

Für die Umlaufzeit T gilt dann

277
CO

= 8 s .T =

Der Vektor der Winkelgeschwindigkeit ist senkrecht zur Kreisebene gerichtet, auf der
die angegebene Bewegung des Massenpunktes erfolgt. Es gilt also für die Winkel-
geschwindigkeit co = (77/4) s“  1 . Für die Geschwindigkeit gilt auch die Beziehung
v = co x r oder

_ 77 -> /
v = co x r = — k x ( 6z cos

4 \
— t + 6/ sin — 1 1 m s -1  =
4 4 /

l J

= 0 0
77

7
ms -1

77
6 cos —- r,

4
6 sin

77

7 G 0

3t7 77 377 77 \
— cos — t — i — sin — t m s .
2 4 2 4 /

Wir erhalten offenbar den gleichen Ausdruck wie oben.

18. Bestimmen Sie die Periodendauer für die Bewegung eines Körpers, der in zwei schiefen
Ebenen ab- und aufwärts gleitet, die mit der Horizontalen den Winkel <x bzw. ß (Bild 10)
bilden, wenn dieser in der Zeit t = 0 aus der Stellung A freigelassen wird. Reibungs-
verluste sowie Verluste an kinetischer Energie beim Aufprall von einer Ebene auf die
andere bleiben unberücksichtigt.

Lösung

Wir setzen voraus, daß sich der Körper
anfangs im Punkt A in der Höhe h über
der horizontalen Ebene befindet. Zum
Punkt B gelangt der Körper mit der Ge-
schwindigkeit

v0 = 2gh

und bewegt sich längs der Bahn BC mit einer Geschwindigkeit weiter, die sich gemäß
folgender Beziehung mit der Zeit verändert:

v = v0 — at = vQ — gt sin ß.
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Die maximale Höhe im Punkt C erreicht der Körper zur Zeit t r , für welche gilt

vo
sin ß ’

Die Zeit, in der der Körper vom Punkt C nach B zurückkehrt, ist ebenfalls tY , so daß
sich für die Gesamtzeit, in der er sich auf dem Abschnitt BC aufwärts bewegt und wieder
zurückkehrt, ergibt:

Analog gilt für die Gesamtzeit der Bewegung des Körpers auf dem Abschnitt BA und
zurück

T 2 -------; ---- ,
g sm a

so daß die Periodendauer des Körpers auf den angegebenen schiefen Ebenen wie folgt
ermittelt wird:

T==T r =

19. Eine Kurbel OA = r
(Bild 11) dreht sich um
die feste Achse O mit
konstanter Winkelge-
schwindigkeit cd. Im
Punkt A ist die Kurbel
mit einer Pleuelstange der
Länge l gelenkig verbun-
den, welche den Kreuz-
kopfB in Bewegung setzt,
der sich zwischen zwei parallel zueinander verlaufenden Ebenen bewegt. Bestimmen Sie
Geschwindigkeit und Beschleunigung des Kreuzkopfes B.

Lösung

Für die %-Koordinate des Punktes B gilt unter Berücksichtigung der Bezeichnungen
des Bildes 11

x = OC 4- CB = r cos 92 + l cos y>.

Durch die Anwendung des Sinussatzes kann der Zusammenhang zwischen den beiden
Winkeln und y> in folgender Form ausgedrückt werden:

r ,
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Für den Geschwindigkeitsbetrag des Punktes B kann dann geschrieben werden

dx d<p dv
v = — = — r sin y —- — Z sin y -- . (2)

dz dz dz

Durch Differentiation von Gl. (1) nach der Zeit erhalten wir

dy r j , dtp r cos <p
COS y — = — COS <p *  ft), d.  h., — = — -----  ft),

dz l dz Z cosy

wobei dy/dz = co die Winkelgeschwindigkeit der Kurbel darstellt. Gl. (2) kann dann in
folgender Form geschrieben werden:

/ . . cos <p \ sm (y + y)
v = —reo I sm tp + sm y ------- = —ra) --------------

\ cos tp ) cos y

Diese Relation ermöglicht, die Geschwindigkeit des Punktes B für beliebige Werte des
Winkels <p anzugeben. So ergibt sich z. B. für tp = 0 auch y = 0 und somit auch v = 0.
Bei der Stellung (p = 90° ist sin (cp + y) = sin (90° + y) = cos y, so daß v = —reo ist.
Für die Beschleunigung des Punktes B gilt

dr f r / cos 2y sin 2y
a = — = —rat cos y ----- - ----------------------

dz [ Z \ cos ö y cos y.

wenn wir sin y nach Gl. (1) ausgedrückt haben. Für den Fall, daß r ist, kann ge-
schrieben werden cos y = 1, und für Geschwindigkeit und Beschleunigung erhalten wir
die Beziehungen

/ . r .
v = — reo sm (p + — sm 2y

a = — rct) 2 ( cos tp ----y cos

Bild 12
20. Das Rad eines Eisenbahnwaggons rollt ohne

Reibung auf einem geraden Gleis, und zwar so,
daß die Geschwindigkeit seines Mittelpunktes v0

ist. Es ist die Geschwindigkeit für die Punkte A
und B in dem Moment zu bestimmen, der in
Bild 12 festgehalten wurde.

Lösung

Wir gehen von den Beziehungen aus, die den Zusammenhang zwischen absoluter und
relativer Geschwindigkeit angeben, wenn das absolute Bezugssystem mit dem Gleis fest
verbunden und das relative mit der Radachse verbunden ist. Für die zu bestimmende
Absolutgeschwindigkeit der Punkte A und B ergibt sich dann

vA = v* + v'A = v 0 + v Ar ,

v B = v* + v B = Vq + v Br .
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Da sich das Rad bezüglich des relativen Bezugssystems gleichförmig dreht, weist die
Relativgeschwindigkeit jedes beliebigen Punktes am Radumfang den gleichen Wert auf.
Es ist also vAr = v Br = v Cr - Für den Punkt C ist die Absolutgeschwindigkeit im ge-
gebenen Augenblick gleich Null, d. h.,

Vc = Vo + Vcr = 0,

woraus deutlich ersichtlich ist, daß vCr = vAr = vBr = v 0 ist. Bezüglich der Geschwindig-
keitsrichtung von vAr und v Br kann man für den Wert der absoluten Geschwindigkeit
der Punkte A und B wie folgt schreiben :

vA = y/tfi + Vq = vpy/2 ; vB = v0 + v0 = 2v0 .

Die Geschwindigkeitsrichtung von vA ist durch die Beziehung

v0tan 97 = — = 1
vo

gegeben, d. h. cp = 45°, wobei cp der Winkel ist, den die Geschwindigkeit vA mit der
x-Achse bildet. Die Geschwindigkeit v B verläuft offensichtlich parallel zur x-Achse.

21. Eine waagerechte, kreisförmige Platte dreht sich so um eine senkrechte Mittelpunkts-
achse, daß sie in der Minute 120 Umdrehungen ausführt. Entlang ihrem Radius bewegt
sich mit einer relativ zur Platte gleichförmigen Geschwindigkeit von v' = 5 cm s -1  ein
Punkt. Es sind die Werte für Geschwindigkeit und Beschleunigung des Punktes bezüg-
lich seiner Umgebung zur Zeit t = 20 s zu ermitteln, wobei vorausgesetzt wird, daß er
sich zur Zeit t = 0 im Mittelpunkt der Platte befand.

Lösung

Wir greifen wieder auf die Beziehungen zurück, die den Zusammenhang zwischen
absoluter und relativer Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung zum Ausdruck bringen.
Für die absolute Geschwindigkeit finden wir

v = v* + co x r' 4- v ' .

In unserem Falle ist v' = const und r '  = v't, während r*  = 0 ist. Es ergibt sich somit

v = co x r' + v' = co x v't + v ' .

Da die Vektoren co x v't und v' senkrecht zueinander liegen, gilt

v = v' 2, 4- co 2 y' 2 /2 = v' J 1 + co 2 z 2 = 12,57 m s 1 ,

120
wenn wir co aus der Beziehung co = 2kw = 2k  — -  = 4k  s  -1 ermittelt haben.

60 s
Für die absolute Beschleunigung kann geschrieben werden

a = a* + co x (co x r') 4- 2(co x v') 4- « x r' 4- ä'.

In unserem Beispiel gilt: a' = 0, a* = 0 und a = 0, so daß resultiert

a = co x (co x f ') 4- 2 (co x v') .
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Da die Vektoren w x (w x r') und a> x v' senkrecht zueinander gerichtet sind, gilt

a = y/ (a> 2 v't) 2 + 4co 2 v' 2 — w'\J 4 + uPt 2 = 158 m s-2  .

22. Zwei Meteoriten M Y und M 2 bewegen sich aut einer gemeinsamen Ellipse, in deren
einem Brennpunkt S sich die Sonne befindet (Bild 13). Die Entfernung zwischen beiden
Meteoriten ist so gering, daß der Ellipsenbogen M Y M 2 als Strecke betrachtet werden
kann. Beim Durchgang durch das Perihel P haben beide Meteoriten voneinander den
Abstand d. Wie groß ist ihr gegenseitiger Abstand beim Durchgang durch das Aphel A,
wenn bekannt ist, daß sich die Meteoriten mit einer konstanten Flächengeschwindigkeit
bewegen und wenn wir die Entfernungen SP — und SA = r 2 kennen?

Lösung

Übereinstimmend mit der Aufgabenstellung gilt für
die Flächengeschwindigkeit

l/l = | IF  x f| = k ,

wobei k eine Konstante darstellt. In den Punkten P
bzw. A kann der Wert der jeweiligen Flächenge-
schwindigkeit wie folgt ausgedrückt werden : Bild 13

, 1 2
= k -  pA = — r2

1 2
Pp = y = k,

woraus resultiert

.2

Diese Gleichung aber gibt die Beziehung

ri(a t )P = r2 (at )A

an, wobei (at ) 2 bzw. (at )A die Tangentialbeschleunigungen der Meteoriten im Punkt P
bzw. A darstellen. Da die gegenseitige Entfernung beider Meteoriten sehr gering ist,
kann man dafür in P bzw. A schreiben

dP = y (at )PAt 2 \ dA — (at )A At 2 ,
2.

so daß sich ergibt

dA = (at)A = r±_
dp ( t)p 2

, , , ri , r  ±d. h. dA = — dp = — d,
r2 r2

da ja dp = d ist. Die Situation ist nämlich so, als ob beide Meteoriten unter gleichen
Bedingungen, lediglich mit einem zeitlichen Abstand zk,auf die gleiche elliptische Bahn
gebracht worden wären.
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x Aufgaben

1. Die Bewegung eines Punktes ist durch
die Gleichungen x = Arf 2 4- B r und
y = A 2 t 2 + B2 definiert, wobei A 1 =
= 0,2 m s~ 2 , Bi = 0,05 m, A 2 =
= 0,15 m s“ 2 und B2 = —0,03 m ist.
Ermitteln Sie Größe und Richtung von
Geschwindigkeit und Beschleunigung
zur Zeit t = 2 s.

2. Ein Punkt bewegt sich geradlinig, und
zwar so, daß die von ihm durchlaufene
Bahn gemäß der Beziehung x = At +Bt 2

zeitabhängig ist. Dabei ist z4 = 5ms -1

und B = 6 m s -2  .
Wie groß ist die durchschnittliche Ge-
schwindigkeit v* des Punktes in der
Zeit zwischen dem Beginn der zehnten
und dem Ende der zwölften Sekunde,
und welche Momentangeschwindig-
keiten ergeben sich zu den genannten
Zeitpunkten?

3. Ein Punkt bewegt sich auf der x-Achse
so, daß die Zeitabhängigkeit seiner

k
Bahn durch die Gleichung x = — (ect>/ +

+ e -cü') gegeben ist, wobei k und co
Konstanten sind. Ermitteln Sie Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung als
Funktionen von x.

4. Die Bewegung eines Punktes wird in
Polarkoordinaten durch die Gleichun-
gen r = nt und (p = bt dargestellt, wo-
bei n und b Konstanten sind. Formu-
lieren Sie die Gleichung der Bahn-
bewegung, und drücken Sie die Zeit-
abhängigkeit von Geschwindigkeit und
Beschleunigung aus.

5. Wie groß ist die Geschwindigkeit eines
Punktes zur Zeit t = 10 s, der eine
gleichförmig beschleunigte Bewegung
ausführt, wenn seine Geschwindigkeit
zur Zeit t = 0 Null war und wenn
er nach t r = 25 s einen Weg von 110 m
Länge durchlaufen hat?

6. Ein Auto fährt in einem bestimmten
Punkt seiner Bahn mit der Geschwindig-
keit vQ = 60kmh -1  und 100 m weiter
mit der Geschwindigkeit v = 40 km h~ L
Wie groß ist die Beschleunigung des
Autos, wenn wir voraussetzen, daß
seine Bewegung gleichförmig verzögert
ist?

7. Zwei Körper bewegen sich mit den Be-
schleunigungen ai = 6ms -2  und
a2 = 4 m s -2  sowie mit den Anfangs-
geschwindigkeiten r 01 = 10 ms -1  und
y0 2 = 15ms _1 aufeinander zu. Die
Anfangsentfernung zwischen beiden be-
trägt / = 750 m. Welche Zeit vergeht,
bis beide Körper aufeinandertreffen?

8. Zwei Körper, die anfangs 100 m Ab-
stand haben, bewegen sich geradlinig
aufeinander zu : der erste mit einer kon-
stanten Geschwindigkeit = 3 ms -1  ,
der zweite gleichförmig beschleunigt mit
einer Anfangsgeschwindigkeit v0 =
= 7ms -1  und der Beschleunigung
a = 4 m s -2  . Bestimmen Sie den Ab-
stand des Treffpunktes vom Ausgangs-
ort des ersten Körpers sowie die Zeit,
nach welcher sie sich treffen.

9. Ein Geschoß verläßt seinen 10 m langen
Lauf mit einer Anfangsgeschwindigkeit
v0 = 500 ms -1  . Wie groß ist die Be-
schleunigung im Lauf, und in welcher
Zeit durchläuft ihn das Geschoß, wenn
wir voraussetzen, daß die Bewegung
innerhalb des Laufes gleichförmig be-
schleunigt wird?

10. Ein Beobachter, der im Moment des
Anfahrens eines Zuges an dessen Spitze
stand, bemerkt, daß der erste Waggon
in der Zeit t t = 4 s unmittelbar an ihm
vorbeifährt. Wie lange wird der «-te
Waggon brauchen, um an ihm vorbei-
zufahren (z. B. n = 7), wenn alle Wag-
gons gleich lang sind? Die Bewegung
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des Zuges soll als geradlinig gleich-
förmig beschleunigt angesehen werden.

11. Mit welcher Geschwindigkeit bewegte
sich ein Auto bis zu dem Moment, da
der Fahrer zu bremsen begann, wenn es
sich während des Bremsvorgangs bis
zum Halt mit der konstanten Beschleu-
nigung a = —1,2 ms -2  bewegte und
dabei eine Strecke von 135 m zurück-
legte?

12. Aus einer Höhe h = 195 m über dem
Erdboden bewegt sich ein Körper im
freien Fall. Im Moment, da dieser Kör-
per zu fallen beginnt, werfen wir vom
Boden aus einen anderen Körper mit
einer Anfangsgeschwindigkeit v0 =
= 65 m s -1  senkrecht aufwärts. Wann
und in welcher Höhe begegnen beide
Körper einander?

13. Von einer bestimmten Höhe aus werfen
wir mit der gleichen Anfangsgeschwin-
digkeit v0 gleichzeitig zwei Körper: den
ersten senkrecht aufwärts, den zweiten
senkrecht nach unten. Welche Zeitab-
hängigkeit ergibt sich für die gegen-
seitige Entfernung d beider Körper?

14. Wir lassen eine Bleikugel in einen
Schacht fallen. Ihr Aufschlag auf dem
Boden des Schachts ist nach Ablauf von
10 s zu hören. Wie tief ist der Schacht,
wenn wir mit einer Luftschallgeschwin-
digkeit v = 340 m s -1 rechnen?

15. Bestimmen Sie die Anfangsgeschwindig-
keit v0 , mit der eine Kugel senkrecht
aufwärts abgefeuert wurde, und die
Höhe h, die sie maximal erreichte, wenn
sie nach insgesamt 20 s wieder auf den
Boden zurückfällt.

16. Ein frei fallender Körper hat in einem
bestimmten Punkt A seiner Bahn die
Geschwindigkeit vA = 0,5 m s-1  . Er-
mitteln Sie die Zeit, in welcher der Kör-
per eine Entfernung AB zurücklegt,
wenn er in B eine Geschwindigkeit
vB = 2,5 m s -1  hat. Wie groß ist die
Entfernung ABI

17. Die Beschleunigung eines Massenpunk-
tes verringert sich bei seiner geradlinigen
Bewegung gleichförmig von einem An-
fangswert aQ = 10 m s~ 2 zur Zeit t = 0
in einem Zeitraum von 20 s auf den
Wert Null. Wie groß ist die Geschwin-
digkeit des Massenpunktes zur Zeit
t = 20 s, und welchen Weg legte er in
dieser Zeit zurück, wenn er sich bei
tQ in Ruhe befand?

18. Eine Elektrolok fährt aus der Ruhe-
stellung heraus mit einer gleichförmig
wachsenden Beschleunigung an, so daß
sie zur Zeit = 100 s den Wert
«i = 0,5 m s“ 2 annimmt. Berechnen Sie
die Geschwindigkeit der Lokomotive
zur Zeit tY sowie den Weg, den sie dann
vom Start aus zurückgelegt hat.

19. Die Beschleunigung eines Massenpunk-
tes, der sich auf einer Geraden bewegt,
ist durch die Beziehung a = k r — k 2 v
gegeben (v Geschwindigkeit des Mas-
senpunktes, k 19 k 2 Konstanten). Er-
mitteln Sie die Zeitabhängigkeit der
Beschleunigung, der Geschwindigkeit
und der zurückgelegten Wegstrecke,
wenn sich der Massenpunkt zur Zeit t0

in Ruhe befand.
20. Aus einem Geschütz der Küstenartil-

lerie, das in einer Höhe h = 30 m über
NN aufgestellt ist, wird ein Geschoß
unter dem Abschußwinkel <?0 =45°
und der Mündungsgeschwindigkeit
vQ = 1000 ms -1  abgefeuert. Wie groß
ist der horizontale Abstand des auf dem
Meeresspiegel gelegenen Zielpunktes
von der Kanone? (Der Luftwiderstand
bleibt unberücksichtigt.)

21. Wir bemerken ein unbewegtes Objekt in
gerader Luftlinienentfemung d =6000 m
unter dem Winkel <p = 30° über dem
Horizont. Wie groß muß die Mün-
dungsgeschwindigkeit eines Geschosses
mindestens sein, um das Objekt noch
erreichen zu können? Wie groß muß der
entsprechende Abschußwinkel 9?o sein?
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22. Ein Massenpunkt bewegt sich mit einer
gleichförmigen Winkelgeschwindigkeit
co —— 10 s -1  auf einem Kreis mit dem
Radius r = 2 m. Berechnen Sie Pe-
riodendauer, Frequenz und Zentri-
petalbeschleunigung dieser Bewegung.

23. Ein Massenpunkt vollführt eine Bewe-
gung auf einem Kreis mit dem Radius
r = 0,2 m und der konstanten Winkel-
beschleunigung a = 2s -2  . Berechnen
Sie den Wert der Tangential-, Normal-
und Gesamtbeschleunigung am Ende
der vierten Sekunde von Beginn der Be-
wegung an gerechnet, wenn sich der
Massenpunkt zur Zeit t0 in Ruhe befand.

24. Nach dem Verlassen einer Station
wächst die Geschwindigkeit eines Zuges
gleichförmig an. Drei Minuten nach
Abfahrt erreicht sie auf einer als Kreis-
linie gekrümmten Bahn mit dem Radius
r = 800 m den Wert v = 72 km h -1  . Es
ist der Wert der Tangential-, Normal-
und Gesamtbeschleunigung für die Zeit
t = 2 min, vom Zeitpunkt des Anfah-
rens gerechnet, zu bestimmen.

25. Ein Rad beginnt aus der Ruhestellung
heraus eine Drehbewegung mit der kon-
stanten Winkelbeschleunigung a = 2s -2  .
Wieviel Umdrehungen macht das Rad
in den ersten 15 Sekunden seiner Be-
wegung?

26. Ein Rad beginnt aus der Ruhestellung
heraus sich gleichförmig beschleunigt zu
drehen, und zwar so, daß es während
der ersten fünf Sekunden 12,5 Umdre-
hungen ausführt. Wie groß ist seine
Winkelgeschwindigkeit am Ende der
fünften Sekunde?

27. Durch einen Treibriemen wird von
einem Rad A mit dem Durchmesser
dA = 0,5 m, welches in der Minute
30 Umdrehungen ausführt, eine Dreh-
bewegung auf das Rad B mit dem
Durchmesser dB = 0,25 m übertragen.
Wieviel Umdrehungen je Minute voll-
führt das Rad B?

3 Hajko, Mechanik

28. In einem 300 m breiten Flußbett fließt
das Wasser mit einer Geschwindigkeit
von 1,2 ms -1  . Ein Fährschiff bewegt
sich relativ zum Wasser mit der Ge-
schwindigkeit 5 m s -1  . In welcher Rich-
tung muß sich das Fährschiff bewegen,
wenn es in kürzester Zeit das andere
Ufer erreichen soll, und wie lange dauert
die Überfahrt?

29. Ein Zug bewegt sich mit einer Ge-
schwindigkeit von 60kmh -1  . Regen-
tropfen, die bei Windstille infolge Luft-
reibung mit konstanter Geschwindigkeit
senkrecht herabfallen, hinterlassen auf
den Fensterscheiben des Zuges Spuren,
die um 30° von der Senkrechten ab-
weichen. Mit welcher Geschwindigkeit
fallen die Tropfen?

30. Ein Punkt M bewegt sich mit der kon-
stanten Geschwindigkeit c, von der
Spitze ausgehend, auf der Mantellinie
eines Kegels. Der Kegel selbst rotiert
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit a>
um seine Symmetrieachse. Es ist die ab-
solute Beschleunigung des Punktes zur
Zeit t, vom Bewegungsbeginn an ge-
rechnet, zu bestimmen, wenn der
Winkel zwischen Mantellinie und Kegel-
achse mit 9? angegeben wird.

31. Ein Rad mit dem Radius r dreht sich
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
um eine senkrecht zur Radebene gerich-
tete und durch seinen Mittelpunkt
gehende Achse so, daß es in der Minute
n r Umdrehungen ausführt. Gleichzeitig
bewegt sich ein Punkt M (Bild 14)
gleichförmig auf dem Radumfang in
entgegengesetzter Richtung, indem er in
der Minute n2 Umläufe längs des Rad-
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umfanges ausführt. Es ist die absolute
Beschleunigung des Punktes M zu be-
stimmen.

32. Eine Stange OA dreht sich um eine
senkrecht zu ihr gerichtete und durch
den Punkt O der Stange verlaufende
Achse mit der konstanten Winkel-
geschwindigkeit co. Ein Punkt M
(Bild 15) bewegt sich mit konstanter

relativer Geschwindigkeit v' längs der
Stange. Es ist die absolute Beschleuni-
gung des Punktes M zu bestimmen.

1.2. Dynamik des Massenpunktes

Die Dynamik gründet sich auf die drei NEWTONschen Bewegungsgesetze.
Erstes Bewegungsgesetz (Trägheitssatz)
Ein Massenpunkt befindet sich im Zustand der Ruhe oder vollführt eine gleichförmig
geradlinige Bewegung, solange er nicht durch die Wirkung anderer Körper gezwungen
wird, diesen seinen Bewegungszustand zu ändern.
Da wir die wechselseitige Einwirkung von Körpern mit dem Begriff Kraft bezeichnen,
kann man das erste Bewegungsgesetz folgendermaßen formulieren:
Ein Massenpunkt befindet sich im Zustand der Ruhe oder vollführt eine gleichförmig
geradlinige Bewegung, solange er nicht durch die Wirkung bestimmter Kräfte gezwungen
wird, diesen seinen Bewegungszustand zu ändern.
Zweites Bewegungsgesetz (Kraftgesetz)
Eine Kraft, die auf einen Massenpunkt einwirkt, ist proportional dem Produkt seiner
Masse und der Beschleunigung, die sie ihm verleiht.
Mathematisch kann man das Kraftgesetz (wenn die zugehörige Proportionalitäts-
konstante gleich eins gesetzt wird) durch die folgende Formel ausdrücken:

F = ma, (1)

wobei a die Beschleunigung darstellt, welche die Kraft F dem Massenpunkt mit der
Masse m verleiht. (Für zeitlich veränderliche Masse gilt F = dQmi)/dt)
Ein Sonderfall der Kraft ist die Gewichtskraft ö eines Körpers. Es gilt dafür die Be-
ziehung G = mg, wobei g die Fallbeschleunigung ist.
Drittes Bewegungsgesetz (Wechselwirkungsgesetz)
Die Kräfte, mit denen zwei Körper aufeinander einwirken, sind gleich groß, jedoch von
umgekehrter Richtung,
Wenn auf einen Massenpunkt mehrere Kräfte F19 F2 , Fn einwirken, dann ist ihr
Einfluß auf den Massenpunkt so groß, als ob auf ihn eine einzige, die resultierende
Kraft Ft  einwirkte, die durch die Summe der wirkenden Kräfte als Vektoren, d. h.
Fr = gegeben ist.
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Für den Fall, daß = 0 ist, sprechen wir davon, daß sich der Massenpunkt im
Gleichgewicht befindet.
Die Gültigkeit der NEWTONschen Bewegungsgesetze ist an inertiale Bezugssysteme
gebunden. Ein solches ist z. B. das an die Fixsterne angeschlossene Bezugssystem
sowie jedes andere, das in bezug auf das an die Fixsterne gebundene System eine
gleichförmig geradlinige Bewegung ausführt.
Wenn wir die Bewegung eines Massenpunktes auf ein nichtinertiales Bezugssystem
beziehen, dann müssen wir außer den Kräften, mit denen wir es im Inertialsystem
selbst zu tun haben und durch die wir die gegenseitigen Einflüsse der Körper kenn-
zeichnen, auch die sog. Trägheitskräfte berücksichtigen, und an Stelle von Gl. (1)
muß dann geschrieben werden:

ma = F + F19 (2)

wobei F die Resultierende der Trägheitskräfte darstellt.
Wenn es sich um ein solches nichtinertiales System handelt, das gegenüber irgend-
einem anderen inertialen System eine gleichförmig beschleunigte geradlinige Be-
wegung mit der Beschleunigung 3* vollführt, dann gilt F = — ma*.
Wenn wir es mit einem nichtinertialen System zu tun haben, das sich gegenüber irgend-
einem Inertialsystem mit der konstanten. Winkelgeschwindigkeit co dreht (als solches
kann man auch ein mit unserer Erde fest verbundenes System ansehen), dann gilt

F = Fo + FC9

Fo = m(ci) x r ') x co, (3)

Fc = — 2m(co x v')

(Fo Zentrifugalkraft, Fc CoRiOLis-Kraft). Die Bedeutung der Symbole in den Gin. (3)
ist folgende: Der Vektor r ist der Ortsvektor des Massenpunktes m hinsichtlich eines
Bezugspunktes auf der Drehachse, der Vektor v' stellt die relative Geschwindigkeit
des Massenpunktes gegenüber dem angegebenen nichtinertialen System dar.
Der Impuls der Kraft  P9 die auf einen Massenpunkt während der Zeit t einwirkt, ist
durch den folgenden Ausdruck gegeben:

t
p = J* Pd t .

o

Für die konstante Kraft gilt offensichtlich p = Ft.
Die Bewegungsgröße eines Massenpunktes wird durch die Beziehung p = mv aus-
gedrückt. Zwischen dem Kraftstoß und der Bewegungsgröße eines Massenpunktes,
auf den eine Kraft wirkt, besteht der Zusammenhang

Ap = mv — mv Q9

3*
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d. h., der Impuls der auf einen freien Massenpunkt wirkenden Kraft entspricht dem
Zuwachs seiner Bewegungsgröße.
Die Arbeit als die Wirkung einer Kraft längs eines Weges definieren wir in der Me-
chanik durch die Beziehung

£)

& = f Fdr
(h)

(fi Ortsvektor des Anfangspunktes, r 2 Ortsvektor des Endpunktes der Bahn, auf der
sich der Angriffspunkt der Einzelkraft F bewegt). Im Sonderfall, wenn die Kraft
konstant und die Bahn, auf der sich der Angriffspunkt der Kraft bewegt, gerade ist
und in der Kraftrichtung liegt, kann die Arbeit auf einfache Weise durch das Produkt
aus Kraft und Bahnlänge ausgedrückt werden.
Die kinetische Energie eines in Bewegung begriffenen Massenpunktes ist durch die
Beziehung W = 1 / 2 mv 2 gegeben. Der Satz von der kinetischen Energie besagt
folgendes:
Die Arbeit, die die auf einen Massenpunkt einwirkende Kraft auf einem bestimmten
Wege verrichtet, ist gleich dem Anwachsen der kinetischen Energie des Massenpunktes,
d. h.

W = — mv 2 - —mvo
2 2

(v Geschwindigkeit des Massenpunktes am Ende des entsprechenden Weges, v 0 Ge-
schwindigkeit am Anfangspunkt).
Die Leistung P wird durch den Ausdruck definiert

p = w
dz

Für den Fall, daß die Arbeit mit der Zeit gleichförmig anwächst, kann die Leistung
durch die Beziehung P = W/t ausgedrückt werden, wobei fV die in der Zeit t ver-
richtete Arbeit darstellt.
Nach dem allgemeinen Newtonschen Gravitationsgesetz wirken zwei Massenpunkte
mit den Massen m Y und m 2 mit einer Kraft aufeinander, die den Wert hat

m t m 2

(r gegenseitige Entfernung der Massenpunkte, y sog. allgemeine Gravitations-
konstante).
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Die Kraft, mit der ein Massenpunkt der Masse m 2 auf einen anderen der Masse m 2
wirkt, kann in der Form ausgedrückt werden

F12 = -7 ----

wobei r 12 der Ortsvektor des zweiten Massenpunktes in bezug auf den ersten ist und
den Wert r = | r 12 | hat.
Die Feldstärke E in einem bestimmten Punkt eines Gravitationsfeldes ist derjenige
Anteil der Kraft F, der im gegebenen Punkt des Feldes auf die Masseneinheit wirkt,
d. h.

m

In der Umgebung eines Massenpunktes der Masse M gilt für die Gravitationsfeldstärke

ff M ,Ä = -y  — r ,

wobei r den Ortsvektor desjenigen Punktes, in dem die Feldstärke gesucht ist, in
bezug auf den Massenpunkt mit der Masse M darstellt.
In der Umgebung mehrerer Massenpunkte der Massen , M 2 , . . . , Mn berechnen
wir die Gravitationsfeldstärke in einem bestimmten Punkt als die Vektorsumme der
Feldstärken der einzelnen Massenpunkte, die im gegebenen Punkt Zusammenwirken,
d.h.

g , e , ff M ± M 2 M nE = Ei + E2 + �v�v�v + En = -y——ri  - y——r2 - - -y  — r,

V M i -
= -VL  — r t-v-3

Die angegebene Summierung geht in eine Integration über, wenn es sich um ein
Gravitationsfeld in der Umgebung eines Körpers handelt, der homogen mit Masse
erfüllt ist.
Die potentielle Energie eines Massenpunktes der Masse m in einem bestimmten Punkt
eines Gravitationsfeldes ist für irgendeinen Bezugspunkt durch die Arbeit gegeben,
welche die Feldkräfte verrichten, wenn der Massenpunkt von der Stelle, an der die
potentielle Energie bestimmt werden soll, zum Bezugspunkt bewegt wird. Analog
wird die potentielle Energie eines Massenpunktes definiert, der sich in einem anderen
Kraftfeld befindet. (Ein an einer nicht in der Gleichgewichtslage befindlichen Feder
aufgehängter Massenpunkt unterliegt z. B. der Einwirkung durch die Federkräfte.)
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Im Gravitationsfeld einer Punktmasse M ist die potentielle Energie eines Massen-
punktes der Masse m durch die Gl.

W9 = ------— (4)
V r oJ

gegeben, wobei r die Entfernung der Stelle, in der wir die potentielle Energie des
Massenpunktes m bestimmen wollen, von der Punktmasse M ist und r0 die Entfer-
nung des Bezugspunktes von der Punktmasse M angibt. In den meisten Fällen be-
ziehen wir die potentielle Energie auf einen unendlich weit entfernten Bezugspunkt,
wodurch r0 = oo wird und Gl. (4) die Gestalt annimmt

W p = - V mM— . (5)
r

Für die potentielle Energie eines auf einer Feder liegenden Massenpunktes findet man
beim Ausschlag x bezüglich der Gleichgewichtslage folgenden Wert:

o

W p = W = y* — kx dx = y kx 2 ,

wenn wir voraussetzen, daß die Kraft, mit der die Feder auf den Massenpunkt ein-
wirkt, F = —kx ist.
Das Potential in einem bestimmten Punkt eines Gravitationsfeldes entspricht der
Arbeit W 9 die aufgewendet werden muß, um eine Masse m vom gegebenen Punkt bis
ins Unendliche zu bringen:

r

TZ W 1 r mM AV = — = — / y — dr .
m m J r

00

Unter Berücksichtigung von Gl. (5) ist das Gravitationspotential in der Umgebung
einer Punktmasse M, bezogen auf Unendlich, durch die Beziehung gegeben:

r

In der Umgebung mehrerer Punktmassen , M 2 , ••• , Mn berechnen wir das Gravi-
tationspotential in einem bestimmten Punkt als die Summe der Potentiale der ein-
zelnen Punktmassen, d. h.

Tz tz . Tz , , tz M 2 MnV=V 1 +V 2 + - + Vn =-y—-  y ------- ------ y— = ,
r2 rn r i
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wobei r 15 r 2 , ..., rn die Entfernungen der Stelle, für die das Potential gesucht wird,
von den Punktmassen M 19 M 2 , darstellen. Diese Summierung geht in die
Integration über, wenn es sich um ein Gravitationsfeld in der Umgebung eines
Körpers handelt, der homogen mit Masse erfüllt ist.
Zwischen der Stärke E und dem Potential V gilt in jedem beliebigen Punkt des
Gravitationsfeldes folgender Zusammenhang:

F = — grad V,
wobei

J TZ dF.  dV . dV r u _
grad V = ----  1 H ------ j H ------ k bedeutet.

öx öjy dz

Der Satz von der Erhaltung  der mechanischen Energie sagt aus, daß bei der mechani-
schen Bewegung eines Massenpunktes die Summe seiner potentiellen und seiner kine-
tischen Energie konstant ist.
Wenn wir es mit der Bewegung eines Massenpunktes im Gravitationsfeld der Erde
in Nähe der Erdoberfläche zu tun haben, dann kann das oben formulierte Gesetz
durch die Beziehung ausgedrückt werden

mgh + mv2 = const,

wobei h die Höhe des Massenpunktes über einer horizontalen Ebene ist, auf die wir
seine potentielle Energie beziehen. Die Gültigkeit des Gesetzes von der Erhaltung
der mechanischen Energie beschränkt sich auf alle die Fälle, wo es sich um die Um-
wandlung einer Form mechanischer Energie in eine andere handelt (potentielle in
kinetische und umgekehrt), d. h., wobei keine anderen Energieformen auftreten. Im
allgemeinen Fall gilt das Gesetz von der Erhaltung und Umwandlung der Energie
wie folgt:
In einem isolierten System ist die Summe der Energien aller Formen immer konstant.
In einem solchen System laufen die einzelnen Prozesse so ab, daß die Energie der
einen Form immer in äquivalente Energie anderer Formen übergeht, so daß die Ge-
samtenergie des Systems stets erhalten bleibt.

Beispiele

23. Stellen Sie fest, in welchem Verhältnis die Beträge der Kräfte F2 und F2 zueinander
stehen, wenn sie den Winkel <p = 135° einschließen und wenn der Betrag ihrer Resul-
tierenden gleich dem Betrag der kleineren Kraft F2 ist.
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Lösung

Unter Berücksichtigung der Bezeichnungen auf
Bild 16 kann geschrieben werden

180°— a = 45°; y = 90°.

Es ist also

Fi : F2 = sin 90° : sin 45° .

Daraus folgt

�v*2

24. Die Kraft F ist so in die beiden zueinander senkrechten Komponenten F\ und F 2 zu
zerlegen, daß die Proportion F t : F2 = m\n  gilt. Ermitteln Sie die Beträge der beiden
Komponenten.

Lösung

Entsprechend der Aufgabenstellung kann geschrieben werden

Ff + Fl = F 2 .

Ferner ist Fi = — F2 , so daß

' + 1 - , d .h .
« / y/m 1 + « 3

Da F 2 = — F19 kann man analog folgendes schreiben:

(1  + Fl F 2 , d .h .
mF

y/m2 + n 2 ’

25. Ein Körper vom Gewicht G = 50 N bewegt sich mit einer Beschleunigung
a = 12 m s" 2 senkrecht nach unten. Welche Kraft wirkt außer seinem Gewicht
noch auf ihn ein?

Lösung

Entsprechend dem II. NEWTONschen Bewegungsgesetz kann man für die Gesamtkraft,
die auf den Körper wirkt, auch schreiben:

G 50 N
F = ma = — a = -r--; -------7- 12 ms -2  = 61,2 N.

g 9,81 m s" 2
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Die Kraft F*, die auf den Körper noch neben dem Gewicht einwirkt, ist dann durch die
folgende Beziehung gegeben:

F* = F - G = 61,2 N - 50 N = 11, 2N.

26. In welcher Zeit durchläuft ein Wagen mit dem Gewicht Gi  die Strecke s auf einer
schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel a, wenn der Wagen mit einer Last G 2 (Bild 17)
gekoppelt ist und wenn sich aus dem Zusammenwirken von Gi und G 2 eine Bewegung
in Richtung der Kraft G 2 ergibt? Die Trägheitsmomente der Räder bleiben unberück-
sichtigt.

Lösung

Die Bewegung des Wagens auf der schiefen Ebene
wird durch die Kraft G 2 und durch die in Rich-
tung der schiefen Ebene fallende Gewichtskom-
ponente des Wagens beeinflußt, so daß die resul-
tierende Kraft in Richtung der Bewegung den
Wert annimmt

F = G2 — Gi sin a . Bild 17

Für die Beschleunigung des Wagens gilt dann

_ F _ G2 — Gi sin <x _ (G2 — Gi sina)#-
m Gi + G2 Gi + G2 ’

g

da die resultierende Kraft nicht nur eine Bewegung des Wagens mit der angegebenen
Beschleunigung, sondern auch eine Bewegung der Last G2 hervorruft. Für den zurück-
gelegten Weg gilt die Beziehung

s = 4- at 2 ,
2

Daraus folgt für die gesuchte Zeit

2$ (Gi + G2)
g(G2 — Gi s ina)

27. Ein Körper mit dem Gewicht G = 100N bewegt sich unter Einfluß einer veränderlichen
Kraft F = k (g — t), wobei k = 100 N s -1  und q = 1 s ist. Nach wieviel Sekunden
kommt der Körper zum Stillstand, wenn er zur Zeit t = 0 die Geschwindigkeit
vQ = 0,2 ms -1  hatte und die Kraft in Richtung der Geschwindigkeit wies? Welchen
Weg legte der Körper bis zu seinem Stillstand zurück?
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Lösung

Die Bewegungsgleichung des Körpers hat die Gestalt

w — =£(#  - 0 .
d/

Durch Integration erhalten wir

£ / t 2 \
v = — \ qt - — + vQ .m \ 2 /

In dem Moment, da der Körper zum Stillstand kommt, ist die Geschwindigkeit v = 0,
so daß man findet

— - y) + »o = 0 .m \ 2 /

Nach Umstellung erhalten wir für die gesuchte Zeit die Gleichung

Mit den für die gegebenen Größen geltenden Werten hat diese Gleichung die Wurzeln

( 2,02 s
/12  “ 1—0,02 s*

Da die negative Wurzel keine physikalische Bedeutung hat, gilt als Zeit, nach der der
Körper die Geschwindigkeit Null erreicht hat, t — 2,02 s.
Für den vom Körper zurückgelegten Weg finden wir

Nach Integration dieser Gleichung erhalten wir

k / t 2 t 3 \ ,
•S=— +m \ 2 6 /

Nach Einsetzen des gefundenen Wertes für die Zeit t = 2,02 s sowie der übrigen Größen
erhalten wir für die Wegstrecke, die der Körper bis zum Stillstand zurücklegt, den Wert
5 = 7,07 m.

28. Es ist die maximale Geschwindigkeit zu bestimmen, die ein Körper von Kugelform mit
einem Radius r = 8 cm und dem Gewicht G = 100 N im freien Fall erreicht, wenn wir
voraussetzen, daß für den Luftwiderstand die Beziehung FR = kav2 gilt (v Geschwindig-
keit des Körpers, er seine Projektionsfläche auf die senkrecht zur Bewegungsrichtung
orientierte Ebene, k Zahlenfaktor). Letzterer hängt von der Form des Körpers ab und
hat für die Kugel den Wert k = 0,24 N s2 m~ 4 .
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Lösung

Für den Wert der resultierenden Kraft, die während der Fallbewegung auf den Körper
einwirkt, gilt die Beziehung

F=G - FR = G - kav 2 .

Der Körper wird zu Beginn eine beschleunigte Bewegung ausführen, jedoch nur, solange
er eine verhältnismäßig geringe Geschwindigkeit aufweist, so daß F > 0 ist. Seine
maximale Geschwindigkeit erreicht er in dem Moment, in dem F = 0 ist. Von da an
bewegt er sich dann mit konstanter Geschwindigkeit geradlinig gleichförmig weiter. Es
ist demnach

G — kav = 0 .

Da im Sinne der Aufgabenstellung <r = tw 2 angesetzt war, finden wir als Endgeschwindig-
keit

/ 100N . . .7; — / = / __________________________________________________ — 1 44 m cmax N kd N 0,24 N s 2 m- 4 • 3,14 • 0,08 2 m2 --------—

29. Im Eisenbahnwagen eines fahrenden Zuges ist auf einer waagerechten Unterlage eine
Kugel der Masse m = 0,02 kg frei beweglich angeordnet. Solange der Zug sich in
gleichförmig geradliniger Bewegung befindet, bleibt die Kugel in bezug auf ihre Unter-
lage in Ruhe. In einem bestimmten Moment beginnt der Zug, mit der konstanten Be-
schleunigung a = —2 m s -2  zu bremsen.
Ermitteln Sie die Kraft, die auf die Kugel wirkt, und untersuchen Sie ihre Bewegung
bezüglich der Unterlage, auf die sie gelegt wurde. Reibungswiderstände bleiben un-
berücksichtigt.

Lösung

Im Augenblick, da der Zug zu bremsen beginnt, wird er zu einem nichtinertialen
System, in dem außer dem Gewicht der Kugel G = mg auch die auf die Kugel wirkende
Trägheitskraft F berücksichtigt werden muß. Im Falle dieses nichtinertialen Systems ist
F = —ma (m Masse der Kugel, a Verzögerung des Zuges).
Die Trägheitskraft verläuft in waagerechter Richtung und ist der Verzögerung a des
Zuges gerade entgegengesetzt gerichtet. Die resultierende Kraft, die auf die Kugel wirkt,
ist dann F, denn die Wirkung des Gewichts der Kugel wird durch die Gegenwirkung
ihrer Unterlage kompensiert. Es gilt also

F = —ma = 0,02 kg • 2 m s“ 2 = 0,04 N.

Demnach setzt sich die Kugel in Fahrtrichtung des Zuges mit einer konstanten Be-
schleunigung von a = 2 m s -2  in Bewegung. Sie führt eine gleichförmig beschleunigte
geradlinige Bewegung aus.

30. An einem Ort von 45° geographischer Breite fällt ein Körper der Masse m = 10 kg
mit der Geschwindigkeit v = 100 m s -1  auf die Erdoberfläche.
Welchen Wert haben die Trägheitskräfte Zentrifugalkraft und CoRiOLis-Kraft, die beim
Auftreffen auf die Erdoberfläche auf den Körper einwirken?
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Lösung

Für die Trägheitskräfte Zentrifugalkraft und CoRious-Kraft gelten die folgenden Be-
ziehungen (Bild 18):

Fo = mro 2 = mR cos q> • cd 2 ;

. / * v \
Fc = 2m |co x v| = 2ma>v sin (90° + <p) = 2ma>v sing’. / / \  \

Ferner ist ! T
27T \ /

co = - - - - - — und R = 6370 km; \ /
86400 s

deshalb können wir schreiben
Bild 18

x/2 47T 2Fo = mR(o 2 cos (p — 10 kg • 6370 • 10 3 m ----- • . =
2 86400 2 s 2

= 0,238 N;

2tt x/ 2

Wie ersichtlich, ist im vorgegebenen Fall die Zentrifugalkraft etwas größer als 2%o
und die CoRiOLis-Kraft ungefähr l 0 /00 vom Gewicht des Körpers. Die angegebene Ge-
schwindigkeit wird nach einem freien Fall aus etwa 500 m Höhe erreicht. Aus dem oben
Dargelegten wird ersichtlich, daß die Fehler, die aus der Vernachlässigung von Träg-
heitskräften resultieren, wenn es sich um Bewegungen von Körpern nahe der Erdober-
fläche handelt, nur äußerst geringfügig sind.

31. Ein Auto mit einem Gewicht G = 10 kN bewegt sich mit einer konstanten Ge-
schwindigkeit v = 36 km h -1  auf einer konvex gewölbten Brücke. In der Brückenmitte
beträgt der Krümmungsradius r = 50 m. Welche Druckkraft übt der Wagen im Mo-
ment des Durchfahrens der Brückenmitte auf seine Unterlage aus?

Lösung

Bei der Behandlung dieser Aufgabe stellen wir uns auf den Standpunkt des mit dem
Auto fest verbundenen Bezugssystems. Die resultierende Kraft, mit welcher der Wagen
auf die Brücke wirkt, ergibt sich dann als die Differenz zwischen dem Fahrzeuggewicht
und der Zentrifugalkraft als Trägheitskraft gemäß der Beziehung

v 2
F = G - Fo = G - m — = 10 kN -

r
100 m 2 s~ 2

50 m
10 kN

9,81 m s -2

= 7962 N.
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32. Ein Massenpunkt der Masse m = 1 kg ist an einem Faden der Länge l = 0,3 m be-
festigt, dessen anderes Ende gleichfalls befestigt wurde (Bild 19). Der Massenpunkt
bewegt sich so, daß er in waagerechter Ebene mit konstanter Geschwindigkeit v einen
Kreis beschreibt, wobei der Faden mit der Senkrech-
ten den Winkel (p = 60° einschließt. Ermitteln Sie den
Wert der Geschwindigkeit ü,  die Periodendauer des
Massenpunktes auf der angegebenen Kreisbahn sowie
die Kraft, die bei dieser Bewegung den Faden spannt.

Bei der Lösung dieser Aufgabe stellen wir uns auf
den Standpunkt eines mit dem Massenpunkt fest ver-
bundenen Bezugssystems. Von diesem Standpunkt
aus betrachtet, befindet sich der Massenpunkt in
Ruhe, und zwar deshalb, weil die Resultierende aus
dem Gewicht des Massenpunktes und der Zentrifugal-
kraft als Trägheitskraft, die auf den Massenpunkt
wirkt, in Richtung des Fadens weist und in ihrer
Wirkung durch die Festigkeit des Fadens kompensiert wird. Nach Bild 19 gilt:

v 2
m —

r
tan (p = ——— = —— — ,

G Gl sm (p
nw 2

Lösung

weil r = l sin <p ist. Man findet also

Gl sin (p tan <p ~ ,
= V gl sm <p tan <p = 2,1 m s -1  .

m
v

Für die Periodendauer des Massenpunktes auf der angegebenen Kreisbahn ergibt sich

2nr 2nl sin (p
T = — = ----------— = 0,78 s .

v v -------

Und für die Kraft F, durch welche der Faden gespannt wird, finden wir gemäß Bild 19
die Beziehung F cos <p = G,  d. h.

G G
F = ------ = — = 19,6 N.

cos (p 0,5 --------

33. Ein Körper der Masse m führt eine gleichförmig geradlinige Bewegung mit der Ge-
schwindigkeit v 0 aus. Durch Bremswirkung soll er auf der Strecke s0 zum Stillstand ge-
bracht werden. Dabei nimmt die Bremskraft F linear mit der Geschwindigkeit ab, und
zwar so, daß am Ende ihres Einflusses, wenn der Körper schon zur Ruhe gekommen ist,
ihre Größe nur mehr die Hälfte des ursprünglichen Wertes beträgt. Bestimmen Sie die
Bremskraft Fo zu Beginn des Bremsvorgangs.
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Lösung
/

Zur Bestimmung der Abhängigkeit F = F(y) müssen wir berücksichtigen, daß für
v — vQ die Bremskraft F = Fo ist und daß für v = 0 die Bremskraft auf den halben ur-
sprünglichen Wert abgenommen hat entsprechend F = Fo /2. Diesen Bedingungen wird,
der Aufgabenstellung entsprechend, folgende Abhängigkeit gerecht :

Da nun Geschwindigkeit des Körpers und Bremskraft in die gleiche Gerade fallen, aber
entgegengesetzte Richtungen haben, nimmt die Bewegungsgleichung die folgende Form
an:

Unter Verwendung der Beziehung ds = v dz, dz = ds/v kann Gl. (1) in eine andere
Form gebracht werden :

mv dv
ds

, , 2m vdv
d. h. ----- - ------------ = ds.

F " 1 + ’
Vo

Durch Integrieren der vorstehenden Gleichung von Beginn des Bremsweges bis zum
Stillstand des Körpers erhalten wir

[t? — v0 In (v + tfo)]S° = so, d. h. (1 — In 2) = s0 .
Fo Fo

Mithin ergibt sich für den Wert der Bremskraft zu Beginn des Bremsvorgangs

Fo _ a  (1 _ l n 2 )  .
So

34. Eine konstante Kraft F wirke auf einen Körper mit dem Gewicht G. In welcher Zeit
vergrößert sich hierbei die Geschwindigkeit des Körpers auf den »-fachen Wert der ur-
sprünglichen Geschwindigkeit v 0 , die der Körper in dem Augenblick innehatte, als die
Kraft auf ihn zu wirken begann?

Lösung

Der Satz über den wechselseitigen Zusammenhang von Kraftimpuls und Bewegungs-
größe ermöglicht folgende Schreibweise:

Ft = mnvo — mv Q ,

woraus für die gesuchte Zeit resultiert

_ mvQ (n — 1) Gv Q (n — 1)
1 F = F~g ‘
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35. Welchen Impuls vermittelt eine Wand einer elastischen Kugel der Masse m — 0,2 kg,
wenn diese unter einem Winkel cp = 60° gegen die Flächennormale und mit einer Ge-
schwindigkeit v0 = 20 ms -1  auf die Wand trifft?

Lösung

Der Kraftimpuls, mit dem die Wand beim Anprall auf die
Kugel wirkt, ist gleich der Änderung der Bewegungsgröße der
Kugel, d .h . ,

Bild 20p = mv — mv Q .

Wenn wir wie in Bild 20 völlig elastische Reflexion voraussetzen, prallt die Kugel mit
gleicher Geschwindigkeit und unter gleichem Winkel von der Wand zurück, so daß wir
für den Wert des Impulses schreiben können:

|p|  = 2mv cos cp = 2 • 0,2 kg • 20 m s -1  • cos 60° = 4 kg m s -1  .

36. Welche Arbeit muß beim Zusammendrücken der Feder eines Waggonpuffers um den
Weg xQ = 0,05 m verrichtet werden, wenn für das Zusammendrücken um den Weg
Xi = 0,01 m eine Kraft von 30 kN erforderlich ist, wobei die Kraft proportional zur
Verkürzung der Feder anwächst?

Lösung

Da die Kraft und die Bahn ihres Angriffspunktes ein und dieselbe Richtung haben,
kann für die Arbeit geschrieben werden :

Fdx.

Fi 30 kN
Ferner gilt für die Feder F = kx und k = — = —:— ------ , so daß wir für die Arbeit
erhalten: x > °> 01 m

*0

I x° 1 / 2 1 30 kN -0,0025 m2
= — £x 2 = — -------- ----------- = 3750 Nm.

'o 2 2 0,01 m
o

37. Eine Kugel schwimmt in einer Flüssigkeit der Dichte q so, daß sie bis zur Hälfte ein-
getaucht ist. Welche Arbeit muß zum Herausheben der Kugel aus der Flüssigkeit ver-
richtet werden, wenn ihr Radius mit R angesetzt
wird?

Lösung

Nach Bild 21 können wir unter Berücksichtigung
des Archimedischen Prinzips schreiben :

-R R

W = f Fdy= f (G — v eg)d.y, (1)
0 0
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wobei V der in die Flüssigkeit eingetauchte Teil des Kugelvolumens ist. Man kann es
aus der Beziehung

R R 3 R

V = t: j* x 2 dy = tz J* (R2 — y2 ) dy = ---- J 3

R-y R-y

berechnen, wenn für den Ausdruck x 2 die Kreisgleichung x 2 + y2 = R2 verwendet
wird. Das gestattet uns dann, Gl. (1) folgendermaßen umzustellen:

= GR — f4" kjR 4 — ~ tcä 4 Qg = GR — 4"
\ 3 12 / 4

2
Da jedoch entsprechend der Aufgabenstellung für das Gewicht gilt G = —nR 3 Qg,
können wir schließlich die gesuchte Arbeit schreiben als

2 1 5
W = y nR 3 QgR — y nR Qg = — R*Qg.

38. Die Hubwinde eines Aufzugs, der mit einem Gesamtgewicht von G = 10 kN belastet
ist, wird mit einer konstanten Beschleunigung von a = 2 m s -2  betrieben. Berechnen
Sie die Arbeit, die während der ersten fünf Sekunden des Hubvorgangs verrichtet wird.

Lösung

Die Kraft, welche die notwendige Arbeit verrichtet, überwindet das Gewicht des Auf-
zugs und verleiht ihm darüber hinaus noch eine Beschleunigung a, so daß sie den fol-
genden Wert annimmt:

F = G 4- nw = G + — a = G f l  + — ) = 10 kN f l  + m S , ) =
g \ g )  \ 9 ,81ms- 2 /

= 12,038 kN.

Für den Weg, den der Angriffspunkt dieser Kraft während der Zeit t = 5 s zurücklegt,
erhalten wir

s = ~ at 2 = 4- 2 m s“ 2 • 25 s 2 = 25 m.
2 2

Für die gesuchte Arbeit finden wir dann

W = Fs = 12,04 kN • 25 m = 301 kNm.

39. Welche Zugkraft kann eine Lokomotive mit einer Leistung von P = 2500 PS bei der
Geschwindigkeit v = 60 km h“  1 theoretisch maximal entwickeln?
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Lösung

Entsprechend der Definition für die Leistung können wir schreiben:

„ dFF F äs p _
dt dt

Da Fund v die gleiche Richtung haben, gilt F -v  = Fv, so daß wir für die gesuchte
Kraft erhalten:

3600 s

40. Wie lang muß ein Weg s sein, damit eine konstante Kraft F, die auf einen Körper der
Masse m einwirkt, seine Geschwindigkeit auf den «-fachen Wert der Anfangsgeschwindig-
keit v0 zu steigern vermag?

Lösung

Wir gehen von dem Satz aus, der besagt, daß die Arbeit, welche die auf einen Massen-
punkt wirkende Kraft längs eines bestimmten Weges verrichtet, gleich dem Zuwachs an
kinetischer Energie des Massenpunktes ist. Also finden wir

Fs = mv 2 ----  mvQ = -i- mn 2 v — mv = -i- — 1).

Für den gesuchten Weg erhalten wir damit

mvl (n 2 — 1)
5 = 2F ’

41. An einer Stange der Länge / = 1 m und vernachlässigbarer Masse ist eine Kugel auf-
gehängt. Welche horizontale Geschwindigkeit muß man ihr mindestens verleihen, damit
sie bis in die höchste Stellung ausschlägt? Luftwiderstand wird nicht berücksichtigt.

Lösung

Zur Lösung dieser Aufgabe wenden wir das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen
Energie an. Die potentielle Energie beziehen wir dabei auf die horizontale Ebene, die
durch die Ruhelage der Kugel definiert ist. In der Ausgangsstellung ist dann die poten-
tielle Energie der Kugel gleich Null, und die Gesamtenergie ist durch die Größe der
kinetischen Energie gegeben. Wenn die gesuchte Geschwindigkeit v0 so groß sein soll,
daß die Kugel gerade noch ihre höchste Stellung erreicht, so hat sie in dieser höchsten
Stellung die Geschwindigkeit Null, und damit ist ihre Gesamtenergie ausschließlich
durch die ihr dann innewohnende potentielle Energie bestimmt. Wir können also wie
folgt schreiben :

1 2 o ,— mv = 2mgl,

4 Hajko, Mechanik
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und für die gesuchte Geschwindigkeit finden wir dann

vQ = 2 yjgl = 2 5/9,8! ms -2  • 1 m = 6,26 m s -1  .

42. Auf einer völlig glatten, unbeweglichen Kugel befindet sich ein Massenpunkt in labiler
Stellung. Wenn wir ihn aus der Gleichgewichtslage auslenken, wird er sich zunächst auf
der Kugeloberfläche bewegen. In welchem Abstand vom höchsten Punkt der Kugel
verläßt der Massenpunkt ihre Oberfläche, und in welchem Abstand vom senkrechten
Durchmesser der Kugel trifft er auf eine horizontale Unterlage, wenn der Radius der
Kugel mit R = 1,5 m angegeben ist?

Lösung

Beim Studium der Bewegung eines Massenpunktes
auf einer Kugeloberfläche erscheint es zweckmäßig,
sich auf den Standpunkt eines Bezugssystems zu
stellen, das mit dem bewegten Massenpunkt fest
verbunden ist. Der Massenpunkt bleibt bei seiner
Bewegung so lange auf der Kugeloberfläche, wie
seine Gewichtskomponente in Richtung zum Kugel-
zentrum größer als die Zentrifugalkraft ist. Für den
Punkt, in dem der Massenpunkt die Kugelober-
fläche verläßt, kann nach Bild 22 geschrieben
werden :

v 2
mg cos <p = m — .

R
_ h

Unter Berücksichtigung von cos (p = -------- geht die vorstehende Gleichung über in
R

JD _ L -.2

= V , d .h . ,  g (R-h)  = V \Jx A (1)

In Gl. (1) haben wir zwei Variable: h und v.
Eine weitere Gleichung für die Bestimmung dieser beiden Unbekannten erhalten wir
aus dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie. Nach Durchlaufen des
Weges s verringert sich die potentielle Energie um den Wert mgh, und dafür wächst
seine kinetische Energie auf der gleichen Wegstrecke um x /2 mv 2 an, so daß wir finden:

mgh = mv2 , d. h., 2gh = v 2 . (2)

Aus den Gin. (1) u. (2) erhalten wir

g(R — h) = 2gh, d. h., h = — = 0,5 m.

Auf der Kugeloberfläche durchläuft der Massenpunkt den Weg s = R<p. Da cos <p =
jg _ h 2

= — - — = — , <p = 48° und im Bogenmaß <p = 0,838, können wir die Weglänge s
R 3
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bestimmen zu

s = R<p = 1,5 m • 0,838 = 1,26 m.

Aus Gl. (2) erhalten wir für die Geschwindigkeit

v = - Igh = y/2 �v 9,81 m s' 2 • 0,5 m = 3,13 m s’ 1 .

Die Zeit t, nach welcher der Massenpunkt die horizontale Ebene erreicht, auf der die
Kugel liegt, erhalten wir aus der Beziehung

2R — h = vt sin 92 + ~ gt 2 .

Diese quadratische Gleichung nach t aufgelöst ergibt

(0,51 s
f l  - 2 ~ 1 -0 ,99s

Die negative Wurzel hat offenbar keinen physikalischen Sinn. Für den Abstand Kugel-
durchmesser - Auftreffpunkt ergibt sich

2
d = vt cos <p + R sin <p = 3,13 m s -1  • 0,51 s • — + 1,5 m • 0,743 = 2,20 m.

43. In einer Metallkugel mit dem Radius R wurde ein kugelförmiger Hohlraum mit dem
Radius r = R/2 hergestellt (Bild 23). Es ist zu ermitteln, durch welche Kraft der auf
diese Weise geschaffene Körper auf eine Kugel der Masse m wirkt, die sich in einem
Abstand d vom Mittelpunkt der ursprünglichen Metallkugel befindet, wenn deren
Masse mit M angegeben ist.

Lösung

Die ursprüngliche Metallkugel der Masse M
würde auf den Massenpunkt m durch eine
Kraft der Größe

mM
r ' - '  —

einwirken. Es läßt sich nämlich nachweisen, daß das Gravitationsfeld in der Umgebung
eines homogenen Körpers von Kugelform das gleiche ist wie das eines Massenpunktes
gleicher Masse, der an der Stelle des Kugelmittelpunktes liegt. Die Kraft Fo kann als
Summe zweier Kräfte aufgefaßt werden: FX9 mit der das Gebilde, das wir durch
Herstellen des angegebenen Hohlraums erzielt haben, auf den Massenpunkt m
wirkt, und F± , mit welcher der Metallteil der Masse m' wirkt, der in der Kugel mit dem
Mittelpunkt 5i und dem Radius r = R/2 liegt. Es ist also

Fq = Fx + Fi .
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Für die Kraft Fi gilt offensichtlich entsprechend dem Gravitationsgesetz

„ mm' mM

weil
, M 4 R3 M

Für die gesuchte Kraft resultiert demnach

44. In welchem Punkt auf der direkten Verbindungslinie zwischen Erde und Mond ist die
Stärke des gemeinsamen Gravitationsfeldes gleich Null, wenn die Masse des Mondes
1 /8 i der Erdmasse beträgt?

Lösung

Die Bedingung der Kompensation der beiden Gravitationsfelder wird entsprechend der
Bezeichnung in Bild 24 erfüllt, wenn

Ä+E 2 =0,  d .h . ,  |£i |  = |£ | .  (1)

Wenn wir den Abstand der beiden Mittelpunkte der Himmelskörper mit d angeben und
den Abstand des Gravitationsnullpunktes vom Erdmittelpunkt mit der Größe x, dann
gilt offenbar

M Vsi M
x 2 (d — x) 2

woraus resultiert x = 9 (d — x), so daß x = 9 / i 0  d = 0,9 d gefunden wird.
Der Gravitationsnullpunkt der beiden Felder der Erde und des Mondes liegt auf der
Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte im Abstand x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt aus

45. Berechnen Sie Potential und Stärke des Gravitationsfeldes eines Stabes der Masse m
und der Länge l an einem Ort P, der im Abstand a vom Stabende in der Richtung des
Stabes gelegen ist (Bild 25).
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Lösung

Der Anteil des Massenelements dm des Stabes am Gesamtpotential im Punkt P ist

weil dm = (w//) dx ist. Durch Integration über den ganzen Stab erhalten wir das
Potential

i
m f dx m „ z x , m „ l + a

V= ~ v 7 77~ = -r 7 (x + <z)]o = -7 7 In — — .I J x a l l a

Die Gravitationsfeldstärke ermitteln wir aus der Beziehung E = — grad V. In unserem
Beispiel heißt das, daß wir schreiben können

dF m a a—l—a m
E= - v 7T+-g e=v  iTä) Q ’

wobei q den Einheitsvektor in der in Bild 25 angegebenen Richtung darstellt.

46. Errechnen Sie Potential und Stärke eines Gravita-
tionsfeldes, das von einer Kreisplatte (Masse m,
Radius r) ausgeht, für einen Ort P auf der zur Platte
senkrecht stehenden Mittelpunktsachse im Abstand a
nqu  der Platte. Die Dicke der Platte werde vernach-
lässigt.

Lösung

Der Anteil eines Massenelements dm der Platte, das
als kreisringförmiges’Element der Breite dx gewählt
wurde (Bild 26), an dem gesamten im Punkt P auftretenden Potential ist

—z 2ttx dx
7vr 2dm

dr  = — y — = — y
s

Durch Integration über die ganze Platte erhalten wir das wirkende Gesamtpotential zu
r

2m r xdx 2m r /— —

0

= -y 77 [V'' 2 +«2 ~«2]-
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Für die Gravitätionsfeldstärke im Punkt P kann dann geschrieben werden

, dF  2m F a 1E = — grad V = — q = — y —r z �v ---------- 1 Q =
da r 2 LVH+a 2 J

2m a
7 —r 2

1 ----
y/r 2 + a2 .

Q

47. Welche Horizontalgeschwindigkeit v muß man irgendeinem Körper in einer Höhe
h = 500 km über der Erdoberfläche vermitteln, damit er als künstlicher Erdsatellit auf
einer Kreisbahn die Erde umfliegt? Der Erdradius beträgt 6370 km (Bild 27).

Lösung

Die Geschwindigkeit v muß der Bedingung genügen, daß die Fliehkraft,
die auf einer Kreisbahn eines fliegenden Körpers angreift, gleich der in der / j
vorgegebenen Höhe wirksamen Gravitationskraft ist. Es muß also gelten I ]F

v 2 mM Zdix 
X ------

r + h (r + h) 2 Bild 2 7

(y Gravitationskonstante, M Erdmasse).
Zwischen der Gravitationskraft Fo , die auf den gegebenen Körper an der Erdoberfläche
wirken würde, und der Gravitationskraft F, die auf den gleichen Körper in der Höhe h
über der Erdoberfläche wirkt, besteht die Beziehung

denn

mM „ mM
F = 7 ; Fo =V~T •(r + h) 2 r 2

Da Fo = mg ist mit g = 9,81 m s -2  , resultiert aus Gl. (1)

v 2 _ r 2

r + h = 8 (r + h) 2 ’

so daß die gesuchte Geschwindigkeit gefunden wird zu

9,81 m s" 2

6870 • 10 3 m
= 6370 • 10 3 m • = 7600 ms -1  .

48 . Berechnen Sie die kinetische Energie W k eines Körpers der Masse m, der sich im freien
Fall aus großer Höhe H der Erde nähert, im Moment seines Auftreffens auf die Erd-

, Oberfläche. Der Erdradius werde mit r angegeben. Wie groß wäre die Energie für den
Fall Der Luftwiderstand bleibt unberücksichtigt.
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Lösung

Wir wenden das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie an. In der Aus-
gangshöhe H über der Erdoberfläche, von wo aus sich der Körper der Erde im freien
Fall nähert, hat er nur potentielle Energie, die durch die Beziehung gegeben ist:

TT/ 1 ?mM rr HJVP = -ymMl—- ----------- - -  H==  mgr ,
\H + r r j r (H + r) r + H

denn es ist g = y — .
r 2

Im Moment des Auftreffens auf die Erdoberfläche hat der Körper nur kinetische
Energie, für die sich aus dem Gesetz von der Erhaltung der mechanischen Energie
ergibt:

= mgr — —- .
r + H

Und für den Fall r finden wir

= mgr.

49. Ein Körper werde von der Erdoberfläche aus mit der Geschwindigkeit v Q senkrecht auf-
wärts geworfen. Welche Höhe erreicht er, und wie groß müßte die Anfangsgeschwindig-
keit mindestens sein, damit der Körper nicht auf die Erde zurückfällt? Der Luftwider-
stand bleibt unberücksichtigt.

Lösung

Wir beziehen uns wiederum auf das Gesetz von der Erhaltung der mechanischen
Energie. Die Gesamtenergie des Körpers ist im Moment seines Starts allein durch den
Wert seiner kinetischen Energie bestimmt, da die potentielle an der Erdoberfläche gleich
Null ist. In der Maximalhöhe H, die der Körper erreicht, ist die Gesamtenergie anderer-;
seits ausschließlich durch seine potentielle Energie vorhanden. Beziehen wir diese po-
tentielle Energie auf die Erdoberfläche, so können wir schreiben:

1 2 ( 1 1 \mv2 = -ymM — - ------- .
2 \ r  + H r /

M
Da g = y — ist, kann die vorhergegangene Gleichung auch in die Form gebracht

r 2

werden:

1 2 H

-2 mV mgr 7TH-

Daraus ergibt sich für die gesuchte Maximalhöhe H der Wert

gr — vl
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Im Falle, daß wir nur ein einziges Gravitationsfeld, nämlich das irdische, vorliegen
haben, lautet die Bedingung dafür, daß der Körper nicht wieder zur Erde zurückfällt,
daß er also bis in die Höhe H = oo fliegt, wie folgt:

2gr — v% = 0 ,

so daß die Startgeschwindigkeit mindestens einen Wert von

vQ = y/ 2gr = 11 200 ms -1

haben muß, die sog. 2. kosmische Geschwindigkeit.

50. Mit welcher Mindestgeschwindigkeit müßte eine Rakete von der Erde aus gestartet
werden, damit sie auf den Mond trifft? Wie groß ist in diesem Fall die Aufschlag-
geschwindigkeit auf der Mondoberfläche? Der Abstand der Mittelpunkte der Erde und
des Mondes beträgt im Mittel d = 380 000 km, der Erdradius ist rB = 6370 km, der
Mondradius rM = 1 /4 rB . Die Mondmasse beträgt 1 /8 i der Masse der Erde.

Lösung

Zur Lösung dieses Problems wenden wir wieder das Gesetz von der Erhaltung der me-
chanischen Energie an, da wir den Luftwiderstand in der Erdatmosphäre unberück-
sichtigt lassen. Da man mit hinreichender Genauigkeit Mond und Erde als Kugel-
körper ansehen kann, sind ihre jeweiligen Gravitationsfelder ebensogroß wie die von
Massenpunkten mit der Erd- bzw. Mondmasse, die im Erd- bzw. Mondmittelpunkt
liegen. Bei der Bewegung der Rakete von der Erde zum Mond wird das Gravitations-
feld der Erde eine Bremswirkung ausüben, während das Gravitationsfeld des Mondes
im Gegensatz dazu eine beschleunigende Wirkung ausübt. Nach dem Resultat des Bei-
spiels 44 (Bild 24) wird das Gravitationsfeld der Erde bis zu jenem Punkt hin über-
wiegen, der vom Erdmittelpunkt die 4 Strecke x = 9 / 10 d entfernt liegt, während hinter
diesem Punkt dann das Gravitationsfeld des Mondes überwiegt. Es reicht also aus, der
Rakete eine solche Geschwindigkeit zu erteilen, die es ihr erlaubt, bis 211 dem Punkt zu
gelangen, der vom Erdmittelpunkt den Abstand x hat. Von da an wird sie dann unter
dem Einfluß des überwiegenden Mond-Gravitationsfeldes mit einer beschleunigten Be-
wegung auf den Mond zu fallen. Es kann daher geschrieben werden:

1 _ mME— mv 2 — y -------
2 rE

mM M mME mM M
-------- = —v ------- — y ----- - ,
d - rE ' 0,9d---------0,1 J

wobei wir auf der linken Seite der Gleichung die Summe von kinetischer und potentieller
Energie der Rakete an der Erdoberfläche und auf der rechten Seite die Gesamtenergie
der Rakete im Punkt x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt finden. Diese Gesamtenergie be-
steht hier wieder nur aus der potentiellen, da die Geschwindigkeit und damit die kine-
tische Energie an diesem Punkt gleich Null angesetzt werden. Für die gesuchte minimale
Abschußgeschwindigkeit der Rakete von der Erdoberfläche kann also geschrieben
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werden

v 2 = 2 vMv ---------------1---------------------------------
L Ve 0,9t/ 81( t / - r E) 81 • 0,1t//

o /1 rE I rE rE \
\ 0,9d 81(rf - rE) 81 • 0,\d) ’

so daß gefunden wird

v = V2 rE -0,98 = 11,2km s’ 1 • 0,99 = 11,09 km S’ 1 .

Für die Geschwindigkeit v*, mit der die Rakete auf dem Mond auftrifft, kann analog
geschrieben werden

mM E mM M 1 *  o mME— v ------- v - - - -  = — mv* — v ---------- y --------r 0,9t/ Z 0,1t/ 2 rM d- r M

da wir auf der linken Seite der Gleichung den Wert der Gesamtenergie der Rakete im
Punkt mit dem Abstand x = 0,9 d vom Erdmittelpunkt und auf der rechten wiederum
die Gesamtenergie der Rakete beim Auftreffen auf die Mondoberfläche dargestellt
haben. Nach einer Umformung folgt zunächst

„*2 = 2 r„ Mm ( i _ 81fM _ rM 
+ 

8ifM \i
L I m \  0,94? 0,ld d - r M / J ’

und mit den Massen bzw. Radien können wir schreiben

*2 o T 1 L S l rE rE 81rE \1
[4 • 81 Z rE \ 4 • 0,9t/ 4 • 0,1t/ 4(tZ - |r E /J

_ 1 2 [ i  S l rE ?e . S l rE 1
“ 4 -81  grE [ 4 • 0,9d 4 • 0,14/ + 4(rf - Jr E)J  ’

so daß wir schließlich für die Auftreffgeschwindigkeit finden

v* = sj 2grE • 0,91 = - • 11,2 km s -1  • 0,95 = 0,591 km s ' 1 .
18 18 -----------------

Aufgaben

33. An zwei gleich langen Ketten AC und
BC (Bild 28), die in den Punkten A und
B befestigt sind, hängt ein Körper K.
Wie groß muß die Länge l der Ketten
sein, wenn die Kraft, durch die eine
Kette gespannt wird, maximal die

Größe To . haben darf und der Abstand
AB = 2a gegeben ist?

34. An drei symmetrisch angeordneten Sei-
len ist ein Körper Kauf gehängt (Bild 29).
Wieviel wiegt er, wenn die Länge eines
jeden Seiles Z = 1 m ist, die Befesti-



58 1. Mechanik

gungspunkte ein gleichseitiges A ABC
mit der Seite a = 1 m bilden und wenn
die einzelnen Seile jeweils durch die
Kraft F = 24,55 N gespannt werden?

37. Eine Granate der Masse m = 24 kg
verläßt ihren Lauf mit einer Geschwin-
digkeit vQ = 500 ms -1  . Der Lauf sei
2 m lang. Wie groß ist der Durch-
schnittswert der im Lauf auf die Granate
wirkenden Kraft?

38. Stellen Sie fest, in welchen Punkten der
Erdoberfläche Zentrifugalkraft und Co-
RiOLis-Kraft unter gleichartigen Bedin-
gungen ihren maximalen und minimalen
Wert aufweisen.

39. Ein Eisenbahnwaggon bewegt sich auf
einer horizontalen geraden Strecke. Er
wird mit einer Kraft gebremst, die genau
ein Zehntel seines Gewichts ist. Bestim-
men Sie die Zeit, die vom Beginn der
Bremsung bis zum Stillstand vergeht,
sowie die Strecke, die er dabei zurück-
legt, wrenn der Waggon im Moment des
Bremseinsatzes eine Geschwindigkeit
von 72 km h -1 innehatte.

40. Wie groß ist das scheinbare Gewicht
einer 75 kg schweren Person in einem
Aufzug, der sich
a) mit einer Verzögerung von 0,2 ms -2

aufwärts und mit einer Beschleunigung
von 0,2 ms -2  abwärts bewegt,
b) mit einer Beschleunigung von
0,15 m s -2  aufwärts und mit einer Ver-
zögerung von 0,15 ms-2  abwärts be-
wegt?

41. Zwei gleich große kugelförmige Körper
werden aus verschiedenen Werkstoffen
mit den Dichten pi und q2 gefertigt.
Beide Kugeln fallen in Luft. Unter der
Voraussetzung, daß der Luftwiderstand
proportional dem Geschwindigkeits-
quadrat ist, soll ermittelt werden, in wel-
chem Verhältnis die von beiden Kugeln
erreichten Maximalgeschwindigkeiten
stehen.

42. Eine Kugel der Masse m dringt mit einer
Anfangsgeschwindigkeit v0 in ein hem-
mendes Medium ein, dessen Wider-
stand F proportional zur Geschwindig-
keit eines Massenpunktes wächst, d. h.,

Bild 29

35. Ein Körper wird durch die Wirkung der
Kraft F = 0,02 N in Bewegung versetzt
und legt während der ersten vier Se-
kunden seiner Bewegung eine Strecke
von 3,2 m Länge zurück. Wie groß ist
seine Masse, und welche Geschwindig-
keit wird er am Ende der fünften Se-
kunde seiner Bewegung haben?

36. Eine Granate der Masse m = 5 kg ver-
läßt ihren Lauf mit einer Geschwindig-
keit v 0 = 1200 ms -1  . Wie groß war die
im Lauf wirkende Kraft unter der An-
nahme, daß die Bewegung der Granate
im Lauf gleichförmig beschleunigt ver-
lief und 0,01 s dauerte? Welche Arbeit
wurde dabei von der beschleunigenden
Kraft verrichtet?
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49. Ein hölzerner Zylinder ist zu 2 / 3 seiner
Länge in Wasser untergetaucht. Welche
Arbeit muß zum Herausziehen des Zy-
linders aus dem Wasser verrichtet wer-
den, wenn sein Radius r = 0,1 m und
seine Länge 7z = 0,6 m ist?

50. Ein Geschoß der Masse m = 0,02 kg
erreicht mit einer Geschwindigkeit v0 =
= 400 ms -1  einen Baum. Wie tief
dringt es in ihn ein, wenn der Wider-
stand des Holzes F = 1000 kp beträgt?

51. Ein Körper der Masse m = 100 kg be-
wegt sich mit einer Geschwindigkeit
vQ = 20 km h -1  . Er soll auf einem 20 m
langen Weg zum Stillstand gebracht wer-
den. Mit welcher konstanten Kraft muß
seine Bewegung abgebremst werden?

52. Ein mit der Geschwindigkeit =
= 60 km h -1  fahrender Zug kann durch
Anlegen der Bremsen auf einer Strecke
St = 400 m zum Halten gebracht wer-
den. Welche Geschwindigkeit dürfte der
Zug haben, wenn er durch gleichmäßiges
Bremsen auf einer Strecke s2 = 100 m
zum Halten gebracht werden soll?

53. Ein Körper der Masse m = 0,8 kg wird
senkrecht nach oben geworfen. In der
Höhe h = 10 m hat er noch eine kine-
tische Energie von W k = 200 Nm. Wel-
che Maximalhöhe kann der Körper er-
reichen?

54. Wie groß ist die maximale Leistung
eines Wasserrades, dessen Antrieb
durch Wasser erfolgt, das aus einer
Höhe 7z = 10 m herabfällt, wenn in
einer Sekunde jeweils 150 1 Wasser zur
Verfügung stehen?

55. Berechnen Sie die Leistung des Motors
eines LKW, der. sich mit konstanter
Geschwindigkeit v = 30 km h -1  auf
einer Straße mit 5% Steigung bewegt,
wenn die Gesamtmasse des Fahrzeuges
m = 5000 kg beträgt. Der Reibungs-
widerstand wird vernachlässigt.

56. Ein Stein A befindet sich auf dem höch-
sten Punkt eines halbkugelförmigen,

F = — kv. Welchen Weg legt die Kugel ,
bis zum Stillstand zurück, wenn außer
dem Widerstand des hemmenden
Mediums keine andere Kraft auf sie
wirkt?

43. Ein Stein der Masse m = 3 kg hängt
an einem Faden der Länge Z = 1 m
und führt in vertikaler Ebene eine Be-
wegung auf einer Kreisbahn aus. Es ist
die kleinste Winkelgeschwindigkeit für
den Umlauf des Steins auf der Kreis-
bahn zu finden, bei der der Faden reißen
würde, wenn dazu eine Kraft von
F = 88,3 N notwendig ist.

44. Ein Ball der Masse m = 0,1 kg wurde
durch Anstoß so in Bewegung versetzt,
daß seine Geschwindigkeit v = 10 ms -1

beträgt. Welche Kraft wirkte auf ihn,
wenn die Dauer des Kraftstoßes t =
— 0,01 s betrug?

45. Der Motor eines Autos mit der Ge-
samtmasse m = 960 kg entwickelt eine
Zugkraft von 1600 N. In welcher Zeit
kann der Wagen eine Geschwindigkeit
von 54 km h“  1 erreichen?

46. Ein Waggon mit der Masse m =
= 16000 kg bewegt sich geradlinig mit
einer Anfangsgeschwindigkeit von v0 =
= 5ms -1 . Wie groß ist der Mittelwert
der auf den Waggon wirkenden Rei-
bungskraft, wenn dieser dadurch inner-
halb einer Minute zum Halten kommt?

47. Welche Arbeit verrichtet ein Pferd, das
einen Wagen von 1500 kg Masse mit
konstanter Geschwindigkeit 600 m weit
zieht und dabei eine Reibung von 0,8 %
des Wagengewichts überwindet?

48. Eine stählerne Spiralfeder der Länge
Zo = 0,8 m wird unter Einwirkung der
Kraft Fi = 2 kp um die Länge Xi =
= 0,05 m gedehnt. Welche Arbeit wird
bei einer Dehnung der Spiralfeder auf
das Zweifache ihrer ursprünglichen
Länge benötigt, wenn die Kraft, die
diese Arbeit verrichtet, proportional der
Ausdehnung der Feder ist?
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glatten Körpers mit dem Radius r
(Bild 30). Wir verleihen ihm in horizon-
taler Richtung eine Anfangsgeschwin-
digkeit v0 . Es ist zu ermitteln, von wel-
chem Punkt aus der Stein die Oberfläche

im Punkt P auf der Kreisachse im
Abstand 5 von seinem Mittelpunkt
(Bild 31).

59. Ermitteln Sie die Beschleunigung, mit
der ein Körper auf die Mondoberfläche
fallen würde, wenn wir voraussetzen,

seiner halbkugeligen Unterlage verläßt.
Bei welchem Wert der Anfangsgeschwin-
digkeit v0 verläßt der Stein seine Un-
terlage bereits im Auflagepunkt?
Der Reibungswiderstand wird vernach-
lässigt.

57. Wie groß ist der Unterschied der Gra-
vitationskraft, mit der die Erde auf
einen Körper wirkt, der einmal in einer
Höhe h = 6400 m über NN, ein an-
deres Mal direkt auf NN liegt? Der
Erdradius ist r = 6370 km.

58. Berechnen Sie Potential und Stärke des
Gravitationsfeldes eines Drahtes der
Masse m, der in die Form eines Krei-
ses mit dem Radius r gebogen wurde,

Bild 31

daß auf den Körper nur das Gravita-
tionsfeld des Mondes wirkt, und wenn
bekannt ist, daß für Masse und Radius
des Mondes die Werte Af M = Vsi Af E

und rM = 1 /4 rE gelten (Af E Erdmasse,
rE Erdradius).

60. Berechnen Sie die notwendige An-
fangsgeschwindigkeit vQ , die man einem
Körper vermitteln muß, der sich senk-
recht aufwärts bis zu einer Höhe vom
Wert des Erdradius (6370 km) über die
Erdoberfläche bewegen soll. Der Luft-
widerstand wird vernachlässigt.

1.3.  Dynamik des Systems von Massenpunkten und des starren Körpers

Unter dem Schwerpunkt des Systems aus zwei Massenpunkten verstehen wir den-
jenigen Punkt auf ihrer Verbindungslinie, der diese im umgekehrten Verhältnis der
Massen beider Massenpunkte teilt.
Den gemeinsamen Schwerpunkt dreier Massenpunkte definieren wir als den Punkt
auf der Verbindungslinie des Schwerpunktes der beiden ersten Massenpunkte und
des dritten, der diese Verbindungslinie wieder im umgekehrten Verhältnis der Massen-
summe der ersten beiden Punkte und des dritten teilt.
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Ähnlich können wir die Definition des Schwerpunktes auf ein System von beliebig
vielen Massenpunkten erweitern.
Der Ortsvektor des Schwerpunktes eines Systems von Massenpunkten r*  bezüglich
eines bestimmten Bezugspunktes ist durch die folgende Beziehung gegeben:

=

(fi Ortsvektor des z-ten Punktes des Systems bezüglich desselben Bezugspunktes,
mt Masse des z-ten Punktes).
Der Zusammenhang zwischen den Schwerpunktkoordinaten des Systems von Massen-
punkten und den zugehörigen Massenpunktkoordinaten des Systems ist analog durch
die Beziehungen

= . * = Y m iyi . z * =

Y m t ’ Y m t ’ X m i
gegeben.
Den Ortsvektor bzw. die Schwerpunktkoordinaten eines homogen mit Masse er-
füllten Körpers bestimmen wir durch Volumenintegration aus

J* r dm J Qr dr

J dm J q dr

bzw.

@x dr / Qy dr / qz dr
x* = - -------- • y* = 3—: ----- • 2* = --------- ,

J q dr J q dz J q dr

wobei q die Dichte, die an verschiedenen Stellen des Körpers verschieden sein kann,
und dr das Volumenelement ist.

Das Drehmoment M hinsichtlich eines bestimmten Bezugspunktes O definieren wir
durch die Beziehung

M = r x F

(f Ortsvektor des Angriffspunktes der Kraft bezogen auf den Punkt O).

Analog definieren wir den Drehimpuls L eines Massenpunktes hinsichtlich des Bezugs-
punktes O durch die Beziehung

L = r x mv

(r Ortsvektor des Massenpunktes bezüglich des Punktes O).
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Der Zusammenhang zwischen dem Moment der auf einen Massenpunkt - hinsicht-
lich eines bestimmten Bezugspunktes - wirkenden Kraft und dem Drehimpuls des
Massenpunktes -bezüglich desselben Bezugspunktes - ist durch die Beziehung gegeben :

Es kann nachgewiesen werden, daß die Projektion des Drehmoments bezüglich eines
Punktes auf einer bestimmten Geraden - und in deren Richtung - vom Ort des auf
der Geraden gewählten Punktes unabhängig ist. Eine solche Projektion des Dreh-
moments in Richtung einer bestimmten Geraden bezeichnen wir als Drehmoment
bezüglich einer Geraden (Achse).
Als ein Kräftepaar  bezeichnen wir zwei gleich große Kräfte entgegengesetzter Rich-
tung, die an zwei verschiedenen Punkten eines Körpers angreifen und deren Ver-
bindungslinie nicht in die Kräftegerade derjenigen Kräfte fällt, die das Paar bilden.
Das Moment des Kräftepaares wird durch das Produkt des Wertes der das Paar
bildenden Kräfte und dem Abstand der Kräftegeraden gebildet.
Die Bewegung eines Systems von Massenpunkten bzw. eines Körpers wird durch die
beiden Impulssätze beschrieben.

Der 1. Impulssatz besagt:
Die Summe aller Außenkräfte, die auf die einzelnen Punkte eines Systems wirken, ist
gleich der Ableitung der gesamten Bewegungsgröße des Systems nach der Zeit,
Mathematisch kann er durch die Gleichung

p = L
ät

ausgedrückt werden, wobei F = und p = ist.
Dem ersten Impulssatz gleichbedeutend ist der Satz von der Bewegung des Schwer-
punktes. Er besagt:
Unter der Einwirkung äußerer Kräfte bewegt sich der Schwerpunkt eines Systems
von Massenpunkten bzw. eines Körpers so, als ob die Gesamtmasse des Systems bzw.
des Körpers im Schwerpunkt konzentriert wäre und alle Kräfte im Schwerpunkt an-
griffen.
Mathematisch kann dieser Satz durch folgende Gleichung ausgedrückt werden:

ma* — F

(m Gesamtmasse des Massenpunktsystems bzw. des Körpers, a* Schwerpunkt-
beschleunigung, F = Vektorsumme aller auf das Massenpunktsystem bzw. auf
den Körper wirkenden Außenkräfte). Wenn die Summe der äußeren Kräfte gleich
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Null ist oder wenn äußere Kräfte nicht vorhanden sind (isoliertes, abgeschlossenes
System), verändert sich die Schwerpunktlage nicht. Dieser Sachverhalt findet seinen
Ausdruck im Gesetz von der Erhaltung des Schwerpunktes eines abgeschlossenen
Systems.
Der 2. Impulssatz besagt:
Die Summe der Momente aller äußeren Kräfte, die auf die einzelnen Massenpunkte
eines Systems hinsichtlich eines bestimmten Bezugspunktes wirken, ist gleich der Ab-
leitung des Gesamtdrehimpulses des Systems (hinsichtlich desselben Bezugspunktes) nach
der Zeit.
Mathematisch kann er durch die folgende Gleichung ausgedrückt werden:

wobei m = X x und L = Ut x m $t
Für ein abgeschlossenes System von Massenpunkten, d. h., für ein System, auf das
nur innere Kräfte wirken (äußere sind nicht vorhanden), ergeben sich aus dem 1. und
2. Impulssatz zwei Erhaltungsgesetze: das Gesetz von der Erhaltung der Bewegungs-
größe und das Gesetz von der Erhaltung des Drehimpulses.
Das Gesetz von der Erhaltung der Bewegungsgröße besagt:
Die Gesamtbewegungsgröße eines abgeschlossenen Systems ist konstant, d. h.

p = X mißt = const.

Das Gesetz von der Erhaltung  des Drehimpulses besagt:
Der Gesamtdrehimpuls eines abgeschlossenen Systems ist konstant, d. h.

L = X r i x mjVi = const.

Im Gleichgewicht befindet sich ein Körper dann, wenn die folgenden Bedingungen er-
füllt sind:
1. Die Summe aller auf den Körper wirkenden äußeren Kräfte ist gleich Null, d. h.,

X = 0 ;
2. Die Summe der Momente aller äußeren Kräfte hinsichtlich eines beliebigen Punktes
ist gleich Null, d. h., x Ft = 0 .
Wenn irgendein Körper sich um eine feste Achse dreht, nimmt seine Bewegungs-
gleichung die Form an:

M = J <x,

wobei <x die Winkelbeschleunigung, M die Projektionsgröße des Gesamtmoments
der äußeren Kräfte in Richtung der Drehachse, d. h. der Betrag des Gesamtmoments
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der äußeren Kräfte hinsichtlich der Drehachse, und J das sog. Massenträgheitsmoment
des Körpers bezüglich der Drehachse ist, das durch die Beziehung

definiert wird (r t Abstand des Massenpunktes von der Drehachse). Bei Körpern,
die homogen mit Masse erfüllt sind, gilt dafür

J = J r 2 dm = J Qr 2 dr,

wobei die Integration über das gesamte Volumen des betreffenden Körpers ausgeführt
werden muß.
Die Berechnung der Trägheitsmomente von Körpern in bezug auf beliebige Achsen
wird durch einige Lehrsätze erleichtert, insbesondere durch den Satz von Steiner, der
besagt:
Das Massenträgheitsmoment J eines Körpers, bezogen auf eine beliebige Drehachse,
ist gleich seinem Massenträgheitsmoment Js , bezogen auf die parallele Schwerpunkt-
achse, vermehrt um das Produkt aus Masse und dem Quadrat des Abstandes beider
Achsen.
Mathematisch kann man den Satz durch die Beziehung ausdrücken:

J = Js + ma 2

(m Gesamtmasse, a Abstand des Schwerpunktes von der Drehachse).
Das Trägheitsmoment eines Körpers hinsichtlich irgendeiner beliebigen Achse kann
allgemein durch die Gleichung

J = (Tq) q

ausgedrückt werden, wobei T der Tensor der Bewegungsgröße eines Körpers in
einem bestimmten Punkt einer Geraden und q der Einheitsvektor in Richtung der
Geraden, hinsichtlich der wir das Trägheitsmoment suchen, ist.
Bei spezieller Wahl eines geeigneten Koordinatensystems, wenn die Koordinaten-
achsen in Richtung der Achsen eines Trägheitsellipsoids fallen (Hauptträgheits-
achsen), kann der Tensor der Bewegungsgröße eines Körpers, z. B. im Schwerpunkt,
durch folgende einfache Beziehung ausgedrückt werden:

7$ = Js l  li + JsiJJ + Js kk (1)

(Tsi, TS2? JS 3 Trägheitsmomente des Körpers bezüglich seiner Hauptträgheits-
achsen: Hauptträgheitsmomente). Die Hauptträgheitsachsen sind dadurch gekenn-
zeichnet, daß für eine von ihnen das Trägheitsmoment ein Maximum, für eine andere
ein Minimum ist und daß alle drei Achsen aufeinander senkrecht stehen.
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Unter Berücksichtigung von Gl. (1) kann man das Trägheitsmoment eines Körpers
bezüglich einer durch seinen Schwerpunkt gehenden Achse, die mit den Hauptträg-
heitsachsen die Winkel a, ß, y einschließt, durch folgende Beziehung ausdrücken:

J = (Ts q) q = JS i cos 2 <x + JS2 cos 2 ß + JS3 cos 2 y .

Die allgemeine Bewegung eines Körpers kann als die Summe der Translations-
bewegung seines Schwerpunktes und der Rotation des Körpers um die durch seinen
Schwerpunkt gehende Achse angesehen werden.
Die kinetische Energie eines Körpers, der eine Drehbewegung mit der Winkelgeschwin-
digkeit co um eine feste Achse ausführt, errechnet man aus

W k =—Jw 2 ,
2

wobei J das Trägheitsmoment des Körpers bezüglich der gewählten Drehachse ist.
Die Arbeit, welche die äußeren Kräfte bei der Drehung eines Körpers um einen be-
stimmten Winkel <p verrichten, ist durch die Beziehung

W = M(p

gegeben, wenn der Wert des Kräftemoments M bezüglich der Drehachse konstant ist.
Diese Arbeit ist gleich der Zunahme der kinetischen Energie der Rotation des Körpers
in diesem Drehabschnitt.
Allgemein ist die gesamte kinetische Energie eines Körpers als Summe der kineti-
schen Energie der Translation des Schwerpunktes mit der Gesamtmasse m des
Körpers und seiner kinetischen Energie der Rotation um eine Schwerpunktachse
gegeben. Es ergibt sich so

W k =—mv 2s 4- — Js <o 2 .
2 2

Auch bei dieser allgemeinen Bewegung eines Körpers gilt das Gesetz von der Er-
haltung der mechanischen Energie, solange es tatsächlich nur zu Umwandlungen der
einen Form mechanischer Energie in eine andere kommt und Umwandlungen in nicht-
mechanische Energieformen (innere, elektrische usw.) ausgeschlossen sind.
Jeder Körper stellt ein physikalisches Pendel dar, wenn er so befestigt ist, daß er sich
unter der Wirkung seines Eigengewichts um eine nichtvertikale Achse drehen kann,
die nicht durch seinen Schwerpunkt verläuft.
Wenn es sich um ausreichend kleine Auslenkungen <p aus der Gleichgewichtslage
handelt, kann die Bewegungsgleichung des physikalischen Pendels in der Form ge-
5 Hajko, Mechanik
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schrieben werden

d 29? mga
~~T <P

(m Gesamtmasse des Pendels, a Abstand des Schwerpunkts von der Drehachse,
J Trägheitsmoment des Pendels bezüglich der Drehachse).
Als Lösung dieser Differentialgleichung finden wir den Ausdruck, der die Zeitab-
hängigk’eit der Auslenkung (p angibt, in der Form

(p = (p 0 cos (cot 4- oc)

(cd = Kreisfrequenz, cp 0 Amplitude, oc Phasenkonstante J.
v J J

Die Periodendauer eines physikalischen Pendels berechnen wir aus

2k / J
T = ---- = 2k  /  - - -  .

cd N mga

Für die sog. reduzierte Pendellänge eines physikalischen Pendels gilt die Beziehung

ma

Sie bedeutet den Abstand zweier bezüglich des Pendelschwerpunkts unsymmetrisch
liegender Achsen, um die das physikalische Pendel mit gleicher Periode schwingt.
Wenn sich ein Körper um eine willkürlich durch ihn gelegte Achse dreht, dann ändert
sich infolge der wirkenden Zentrifugalkräfte die Trägheit seiner Massenelemente.
Dreht sich ein Körper mit der Winkelgeschwindigkeit co um eine durch seinen Schwer-
punkt verlaufende Achse, dann hat das Gesamtmoment der Zentrifugalkräfte bezüg-
lich aller Punkte auf der Achse, also auch bezüglich des Körperschwerpunkts, den
gleichen Wert, der durch die Beziehung

M so = cd 2 U s

gegeben ist, wobei Us der Wert des sog. Auslenkungsmoments des Körpers hinsichtlich
der gegebenen Achse ist. Allgemein wird das Auslenkungsmoment bezüglich der
Achse durch die Beziehung

C/=(?e)  x q

bestimmt (T Tensor der Bewegungsgröße des Körpers im entsprechenden Punkt auf
der Achse, q Einheitsvektor, der in die Richtung der Achse fällt).
Infolge dieses Einflusses ist die Wirkung der Zentrifugalkräfte analog zur Wirkung
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des Kräftepaares, das bestrebt ist, die Körperachse aus ihrer momentanen Lage aus-
zulenken. Wenn der rotierende Körper mechanisch auf einer in Lagern fixierten
Achse liegt, entstehen dadurch in den Lagern Drücke, durch die die Lager belastet
werden.
Nur in den Fällen, da eine der Hauptträgheitsachsen Rotationsachse ist, befinden sich
die Zentrifugalkräfte im Gleichgewicht miteinander, und daher ist ihr Einfluß auf die
Lage der Achse, gegebenenfalls auf die sie führenden Lager, gleich Null.

B Beispiele

51. Aus einer homogenen kreisförmigen Platte mit dem Radius r wird ein Kreis mit dem
halben Radius der kreisförmigen Platte ausgeschnitten (Bild 32). Ermitteln Sie die Lage
des Schwerpunkts des auf diese Weise entstandenen Körpers.

Lösung

Die Lage des Schwerpunkts des angegebenen Gebildes läßt sich leicht bestimmen, indem
wir das ganze Gebilde in zwei Teile zerlegen, und zwar in den Kreis mit dem Radius r/2
mit dem Zentrum in 5i , wo sich auch der Schwerpunkt dieses Teils befindet, und dem
verbleibenden Teil, der aus Symmetriegründen seinen Schwerpunkt in So hat, d. h. im
Zentrum des Ursprungskreises. Für die Lage des resultierenden Schwerpunktes 5 gilt

woraus für das gesuchte x resultiert : x = r/6.

Bild 32

52. Bestimmen Sie die Lage des Schwerpunkts für einen homogenen Körper, der die Form
einer Halbkreisplatte mit zu vernachlässigender Dicke und dem Radius R hat.

5*
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Lösung

Bei der Wahl eines geeigneten Koordinatensystems (Bild 33) ist aus Symmetriegründen
xs = 0 .  Für ys gilt

R TZ

C C . A A 2mI I rsmg>r drdg? ——

o o
ys = -7 —

f dm

R

2 2 ' A Ays = — - r 2 sm (p dr dg? =
itR 2

0 0

m

4R
3k  ’0

wobei, wie aus dem Bild hervorgeht, für die Größen y und dm geschrieben wurde
y = r sin cp und

dm = — — r d<p dr.kR 2

53. Ermitteln Sie den Schwerpunkt eines homogenen Kreiskegels der Höhe h.

Lösung

Wenn wir den Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems in die Kegelspitze
legen und die y-Achse in Richtung der Kegelhöhe annehmen (Bild 34), dann wird deut-
lich, daß bei Wahrung der Symmetrie xs = zs = 0 ist, und für ys gilt

h

wenn wir festgelegt haben, daß

m r2  
2

3

r
da x \  y = r : 7z, folgt x = — y .

h
Der Schwerpunkt des Kegels befindet sich somit, von
der Spitze aus gemessen, im Abstand 3 /4 seiner Höhe
auf der Kegelachse.
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54. Gegeben sei ein System aus drei Massenpunkten: =0 ,05  kg; m2 =0,010 kg;
m3 = 0,015 kg. Zur Zeit t = 0 befinden sie sich in den Stellungen (3; 4 ; 5), Ä 2 (—2;
4 ;  —6), A 3 (0; 0 ; 0) in Ruhe, wobei die Koordinaten Maßzahlen in Zentimetern be-
deuten sollen. Unter der Wirkung äußerer Kräfte, deren Summe durch einen Vektor
F = 0,05 N in Richtung der x-Achse angegeben ist, setzen sich die Massenpunkte in
Bewegung. Ermitteln Sie die Lage des Schwerpunkts des Systems nach Ablauf der Zeit
t = 2 s.

Lösung

Für die Lage des Schwerpunkts des Systems zur Zeit t = 0 ergibt sich

— !- cm = - 0,17 cm;
6

mix-i + m2 x2 + m3 x3
Xsq --------------;--------;----------

+ m 2 + m 3

nWi + m2 y2 + m3 y3yso --------------:--------:----------mi + m 2 4- m3

m ! + m2z2 + m 3 z3
Zso - -  ----------:--------: ----------+ m2 + m3

35
— — cm = — 1,17cm.

30

Durch Anwenden des Satzes von der Schwerpunktbewegung erhalten wir für die Be-
schleunigung des Schwerpunkts

F 0,05 N _ 2
aso = . = 1,67 m s~ 2 .2jn t 0,03 kg

Gemäß der gegebenen Aufgabenstellung fällt die Beschleunigung in die Richtung der
x-Achse, so daß für die x-Koordinate des Schwerpunkts geschrieben werden kann

x s = xSq + -y as t 2 = —0,17 cm + y • 167 cm s -2  • 4 s2 = 3,338 m.

Für die Koordinaten ys , zs gilt offenbar: ys = y5O 5 z s = z so-

= 2 cm;

55. Im einen Ende eines Bootes, das ruhig auf dem Wasser liegt, befindet sich ein Mensch.
Um welche Strecke verändert das Boot seine Lage, wenn der Mensch an das andere
Ende des Bootes geht? Das Gewicht des Menschen sei G, das des Bootes Gi , die Länge
des Bootes sei l = 2a. Der Wasserwiderstand bei der
Bewegung des Bootes bleibt unberücksichtigt. B

M | -i a
A

Lösung
(2)

Das Boot mit dem an Bord befindlichen Menschen
kann als ein abgeschlossenes System angesehen
werden. Für dieses gilt das Gesetz von der Erhaltung
der Schwerpunktlage. In Bild 35 ist die Lage des
Bootes für die beiden Fälle dargestellt: Im Fall (1) befindet sich der Mensch am rechten
Ende des Bootes (Stellung A), im Fall (2) in Stellung B. Im ersten Fall liegt der Schwer-
punkt des Systems im Abstand xs , von der Bootsmitte O aus gesehen, in Richtung nach A.

Bild 35
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Da die Bootsmitte O zugleich auch der Schwerpunkt des Bootes ist, können wir in
Übereinstimmung mit der Schwerpunktdefinition für xs schreiben

G
a — _

g aG
Xs ~ G + Gi “ G + Gx*

g g

Beim Stellungswechsel des Menschen von A nach B verschiebt sich das Boot um die
Strecke d so, daß die Lage des neuen Schwerpunkts S' dieselbe ist wie die des ursprüng-
lichen Schwerpunkts S. Aus Bild 35 ist zu ersehen, daß gilt

56. Bis zu welcher Höhe schlägt ein ballistisches Pendel der Masse M = 10 kg aus, wenn
es von einem Geschoß der Masse m = 0,1 kg und der Geschwindigkeit v = 200 m s -1

getroffen wird?

Lösung

Wenn das Geschoß ein ballistisches Pendel trifft, vereinigt es sich mit ihm, und das
Pendel beginnt, sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit v' zu bewegen. Nach dem
Gesetz von der Erhaltung des Impulses für das aus Pendel und Geschoß gebildete ab-
geschlossene System gilt die Gleichung

mv = (M + m) v ' ,
d. h.,

, mv
v = ---------- .

M + m

Zur Berechnung der erreichten Höhe h (Bild 36) wenden wir das Gesetz von der Er-
haltung der mechanischen Energie an, das uns die Beziehung ermöglicht

-i- (M + m) v'2 = (M + ni) gh 9

d. h.,
2 _ m2v 2 __

2g 2g(M + m) 2

10~ 2 kg2 -4- 104 m 2 s- 2

“ 2 • 9,81 m s- 2 • 102 kg 2 “ 9 m -‘-

57. Welche Treibstoffmenge muß eine einfache Einstufen-
rakete aufnehmen, damit sie nach Verbrennen des ge-
samten Treibstoffs die erste kosmische Geschwindigkeit
erreicht, wenn die Leermasse der Rakete mT = 100 kg
beträgt und die relative Ausströmgeschwindigkeit der
Verbrennungsgase vr = 3000 ms-1  ist? Bild 36
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Lösung

Diese Aufgabe werden wir unter Benutzung des Gesetzes von der Erhaltung des Im-
pulses für ein abgeschlossenes System lösen. Die Rakete zusammen mit dem Treibstoff
stellt ein solches abgeschlossenes System dar. Zu einem bestimmten Zeitpunkt t, in dem
die Rakete hinsichtlich eines gewählten Bezugssystems die Geschwindigkeit v hat, sei
die Masse von Rakete plus gegenwärtigem Treibstoffinhalt durch das Symbol m ge-
gekennzeichnet. Der Impuls der Rakete wird zu diesem Zeitpunkt durch die Be-
ziehung

pt = mv

angegeben. Nehmen wir an, daß in der Zeit df aus der Rakete Gase mit einer Masse dm'
entweichen, und zwar mit einer Geschwindigkeit ö, die hinsichtlich des gleichen Bezugs-
systems gemessen wird, auf das wir die Raketengeschwindigkeit beziehen. Dann erhöht
sich in derZeit dr die Raketengeschwindigkeit vom Wert v auf v 4- dv. Der Impuls des
gesamten Systems wird dann zur Zeit t + dr sein

A+dt = (zw — d/n') (v + dr) + dm'ü .

Entsprechend dem Gesetz von der Erhaltung des Impulses eines abgeschlossenen
Systems finden wir dann

Ä+dt = Pt,

d. h.,

(m — dm') (v 4- di;) 4- dm'ü = mv.  (1)

Wenn wir berücksichtigen, daß dm' = — dm ist, denn die Masse der entweichenden
Gase bedeutet eine Verringerung des von der Rakete mitgeführten Treibstoffvorrats,
dann können wir Gl. (1) in die Form bringen

dm dm
dt> = — (u — v) = — v T .m m

(2)

In Gl. (2) haben wir das Glied dm dr als kleine Größe höherer Ordnung
außer Betracht gelassen und ü — v = vT bezeichnet, wobei vT die relative
Ausströmgeschwindigkeit der Gase bezüglich der Rakete darstellt. Wenn
wir in Bild 37 den Einheitsvektor in Richtung der Geschwindigkeit v mit
dem Symbol Q bezeichnen, dann finden wir

v = vq ,  v = —vt q,

und wir können so Gl. (2) auf eine skalare Beziehung bringen gemäß Bild 37

, dm
dv = -------- vT .

m (3)
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Durch Integration von Gl. (3) finden wir

v = —vT In m + C.

Den Wert der Integrationskonstante C ermitteln wir aus den Anfangsbedingungen. Zur
Zeit t = 0 war die Geschwindigkeit der Rakete gleich Null, d. h. v = 0 ,  und die
Raketenmasse hatte die Größe m = m0 . Nach Einsetzen dieser Werte in Gl. (3) er-
halten wir

0 = —vr In m0 + C, C = vT In m0 ,

so daß wir Gl. (3) folgendermaßen schreiben können:

, rn0v = vr In — .
m

Für den Endwert der Raketengeschwindigkeit vc gilt dann nach Verbrauch des ge-
samten Treibstoffs

. m0ve = vT m — (4)

wobei mT die Leermasse der Rakete ist. Für die gesuchte Masse des insgesamt not-
wendigen Treibstoffs gilt offenbar wTr = m0 — mr . Die Startmasse m0 kann aus Gl. (4)
ermittelt werden

Wo = exp —
L ü r

so daß gilt

Nach Einsetzen der vorgegebenen Größen finden wir

wTr = 100 kg

= 100 kg • 12,92 = 1292 kg.

58. Eine abgewinkelte Stange mit einem L-Profil (Bild 38), deren
Schenkel die Länge a = 0,3 m und b = 0,15 m haben und aus
dem gleichen Material bestehen, ist im Endpunkt des einen Schen-
kels so gelagert, daß sie sich um eine waagerechte Achse drehen
kann, die senkrecht auf der durch die Schenkel der Stange definier-
ten Ebene steht und durch den Auf hängepunkt verläuft. Bestim-
men Sie den Winkel, der in der Gleichgewichtsstellung vom
Schenkel a und der Vertikalen eingeschlossen wird.
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Lösung

Die Gleichgewichtsbedingungen erfordern, daß
a) die Vektorsumme aller auf den Körper wirkenden Kräfte gleich Null ist und
b) die Vektorsumme der Momente aller Kräfte bezüglich eines beliebigen Punktes gleich
Null ist.
Die Bedingung (a) ist dann erfüllt, wenn das Gewicht der Stange durch ihre Aufhängung
im Punkt O kompensiert ist. Die Bedingung (b) wird dann erfüllt, wenn der Schwer-
punkt, der Angriffspunkt des Körpergewichts, auf einer durch den Aufhängepunkt
gehenden Vertikalen liegt. Dann ist nämlich auch die Vektorsumme der Momente aller
Kräfte (des Gewichts der Stange und des Widerstands der Befestigung), z. B. bezogen
auf den Aufhängepunkt O9 gleich Null. Wenn wir die Schwerpunktkoordinaten in
einem Koordinatensystem, das aus den Schenkeln der Stange gebildet wird, mit den
Symbolen xs und ys bezeichnen, finden wir

. x stan <p = --------- ;
a — ys

es gilt aber die Proportion

ÄS-.SB = b \a

und ferner

AS sin (p : SB sin 92 = b j a

oder auch
(b  \ A

x s \ ( y  — xs j = b :a ,

woraus folgt
b 2

Xs ~ 2{a + b) *

Völlig analog können wir schreiben

AS cos <p : SB cos <p = b : a
oder

/ a \ ,
l y  - ys j - ys = b :a ,

woraus wir finden

J' s= 2(a + b) '

Es hat sich somit ergeben
b 2

2(a  + b) b2

tan <p = ------------ - - - - -  = —-----— ~ = 0,125
a2 a2 + lab

a —
2(a  b}
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also ist der Winkel

y = 7° 10 z .

59. Berechnen Sie das Trägheitsmoment einer homogenen Stange der Länge Z und der
Masse m bezüglich einer senkrecht zu ihr stehenden Achse, die a) durch den Endpunkt
der Stange und b) durch ihren Mittelpunkt geht.

Lösung

a) Für das Trägheitsmoment der Stange bezüglich der Achse O (Bild 39) können wir
schreiben

T f 2 A m f 2 A  
m r*3 !' 1 

12J= x 2 dm = — / x d* = — —- = — ml 2 ;
J l J l L 3 Jo 3

o --------

b) entsprechend dem STEiNERschen Satz

J - Js + 4- ml 2

4

(Js Trägheitsmoment der Stange, bezogen auf die Schwerpunktachse) kann Js durch die
folgende Beziehung ausgedrückt werden:

Js = J — ml 2 = — ml 2 — -i- ml 2 = ml 2 .

0

dm

0 x

X

Bild 39

60. Bestimmen Sie das Trägheitsmoment einer homogenen kreisförmigen Platte der Masse
Tw = 2 kg und des Radius r = 0,1 m in bezug auf eine senkrecht zur Plattenebene ge-
richtete Mittelpunktsachse.

Lösung

Wenn wir als Massenelement d/w ein kreisringförmiges Element der Platte mit der
Breite dx wählen, dann kann wie in Bild 40 für das Trägheitsmoment geschrieben
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werden:

r 2 m 2m C
/ x 2 —- 2ttx dx = —— / x 3 dx =

J iw 2 r 2 J
o o

1
I = — mr 2 = -i- • 2 kg • IO -2  m2 = 0,01 kg m2 .
o 2 2 --------------2

61. Bestimmen Sie die Trägheitsmomente eines homogenen Prismas der Masse m in bezug
auf die drei senkrecht auf den Flächen stehenden Mittelpunktsachsen. Die Kanten-
längen seien a, b9 c.

Lösung

Gemäß dem in Bild 41 dargestellten Bezugssystem und den dort verwendeten Bezeich-
nungen ergibt sich das Trägheitsmoment bezüglich der x-Achse durch die Beziehung

c b c b
+ ~2 ~2 ~2 T

J J' (y 2 + z2 ) dy dz = 4 J' (y 2 + z2 ) dy dz =
cb  0 0

~ 2 ~ 2

2
m \b 3 c bc3 1 1

dz = 4 — -------1 ------- = — m (b2 + c2 ) ,
bc I 48 48 I 12 V )9

o ------------------------

da das Massenelement dm = (m/abc) ady dz und u2 = y2 + z2 ist. Es ist offenkundig,
daß wir für die Trägheitsmomente des Prismas bezüglich der y- und z-Achsen ganz
analoge Beziehungen erhalten in der Form

r”  = Ti m a2 + c2' ): m(a2 + b 2 ) .

Bild 42Bild 41
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62. Bestimmen Sie das Trägheitsmoment einer homogenen quadratischen Platte mit der
Masse m = 2 kg und der Seitenlänge a = 0,1 m bezüglich einer Achse O, die unter
einem Winkel <p = 45° durch den Plattenmittelpunkt geht, wobei die senkrecht zur Plat-
tenebene gerichtete Achsenprojektion parallel zur Seite des Quadrats verläuft (Bild 42).

Lösung

Für das gesuchte Trägheitsmoment gilt

J = Jsi cos 2 a + J S2 cos2 ß + Js3 cos 2 y

(J s l9  Js2> Js3 Hauptträgheitsmomente, a, ß9 y Winkel, die die Achse O mit den Haupt-
trägheitsachsen einschließt). In unserem Beispiel sind dies die x-, y- und z-Achse. Aus
Bild 42 und der Aufgabenstellung geht hervor, daß = 45°, ß = 90° und y = 45°
beträgt. Wir berechnen zunächst die Hauptträgheitsmomente JS19 JS29 J S3 . Offenbar
gilt für sie

a
2 

3 a
J S1 = Js2 = f x 2 dm = ~ f x 2 a dx = — ma 2 .

J J a [3  12
“ ~2

Für JS3 gilt
a a a a

+ ~2 + 2 ~2 ~2

Jss = J r 2 dm = J y (x 2 + y 2 ) dx dy = J (x 2 + y 2 ) dx dy =
a a 0 0

" ~2 " “2

Für das gesamte Trägheitsmoment J erhalten wir dann

J = ma 2 4- + 4 ma 2 4- = 4- ma 2 = 4~ 2 kg- 10" 2 m2 = 0,0025 kgm2 .
12 2 6 2 8 8 —--------- -—

63. Ein Schwungrad setzt sich unter der Einwirkung einer Kraft, deren Moment bezüglich
der Drehachse den Wert M = 200 Nm hat, in Bewegung um eine feste Achse. Nach
Ablauf der ersten Minute hat es eine Drehzahl von 120 U min“  1 erreicht. Wie groß ist
das Trägheitsmoment des Schwungrades?

Lösung

Die Bewegungsgleichung eines rotierenden Körpers lautet M = Ja, so daß wir finden


































































































































































































































