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VORWORT

Die vorliegende Einfiihrung in das Gedankengut der modernen
Algebra wird drei aufeinander aufbauende Teile umfassen:

1. Allgemeine Gruppentheorie.
2. Allgemeine Ring- und Koérpertheorie.
3. Auflésungstheorie algebraischer Gleichungen.

Sie entstand in gemeinsamer Arbeit aus Vorlesungen, die beide
Verfasser seit 1951 an der Pidagogischen Hochschule Potsdam
abgehalten haben, und erschien zunichst in einer Reihe von Lehr-
briefen fiir das Fernstudium der Oberstufenlehrer. Gegeniiber
dieser urspriinglichen Form wurden zwar gewisse Abdnderungen
vorgenommen, ohne jedoch die Zielstellung solcher fiir das Selbst-
studium bestimmter Lehrbriefe aufzugeben, nimlich im wesent-
lichen ein Ersatz fiir die einfiihrenden akademischen Vorlesungen
zu sein.

Aus dieser Absicht erklart sich auch die besondere Breite der
Darstellung; der sich daraus ergebenden Gefahr der Uniibersicht-
lichkeit versuchten die Verfasser durch eine strenge Gliederung
und Systematisierung zu begegnen. So werden Definitionen, Sitze,
Folgerungen bzw. Beispiele durchgehend mit D, S, F bzw. B und
zwei nachfolgenden Nummern gekennzeichnet, von denen jeweils
die erste die Nummer des Paragraphen, die zweite eine Durch-
numerierung in jedem Paragraphen angibt.

Desgleichen sind die verhiltnismaBig zahlreichen Aufgaben am
Ende jedes Paragraphen beibehalten worden. Ihre Behandlung
vor dem jeweiligen Weiterlesen ist sehr zu empfehlen, da ein
Vertrautwerden mit den Begriffsbildungen der modernen Algebra
wohl nur durch stindiges Anwenden und Uben méglich ist. Die
vollstindige Angabe simtlicher Lésungen am Ende jedes Teiles
wird dabei eine Hilfe sein. Auch geben die Aufgaben zusatzliche
Beispiele sowie einige Erginzungen zur Theorie.

An Vorkenntnissen werden (auBer bei einzelnen erliuternden Bei-
spielen) nur wenige Grundbegriffe der Mengenlehre vorausgesetzt,
die jedoch auch einem nicht mit diesem Gebiet vertrauten Leser
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ohne weiteres verstindlich und einsichtig sind. Uberdies findet
man sie in einem Anhang erliuternd zusammengefaBt. Desglei-
chen werden die benétigten Aussagen der elementaren Zahlen-
theorie im laufenden Text mit entwickelt, zumal auf naheliegende
zahlentheoretische Beispiele und Anwendungen wegen ihrer Ein-
fachheit besonders gern zuriickgegriffen wird. Die so vermittelten
Kenntnisse ersetzen natiirlich keineswegs ein systematisches
Studium der elementaren Zahlentheorie selbst.

Die Verfasser mochten nicht versiumen, an dieser Stelle all denen
ihren Dank auszusprechen, die an einer kritischen Durchsicht
des Materials beteiligt waren, das diesen Bianden zugrunde liegt,
insbesondere Herrn Prof. Dr. H. REICHARDT, Berlin, und Herrn
Studienrat W. KLoBE, Erfurt. Desgleichen danken sie dem Verlag
B. G. Teubner dafiir, daB er es erméglicht hat, diese Einfithrung
in die Algebra einem breiteren Kreise mathematisch interessierter
Leser zuganglich zu machen.

Potsdam, im Sommer 1956
H. Lucowskr H. J. WEINERT
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EINLEITUNG

Wie wohl bei kaum einer anderen mathematischen Disziplin hat
sich die Auffassung tiber den Inhalt der Algebra im Laufe der
historischen Entwicklung mehrfach gewandelt. Im ganzen kann
man etwa vier Etappen unterscheiden, die wir hier kurz skiz-
zieren wollen?).

1. Das Wort Algebra entstammt dem Titel ,,Hisab aljabr w'almu-
gabalah’ eines Buches des beriihmten choresmischen Mathe-
matikers AL CHWARAzMT 2). Aljabr w’almugabalah heiBt etwa Er-
ganzung und Ausgleich und bedeutet in unserer heutigen Aus-
drucksweise das Hinzufiigen oder Weglassen eines konstanten
Gliedes auf der einen Seite einer Gleichung durch ,,Erginzung
und Ausgleich’’ auf der anderen Seite. Vom Abendlande wurde
dann das Wort ,,Aljabr* als Bezeichnung fiir die noch recht primi-
tive, jeder Buchstaben- und Zeichensymbolik entbehrende Lehre
uiber die Auflésung von Gleichungen tibernommen.

2. Mit VIiETA®) und DESCARTES?) beginnt die Symbolik unserer
heutigen Buchstabenrechnung, an der auch LEgiBN1z®) urnd
NEwTON®) noch Anteil haben. Erst mit ihr werden kompliziertere
mathematische Ausdriicke iibersichtlich, und ihre allgemeine Be-

1) Die folgende Darstellung lehnt sich an einen Vortrag an, der von B.N.DE-
LAUNAY auf der Konferenz iiber ,,Algebra und Zahlentheorie'' im September 1951
in Moskau gehalten wurde.

2) MUHAMED IBN MUSA AL CHWARAZMI wirkte um 810 bis 840 als Astronom
am Hofe al Mamuns, des Sohnes von Harun al Raschid, in Bagdad.

3) FRANGOIS VIETE (lat. VIETA), 1540 bis 1603, frz. Jurist und Mathematiker;
filhrt allgemein Buchstaben fiir Unbekannte und Koeffizienten sowie die Zeichen
»+* ,,—"* und den Bruchstrich ein.

4) RENE DESCARTES (lat. CARTESIUS), 1696 bis 1650, frz. Philosoph und Mathe-
matiker; setzt sich fiir VIETAS Symbolik ein und schafft heutige Bezeichnung
der Potenzen.

5) GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ 1646 bis 1716, Politiker, Philosoph und Mathe-
matiker; fithrt die Zeichen ,,-* und ,,:* ein und verallgemeinert die schon von
FRANS VAN SCHOOTEN (1615 bis 1660) eingefiihrten Indizes; dariiber hinaus ver-
dankt man ihm die heute gebriuchliche Symbolik der Infinitesimalrechnung.

6) ISAAC NEWTON, 1643 bis 1727, engl. Physiker und Mathematiker; setzt die all-
gemeine Verwendung des schon 15657 von seinem Landsmann ROBERT RECORDE
eingefiihrten Gleichheitszeichens durch.



2 Einleitung

handlung, einschlieBlich der Umformungsregeln fiir Gleichungen,
grenzt sich gegeniiber der Arithmetik ab, die es stets mit kon-
kreten Zahlen zu tun hat. So iibertragt sich der Name Algebra
schlieBlich auf alles, was in der Mathematik mit Berechnungen
nach Regeln zusammenhingt, die durch eingesetzte Zahlen reali-
siert werden konnen. Es ist dies mit anderen Worten die damals
bekannte Buchstabenrechnung, soweit sie sich nicht auf Geo-
metrie und Infinitesimalrechnung bezieht. Sie stimmt weitgehend
mit der Algebra unserer heutigen Schulmathematik tiberein und
hat ihren charakteristischen Niederschlag in dem Lehrbuch von
EuLER?) gefunden.

3. Am Ende des 18. Jahrhunderts tritt die Frage der Auflésung
einer Gleichung n-ten Grades in einer Unbekannten so sehr in den
Vordergrund, daB alles andere den Charakter von Hilfsmitteln fir
dieses schwere und tiefliegende Problem annimmt. Es hat bis zu
seiner endgiiltigen Losung nahezu 300 Jahre lang die hervor-
ragendsten Mathematiker beschaftigt, von denen hier nur einige
genannt seien. So gelingt schon den italienischen Mathematikern
der Renaissance?) die allgemeine Losung der Gleichungen 3. und
4. Grades. TscHIRNHAUS®3) und LAGRANGE?) bemiihen sich um
allgemeine Gesichtspunkte,insbesondere um die Zuriickfithrung vor-
gelegter Gleichungen auf bereits losbare Hilfsgleichungen, soge-
nannte Resolventen. GAuss®) beweist den sogenannten Funda-
mentalsatz der Algebra, d.h. die Existenz der Wurzeln einer
Gleichung innerhalb der Menge der komplexen Zahlen. DESCARTES,
NEWTON, LAGRANGE, LOBATSCHEWSKI ¢) STURM ?), SYLVESTER8) be-
schaftigen sich mit der Bestimmung der Anzahl und der ap-
proximativen Berechnung von reellen Wurzeln. ABEL?) zeigt, daB3
Gleichungen 5. und hoheren Grades nicht allgemein durch Radikale

1) LEONHARD EULER, 1707 bis 1783, ,,Vollstindige Anleitung zur Algebra“,
Petersburg 1770.

2) SCIPIONE DEL FERRO, 1465 bis 1528; NICCOLO TARTAGLIA, 1500 bis 1557;
GERONIMO CARDANO, 1501 bis 1576; LUDOVICO FERRARI, 1522 bis 1565.

3) EHRENFRIED WALTER VON TSCHIRNHAUS, 1651 bis 1708,
4) JOSEPH LOUIS LAGRANGE, 1736 bis 1813,

5) CARL FRIEDRICH GAUSS, 1777 bis 1855.

6) NIKOLAUS IWAN LOBATSCHEWSKI, 1793 bis 1856,

7) JAQUES CHARLES FRANGOIS STURM, 1803 bis 1856.

8) JAMES JCSEPH SYLVESTER, 1814 bis 1897,

9) NIELS HENRIK ABEL, 1802 bis 1829,
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losbar sind, wihrend Garors?) durch die Einfiihrung des Gruppen-
begriffes das entscheidende Hilfsmittel zur Beherrschung dieses
Problems schafft.

So versteht man iber 100 Jahre lang unter Algebra im wesent-
lichen wieder Gleichungstheorie, wenn auch auf einer viel hoheren
Entwicklungsstufe als in der ersten Etappe und mit allen Hilfs-
mitteln der zweiten Etappe. Den mathematischen Inhalt dieser
Epoche, den wir in den Lehrbiichern von SERRET, WEBER und
PERRON ?) dargestellt finden, bezeichnen wir heute meist als ,,klas-
sische Algebra‘.

4. Die von der klassischen Algebra eingefiihrten Hilfsbegriffe wie
Gruppe, Kérper usw. zeigen in ihrer Weiterentwicklung, an der
Mathematiker wie E. E. KuMMER (1810 bis 1893), L. KRONECKER
(1823 bis 1891), R. DEDEKIND (1831 bis 1916), C. JorDAN (1838
bis 1922), O. HOLDER (1859 bis 1937), und E. SteinITZ (1871
bis 1928) beteiligt sind, daB ihre Anwendungsméglichkeiten viel
weiter reichen, als zunichst angenommen werden konnte. Die in
ihnen behandelten algebraischen GesetzmiBigkeiten erstrecken
sich namlich auf zahlreiche Begriffsbildungen der iibrigen mathe-
matischen und naturwissenschaftlichen Disziplinen, wie etwa
Vektoren, Tensoren, Transformationen, Losungssysteme von
Differentialgleichungen, rationale Funktionen usw.

So vollzieht sich mit Beginn unseres Jahrhunderts abermals eine
radikale Umwailzung der Algebra. In Anlehnung an die vorhan-
denen konkreten Vorbilder werden nun die verschiedensten Sy-
steme von Dingen mit abstrakt definierten Rechenverkniipfungen
untersucht. Ausgehend vom allgemeinen Mengenbegriff entstehen
so ,,algebraische Strukturen'’ wie Gruppe, Modul, Ring, Kérper,
hyperkomplexes System, Verband, deren Erforschung zur eigent-
lichen Aufgabe der Algebra geworden ist. Darum haben sich u. a.
D. HiLBERT (1862 bis 1943), EMMY NOETHER (1882 bis 1935) sowie
die Mathematiker der Gegenwart P. S. ALEXANDROFF, E. ARTIN,
R. BRAUER, H. Hasse, W. KruLL, A. G. KuroscH, O. J. SCHMIDT,
B. L. vAN DER WAERDEN verdient gemacht.

1) EVARISTE GALOISs, 1811 bis 1832,

2) 1. A. SERRET, Handbuch der hoéheren Algebra, 2 Binde, deutsche Auflage
Leipzig 1868; H. WEBER, Lehrbuch der Algebra, 2 Binde, Braunschweig 1896;
O. PERRON, Algebra, 2 Bande, 3. Auflage Berlin 198651.
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Selbstverstindlich erfolgt von diesen abstrakten Begriffen aus
wieder eine fruchtbare Durchdringung der klassischen Algebra.
Damit entsteht die ,,moderne Algebra’* in der Gestalt, wie sie
heute an den Hochschulen gelehrt wird und wie sie zuerst in dem
bekannten ausgezeichneten Lehrbuch von v. p. WAERDEN darge-
stellt wurde. Dariiber hinaus gestatten die modernen algebraischen
Begriffsbildungen eine weitgehende Anwendung in vielen anderen
mathematischen Disziplinen. Sie lassen tberall, nicht zuletzt auch
in der Elementarmathematik, zusammenfassende, strukturelle
Gesichtspunkte deutlich werden und allgemeine Uberblicke ge-
winnen.



I. GRUNDBEGRIFFE DER GRUPPENTHEORIE

Wie alle algebraischen Strukturbegriffe stellt auch der Gruppen-
begriff eine zusammenfassende Abstraktion gewisser Gesetzma Big-
keiten dar, die den verschiedensten mathematischen Gegenstin-
den gemeinsam sind. Bei der Addition von Vektoren oder
Matrizen, bei der Multiplikation aller méglichen Potenzen einer
festen Zahl, bei der Nacheinanderausfithrung von Vertauschungen
irgendwelcher Objekte (Permutationen) oder von geometrischen
Abbildungen (etwa projektive, affine, kongruente Transforma-
tionen), tiberall treten — um zunichst nur einige Beispiele zu
nennen — Operationen auf, die wie die Addition bzw. Multiplikation
von Zahlen als eindeutige, assoziative Verkniipfungen aufgefaBt
werden kénnen und tberdies in einem noch naher auszufithrenden
Sinne umkehrbar sind. Durch eine allgemeine Kennzeichnung sol-
cher Operationen und die Untersuchung der fir sie giltigen Ge-
setzmaBigkeiten gelingt es der Gruppentheorie, das ihnen Gemein-
same zu erfassen und so Uberlegungen ein fiir allemal vorweg-
zunehmen, die sonst immer wieder fir sich durchgefiihrt werden
miiften.

Begriffsbildungen, die auf Grund einer gliicklichen Ausgewogen-
heit zwischen inhaltlicher Struktur und umfangreicher Anwend-
barkeit zu klirenden und ordnenden Prinzipien in fast allen mathe-
matischen Disziplinen werden, sind natiirlich das Ergebnis einer
langen Entwicklung. Sie erstreckte sich beim Gruppenbegriff Giber
einen Zeitraum von etwa 100 Jahren und war lange auf Gruppen
von Permutationen beschriankt, bis man schrittweisc immer wei-
tergehende Anwendungsmoglichkeiten der so gefundenen Aussagen
erkannte.

Die Fruchtbarkeit des so entstandenen Gruppenbegriffes, den wir
im § 1 zunichst auf verschiedene Arten kennzeichnen, wird wohl
schon die darauffolgende systematische Zusammenstellung von
Beispielen deutlich machen, wobei wir auch auf die oben bereits
erwahnten niaher eingehen. Die weiteren Paragraphen dieses Ka-
pitels entwickeln sodann die allgemeinen Grundlagen, auf denen
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die Behandlung spezieller Gruppen im zweiten Kapitel und .wei-
tergehende Strukturuntersuchungen in den nichsten Kapiteln
aufbauen kénnen.

§ 1. Gruppen

Die Gruppentheorie betrachtet stets nur eine zwischen den Ele-
menten einer Menge erklirte Operation oder Verkniipfung. Ob-
gleich diese nach unseren einleitenden Bemerkungen in konkre-
ten Fallen sehr verschiedener Art sein kann, ist es tiblich, sie im
allgemeinen als Multiplikation zu schreiben und auch die dabei ge-
laufigen Bezeichnungen wie Faktor, Produkt usw. zu gebrauchen.

Definition D(1.1)

Eine nichtleere Menge von Elemenien a, b, c, ... heift eine multi-
plikative Gruppe ®, wenn in ihr eine als Multiplikation ge-
schriebene Verkniipfung festgelegt ist, die folgenden Axiomen gendigt:

M I: Die Multiplikation ordnet je zwei in bestimmier Reihenfolge
gegebenen Elementen a € ® und b€ ® ein Element c € &
etndeutig zu:

a-b=c.

Im allgemeinen ist das Produkt von der Reihenfolge der

Faktoren abhingig?).

M II: Die Muitiplikation ist assoziativ:
(@-b)y-c=a-(b-c).

M III: Die Multiplikation ist in & in dem Sinme umkehrbar, daf
zu belicbigen a € ®& und b € & die Gleichungen

a-x=bund y-a=2»>

mit x € & und y € ® losbar sind. Zu vorgegebenem Resultat
der Multiplikation und einem vorgegebenen Faktor gibt es
also in & einen zum Produkt erginzenden anderen Faktor
(Moglichkest der beiderseitigen Division).

1) Das Verkniipfungszeichen ,,. * wird oft weggelassen, wenn keine MiBverstind-
nisse zu befiirchten sind.
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Insbesondere heift eine Gruppe kommutativ oder abelschl), wenn
dariiber hinaus gilt:

M IV: Die Multiplikation ist kommutativ:
a-b=b-a.

Man unterscheidet endliche und unendliche Gruppen im Einklang
mit den Begriffen der Mengenlehre und nennt die Anzahl der Ele-
mente die Ordnung der Gruppe.

Als Beispiel kénnen zunichst die in B(2.1c) und B(2.2a) angegebenen
multiplikativen Gruppen dienen. Weiterhin iiberzeugt man sich sofort,
daf8 auch die in B(2.4c) genannten reguliren Matrizen beziiglich der Ma-
trizenmultiplikation den Axiomen M I, M II, M III, nicht aber dem
Axiom M IV geniigen. Wir’ werden iibrigens in S (1.9) allgemein zeigen,
da8 die in B(2.4c) nachgewiesenen Aussagen M III, und M III, mit
M III gleichwertig sind.

Selbstverstindlich ist die Gruppenverkniipfung von der multiplikativen
Schreibweise unabhiangig. Gehen wir zur additiven Schreibweise iiber (vgl.
D(1.11)), erhalten wir weitere Beispiele fiir (abelsche) Gruppen. Dazu be-
trachte man etwa B(2.1b), B(2.1c), B(2.3), B(2.4Db).

Man verdeutliche sich auch die nachstehenden Folgerungen an einigen
dieser Beispiele.

Das Assoziativgesetz M II sagt aus: Ein Produkt von drei Fak-
toren ist eindeutig durch die Angabe seiner Faktoren und deren
Reihenfolge bestimmt; es ist unabhingig davon, welche Faktoren
man zur Ausrechnung durch Klammern zusammenfat. Man kann
also ein Produkt von drei Faktoren einfach durch a- 4- ¢ angeben.
Diese Aussage a8t sich auf endlich viele Faktoren ausdehnen:

Folgerung F(1.2)
Das Produkt einer beliebigen endlichen Anzahl von Gruppenelemen-
ten ist esndeutig durch die Angabe seiner Faktoren und deren Reihen-
folge bestimmt:

n
a=ay-ay...-a,=JJa,.
r=1
Beweis
Dazu zeigt man, daB das Ergebnis bei beliebiger Zusammenfas-

sung der Faktoren dem Ergebnis bei einer bestimmten Zusammen-
fassung gleich ist. Wir wenden vollstandige Induktion nach der

1) Nach dem bereits in der Einleitung erwihnten Mathematiker N. H. ABEL.



8 1. Grundbegriffe der Gruppentheorie

Anzahl # der Faktoren an. Den Induktionsanfang gibt uns M I1
mit » = 3.

Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, die Behauptung sei
fiir Produkte mit weniger als #» Faktoren bereits bewiesen, so da3
man in solchen auf die Beklammerung verzichten kann. Daher
braucht man bei einem Produkt von » Faktoren nur noch die fol-
genden Beklammerungen zu unterscheiden:

(al) (‘12'“3' “"an—-l'an)v
(a?‘az)' (@3« ... * @y_q- ap).

(a;' - Q3 ...- “n—l) . (an)

Wir zeigen, daB diese simtlichen Ausdriicke mit dem ersten tber-
einstimmen. Ein beliebiger von ihnen sei:

R S I (A N A

Da nach Induktionsvoraussetzung ein Produkt von weniger als »
Faktoren mit beliebiger Beklammerung berechnet werden kann,
erhalten wir dafiir:

(@- @ .. ap)): @myq- -+ @)

Unter Beriicksichtigung von M II ergibt sich:

(@) - (@ oo ) (Bmyy - - - - ).
Erneute Anwendung der Induktionsvoraussetzung zeigt die Uber-
einstimmung mit:
(@) - (@g- ... a,).
Wie man also auch die #» Faktoren beim Ausrechnen zusammen-

faBt, stets erhalt man dasselbe Ergebnis. Wir kénnen also wieder
das Produkt ohne Beklammerung eindeutig angeben:

@G- ay ... ay,.
qed.?)

1) Das Ende eines Beweises kennzeichnen wir durch qed. als Abkiirzung fiir quod
erat demonstrandum (was zu zeigenwar.)
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Das Kommutativgesetz M I'V sagt aus: In einer abelschen Gruppe
ist ein Produkt aus zwei Faktoren eindeutig durch Angabe seiner
Faktoren unabhingig von deren Reihenfolge bestimmt. Unter Ver-
wendung von F (1.2) 1iBt sich diese Aussage auf beliebig viele Fak-
toren iibertragen:

Folgerung F(1.3)

In einer abelschen Gruppe ist das Produkt einer beliebigen endlichen
Anzahl von Gruppenelementen bereits durch die Angabe der Fak-
toren vollstindig bestimmt.

Beweis

Nach F(1.2) ist in einer beliebigen Gruppe ein Produkt durch die
Angabe seiner Faktoren und deren Reihenfolge bestimmt. Wir ha-
ben noch zu zeigen, daf in einer abelschen Gruppe auch die An-
gabe der Reihenfolge entfallen kann, d. h., es gilt:

@y Gy .. By =Gy By .. Gy,
wobei 4,,%,,...,%, eine beliebige Anordnung der Indizes
1,2,...,n bedeutet. Da jede Umordnung der Faktoren zu-

riickzufiihren ist auf eine Reihe von Vertauschungen zweier be-
nachbarter Faktoren, geniigt es nachzuweisen:

Ao Blyg .. By =0 ... 08 ...4,.

Wegen F (1.2) folgt das aber aus M IV nach:
(@ ... &) (@1804) (@p- .- 80) = (@1 . @) (@118) @4eg - - - G)
qed.

Die Moglichkeit der beiderseitigen Division M III gestattet den
Nachweis der Existenz gewisser besonders wichtiger Elemente in
jeder Gruppe:

Satz S (1.4)

In jeder Gruppe ®& existiert ein esndeutig bestimmies Einselement
e mit der Eigenschaft:

eca=ae=a firalleac®.
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Man iiberzeuge sich von der Existenz eines Einselementes in den bereits
erwihnten multiplikativen Gruppen. Die Notwendigkeit der in den Be-
weis eingehenden Uberlegungen unterstreichen die in B(2.4d) angegebenen
Gegenbeispiele.

Beweis

1. Wir zeigen zunichst die Existenz von mindestens einem Links-
einselement ez in & mit der Eigenschaft ey - a =afirallea € &.

Wegen M III ist fiir ein festes ¢ € @ insbesondere die Gleichung
y-c=c¢

mit y € ® lésbar. Dieses Element y hat also beziiglich des fest-
gewihlten ¢ € & bei der Multiplikation von links die gewiinschte
reproduzierende Eigenschaft. Ist nun & ein beliebiges Element
aus ®, kann man ebenfalls wegen M III die Gleichung

c-x=a
mit x € @ lésen, und es folgt unter Verwendung von M II:
ya=1y(cx)= (yc)x=cx = a.

Somit reproduziert y bei der Multiplikation von links alle Ele-
mente aus ®. Also ist y = ¢;, ein Element mit der verlangten
Eigenschaft.

2. Analog folgt die Existenz von mindestens einem Rechiseinsele-
ment ep in @ mit der Eigenschaft a . e¢g = a fiir alle a € &.

3. Jedes Linkseinselement ¢;, € @ stimmt mit jedem Rechtseins-
element ep € @ tiberein. Es gilt nimlich:

€1L.6R = €Rp
€L ¢r = ¢€g,

wenn wir bei der ersten Gleichung die von links reproduzierende
Eigenschaft von ey, bei der zweiten Gleichung die von rechts
reproduzierende Eigenschaft von ep verwenden. Wegen M I
ist e = ep.
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Dasin 1. ermittelte Element stimmt daher mit dem in 2. ermittel-
ten iberein. Wir bezeichnen es mit e. Aufler ¢ gibt es in & wegen 3.
kein weiteres Links- oder Rechtseinselement.

qed.
Satz S (1.6)
In jeder Gruppe ® existiert zu jedem a € ® ein eindeutig bestimmies
Inverses a= mit der Eigenschaft
ala=aal=e.

Beweis

1. Wir zeigen zunéichst, daB in @ zu jedem a € @ ein Linksinverses
ar! mit der Eigenschaft azl'a = ¢ existiert. Ein solches findet
man namlich nach M III als Lésung der speziellen Gleichung

ya=e.

2. Analog ergibt sich, daB in & zu jedem a € & ein Rechisinverses
ag! mit der Eigenschaft zaz! = e existiert.

3. Jedes Linksinverse a3! € & zu einem festen ¢ € @ stimmt mit
jedem Rechtsinversen az! € @ zu diesem 4 € @ iiberein. Es gilt
namlich nach S(1.4) und M II

agt=eayl= (a1 a) el =oapt (aayl) = ayle = a7l

Das in 1. ermittelte Element stimmt daher mit dem in 2. er-
mittelten tiberein und wird mit a—! bezeichnet. AuBer a-1 gibt es
in @ wegen 3. kein weiteres Links- oder Rechtsinverses zu a

qed.

Die bereits genannten multiplikativen Gruppen liefern Beispiele fir diesen
Satz und die nachstehenden Folgerungen.

Folgerung F (1.6)

Es ist stets (V)= a und (ab)~1= b-la"};

denn das ergibt sich wegen der Eindeutigkeit des Inversen zu jedem
Element aus den Gleichungen

ala=¢ und (ad) (b~la ) =ce.

2 Lugowski-Weinert, Algebra I
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Folgerung F(1.7

Die Lisungen x€® bzw. y€® der Gleichungen ax = b und
ya=>bmit a € ® und b€ ® lassen sich in der Gestalt angeben:

x=a1b bww. y=bal

Man iiberzeugt sich davon sofort durch Einsetzen in die Glei-
chungen (Probe). Dariiber hinaus kénnen wir iber diese Losungen
folgende Eindeutigkeitsaussagen machen:

Satz S(1.8)

Die Losungen x€® bzw. y€® der Gleichungen ax =15 bzw.
ya="bmit a€® und b€ ® sind eindeutig bestimmt (Eindeutig-
keit der beiderseitigen Division).

Beweis

Aus ax,= b und ax,=b und der sich daraus ergebenden Glei-
chung
ax, = ax,

folgt durch Multiplikation mit @~ von links wie behauptet:
X, = x,.

Entsprechend beweist man die Aussage fiir ya = b. qed

Die Eindeutigkeit der Division kann auch fiir eine Rechenoperation gelten,
die nicht den Gruppenaxiomen geniigt (etwa die Multiplikation der natiirlichen
Zahlen). Dies muB aber nicht der Fall sein, wie ein in B(2.4d) angegebenes
Gegenbeispiel lehrt.

Wir haben bisher eine Gruppe mit Hilfe der drei Axiome M I,
M II und M III gekennzeichnet. Es ist interessant und fiir den
Nachweis der Gruppeneigenschaft einer Menge mit einer Ver-
kniipfung oft sehr nitzlich, daB man dieses Axiomensystem ab-
andern kann. So ersieht man aus F(1.7) die Méglichkeit, das
Axiom M III durch die Forderung der Existenz des Einselementes
und des Inversen zu jedem Gruppenelement zu ersetzen. Wir kon-
nen dies aber noch wesentlich verschirfen, indem wir nur die
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Existenz eines Linkseinselementes und der zuihm gehorigen Links-
inversen zu jedem Gruppenelement fordern:

Satz S (1.9)

Das Axiomensystem D (1.1) fiir Gruppen kann dahingehend abge-
dndert werden, da man unter Beibehaltung der tibrigen Axiome statt
M III die folgenden Axiome M I1I, wund M III, gleichzestig fordert:

M I11,: Es existiert wenigstens ein Linkseinselement ¢ € & mit
ea=a firalleac ®.

M I11,: Es existiert zu jedem a € ® beziiglich dem in M 111, ge-
nannten Linkseinselement e wenigstens ein Linksinverses
alc® mitala=e.

Das Axiomensystem M I, M II, M III ist aus strukturellen Gesichts-

punkten vorzuziehen, da in ihm keine besonderen Eigenschaften einzelner

Elemente eingehen. Dagegen macht es unsere Beispielsammlung deutlich,

daB fir den Nachweis der Gruppeneigenschaft das Axiomensystem M I,
M II, M III,, M III, meist handlicher ist.

Beweis

Axiomensysteme sind genau dann gleichwertig, wenn sie wechsel-
seitig auseinander abgeleitet werden konnen. Aus dem System
MI, MII, MIII folgt das System M I, M II, M III,, M III,,
da wir in S(1.4) und S(1.5) sogar viel mehr aus M I, M II, M 111
geschlossen haben. Es bleibt zu zeigen, daf3 auch das Umgekehrte
gilt. M I und M II kommen aber im neuen Axiomensystem selbst
vor. Wir miissen also noch M III ableiten.

1. Das in M III, geforderte Element a-! erfillt neben a-la=¢

auch die Gleichung aa-1= e. Es folgt nimlich unter Verwendung

von M II und M I11;: ala—e

(@ 1a)ar=ea?

al(@aa) =al.

Nach M III, existiert ein Element (2-1)-1, welches die Gleichung
@yt @ =e

erfiillt. Wir multiplizieren damit die vorhergehende Gleichung von

finks (@)1 (a2 (aa~)] = (@) e

und erhalten nach M II: aa-l—e.

2‘
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2. Das in M III, geforderte Element e erfiillt neben ea = a auch
ae = q fiir alle a € &:
a=ca= (aaY)a=a(a'la)=ae.

3. Damit 16st das Element x = a-1b die Gleichung ax = b und das
Element y = ba-! die Gleichung ya = b, wie man durch Ein-
setzen nachweist:

ax=a (a1b)= (aa ) b=ceb=1">

ya= (baY)a=">(ala)=be="b.

Man beachte, daB bei diesen Rechnungen wesentlich die in 1.
und 2. durchgefiihrten Uberlegungen eingehen. ged.

Wir merken noch an, daB aus dem neuen Axiomensystem selbst-
verstandlich mit M III auch alle aus dem alten Axiomensystem
abgeleiteten Aussagen folgen. Insbesondere gilt dies fur die in
den Siatzen S(1.4), S(1.5), S(1.8) enthaltenen Eindeutigkeitsaus-
sagen. Ferner weisen wir auf eine zweite Abanderungsméglichkeit
des Axiomensystems fir Gruppen hin, die entsteht, wenn man in
M III, und M III, von S(1.9) anstatt der dort formulierten
linksseitigen die entsprechenden rechtsseitigen Eigenschaften
fordert.

Uber das in S(1.9) Ausgesprochene hinaus wollen wir fiir end-
liche Gruppen noch ein weiteres Axiomensystem angeben. Es folgt
dann nidmlich aus der Eindeutigkeit der Division bereits die Még-
lichkeit der Division, d.h.aus der Aussage ,,Jede Gleichung
ax = b bzw. ya = b hat hdchstens eine Losung'* die Aussage ,, Jede
Gleichung ax = b bzw. ya = b hat mindestens eine Losung**:

Satz S (1.10)
In dem Axiomensystem D (1.1) kann fiir endliche Gruppen unter
Beibehaltung der tibrigen Axiome das Axiom M III durch das
Jfolgende Axiom M III* ersetzt werden:
M III*: Sind x, € ® und x,¢ & Losungen der Gleichung ax = b
mit a €® und b €@, so folgt x, = x,.
Entsprechend:
Sind y,€® und y, € @ Losungen der Gleichung ya = b
mit a €S und b€ ®, so folgt y, = y,.

Yon der Moglichkeit dieser Abinderung des Axiomensystems machen wir
in B(2.8e) Gebrauch.
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Beweis

Nach den am Anfang des Beweises von S(1.9) angestellten Uber-
legungen ist unter Beriicksichtigung von S(1.8) nur noch M IIT
aus M I, M II, M III* abzuleiten.

Die Gruppe ® habe » Elemente, es sei a ein beliebiges von ihnen.
Wir bilden die #» Produkte ax, wo x alle Elemente aus ® durch-
lauft. Diese Produkte sind alle voneinander verschieden, da aus
ax, = ax, wegen M III* x, = x, folgt. Sie miissen also die ganze
Gruppe ausmachen. Das heiBit aber, daB jedes b€ & in der Ge-
stalt ax mit geeignetem x € & angegeben werden kann. Daher
ist fur beliebige  €®, b€ @ die Gleichung ax= b mit x€ @
l6sbar. Entsprechend beweist man die Losbarkeit der Gleichung

ya=>. qed.

In den bisherigen Betrachtungen haben wir uns einen ersten
Uberblick iiber den Gruppenbegriff verschafft. Thr wesentlicher
Inhalt war die Untersuchung einer beliebigen Verkniipfung, die
den in D(1.1) genannten Forderungen geniigt. Wir betonen, daB
die dabei verwendete multiplikative Schreibweise keinerlei inhalt-
liche Bedeutung hat, sondern nur den axiomatisch festgelegten
Eigenschaften der Verknipfung Ausdruck verleiht. Prinzipiell
kann jede andere Schreibweise gewahlt werden, die das gleiche
zu leisten vermag. Das ist der Fall, wenn wir die Verkniipfung
als Addition schreiben. Allerdings pflegt man diese additive
Schreibweise nur bei abelschen Gruppen, dort aber sehr haufig,
zu verwenden?).

Wir wollen daher die gesamte bisher abgeleitete Theorie fir
additiv geschriebene abelsche Gruppen, die man auch Moduln
nennt, tibertragen. Bei dieser Ubertragung ist zweierlei zu be-
achten. Erstens werden namlich durch die Forderung der Kom-
mutativitit alle Aussagen vereinfacht, in denen die Reihenfolge
der Gruppenelemente bei der Verkniipfung urspriinglich eine Rolle
spielte. Dies hat mit der Schreibweise der Verkniipfung zunéchst
nichts zu tun und kann auch fiir multiplikativ geschriebene abel-
sche Gruppen durchgefiihrt werden. Zweitens ersetzt man die
Multiplikation durch die Addition und damit alle multiplikativen
Ausdriicke wie Faktor, Produkt usw. durch die entsprechenden
additiven Bezeichnungen wie Summand, Summe usw.

1) Vgl. aber Anhang IIa.
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SchlieBlich ist zu bemerken, daB es bei dieser , Ubertragung"
prinzipiell aberflissig ist, Beweise erneut zu fithren, da diese von
der gewihlten Schreibweise der Verkniipfung unabhingig sind.
Man kann natiirlich alles fiir additiv geschriebene abelsche Grup-
pen neu entwickeln, ohne sich auf das Vorangegangene zu be-
ziehen. Es ist aber gerade ein Kennzeichen der modernen Mathe-
matik, gleiche, in verschiedenen konkreten Gestalten auftretende
Beweisgange nicht immer wieder, sondern in abstrakter Heraus-
16sung ein fir allemal durchzufihren.

Definition D (1.11)

Eine nichtleere Menge von Elementen a, b, c, ... heifit eine addi-
tive abelsche Gruppe oder ein Modul®, wenn in ihr eine als Addition
geschriebene Verkniipfung erklirt ist, die folgenden Axiomen gendigt:

AI: Die Addition ordnet je zwei Elementen a € ® und bc ®
ein Element c € ® eindeutig zu:

a4+ b=c.
A II: Die Addition ist assoziativ:
@a+bd+c=a+ d+c).

A III: Die Addition ist in & in dem Sinne umkehrbar, daB zu be-
liebigen a € ® und b € & die Gleichung

at+x=25b

mit x € & losbar ist. Zu vorgegebenem Resultat der Addition
und einem vorgegebenen Summanden gibt es also in & einen

zur Summe erginzenden anderen Summanden (Maoglichkeit
der Subtraktion).

A IV: Die Addition ist kommutativ:
a+b=>b+a.
Wie bei D (1.1) unterscheidet man endliche und unendliche Moduln.

Folgerung F (1.12)

In einem Modul ist die Summe einer beliebigen endlichen Anzahl
von Elementen durch die Angabe der Summanden bestimmi:

6=+ oyt +a,=3a,.

o=l
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Satz S (1.13)
In jedem Modul ® existiert ein eindeutig bestimmies Nullelement
o mit der Eigenschaft:

at+o=a firalleac®.

Satz S(1.14)

In jedem Modul ® existiert zu jedem a € ® ein eindeutig bestimmies

entgegengesetzies Element (—a) mit der Eigenschaft
a+(—a)=o.

Folgerung F (1.15)
Es ist stets —(—a) = a und —(a + b) = (—a) + (—b).

Folgerung F (1.16)
Die Losung x €& der Gleichung a+x=bmit a€c @ und b¢®
lapt sich in der Gestalt

x=0b+(—a)

angeben, wofiir man auch kiirzer x = b— a schreibt.

Satz S(1.17)

Die Losung x €& der Gleichung a+x=bmit a€® und b€
ist eindeutig bestimmt (Eindeutigkeit der Subtraktion).

Satz S (1.18)

Das Axiomensystem D (1.11) fiir Moduln kann dahingehend abge-
dandert werden, daB man unter Beibehaltung der #brigen Axiome
statt A III die folgenden Axiome A III, und A IIl, gleichzeitig
fordert:

A III,: Es existiert wenigstens ein Nullelement o€ @ mita +o=a
fiir alle a € ®.

A III,: Es existiert zu jedem a € ® beziiglich dem in A 111, ge-
nannten Nullelement o wenigstens ein entgegengesetztes Ele-

ment (—a) € & mit a 4 (—a) = o,
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Satz S (1.19)

In dem Axiomensystem D (1.11) kann fiir endliche Moduln unter
Beibehaltung der dibrigen Axiome das Axiom A III durch das
folgende Axiom A I1I* ersetzt werden:

AIII*: Sind x,€® und x,€ & Losungen der Gleichung a+x=>b
mita € ®und b€ ®, so folgt x, = x,.

Aufgaben zu § 1

1. Man fiithre den zweiten Schritt des Beweises von S(1.4) durch.

. Man fithre den zweiten Schritt des Beweises von S(1.5) durch.

3. Man verallgemeinere die Aussage (ab)! = b~1a-! durch vollstindige
Induktion fiir eine beliebige endliche Anzahl von Faktoren.

4. Man beweise M II]* allein aus M I, M II, M III ohne Verwendung
von S(1.4) und S(1.5).

5. Man iiberlege sich, wieso die in S(1.4) und S(1.5) enthaltenen Ein-
deutigkeitsaussagen erneut aus S(1.8) folgen.

6. Man beweise die nach S(1.9) stehende Bemerkung iiber die Abinde-
rungsmoglichkeit des Axiomensystems fiir Gruppen.

7. Man iiberzeuge sich am Beispiel der natiirlichen Zahlen mit der gewhn-
lichen Multiplikation als Verkniipfung, daB auf die Voraussetzung ,,end-
liche Gruppe'' in S(1.10) nicht verzichtet werden kann.

8. Man vergleiche alle Aussagen in Moduln mit den jeweils entsprechenden
in multiplikativen Gruppen.

9. Man fiihre alle Beweise von F(1.12) ff unter Ausnutzung der Kommuta-
tivitit in additiver Schreibweise erneut durch.

[

§ 2. Beispiele von Gruppen

Uber die bereits in der Einleitung zu diesem Kapitel angegebene
Zielstellung hinaus dient die folgende Beispielsammlung zur Festi-
gung und Veranschaulichung der bisher entwickelten Begriffsbil-
dungen. Zugleich benutzen wir die Gelegenheit, einige Tatsachen
aus der Kombinatorik und der elementaren Zahlentheorie zusam-
menzustellen, die fir den Aufbau der Gruppentheorie als Hilfs-
mittel Verwendung finden. Dagegen nehmen wir hier die Giiltigkeit

der ublichen Rechenregeln fiir (komplexe) Zahlen als gegeben an
(vgl. auch Aufg.1).
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Zahlen B(2.1)

Wir betrachten Zahlenbereiche innerhalb der Menge der kom-
plexen Zahlen mit der gewéhnlichen Addition bzw. Multiplikation
als Verknupfungsvorschrift.

a) Die Menge der natirlichen Zahlen bildet weder hinsichtlich der
Addition noch hinsichtlich der Multiplikation eine Gruppe.

b) Die Menge der ganzen Zahlen ist beziiglich der Addition eine
unendliche abelsche Gruppe, also ein unendlicher Modul. Das Null-
element und das zu einem Element entgegengesetzte Element
decken sich mit den in der Arithmetik tblichen Begriffen. Mit der
Multiplikation als Verkniipfung bilden die ganzen Zahlen dagegen
keine Gruppe.

c) Die Menge der rationalen, der reellen sowie der komplexen Zahlen
bilden jeweils sowohl hinsichtlich der Addition als auch, allerdings
unter Ausschluf der Null, hinsichtlich der Multiplikation unendliche
abelsche Gruppen. Fir Nullelement, entgegengesetztes Element
bzw. Einselement, inverses Element gilt das unter b) Gesagte
analog.

Einheitswurzeln B (2.2)
Bekanntlich hat die Gleichung
x"—1=0

genau # verschiedene Wurzeln, die man als komplexe Zahlen wie
folgt angeben kann:
Exi
2hn | . . 2hm  PEEt
& =1C08S —— 41 .-SIn —— = ¢
n n

i i
&=0 T\ /&,=e Z?I

k=0,1,..,n—1).

. ' . . - Ep 1
Sie beiBen n-te Einheitswurzeln und %7 0

entsprechen den Eckpunkten eines
dem Einheitskreis der komplexen
Zahlenebene einbeschriebenen regel- o 4 \&_emfi
miBigen n-Ecks (vgl. Abb.1 far ™

n = 6). Abb. 1
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a) Die n-ten Einheitswurzeln bilden mit der fiir komplexe Zahlen
erkldrten Multiplikation eine abelsche Gruppe der Ordnung n. Man
sieht nimlich mit Hilfe des MoIvrREschen Lehrsatzes sofort, daB
Produkt und Quotient zweier #n-ter Einheitswurzeln wieder eine
solche sind. Die Eindeutigkeit, Assoziativitit und Kommutativitit
der Multiplikation gilt fiir alle komplexen Zahlen und damit auch
fiir die hier betrachteten Einheitswurzeln.

b) Die Gruppe der #-ten Einheitswurzeln hat die besondere Eigen-
schaft, daB alle ihre Elemente bereits als Potenzen einer geeigneten
n-ten Einheitswurzel geschrieben werden koénnen. Nach dem
Morvreschen Lehrsatz leistet das z. B.

2n . . 2m 2mi
g=C0S— +¢.-5in-—=¢"n
wegen " n

ef=¢, 2=4¢, & =¢, er-l=c¢ e =¢g,.

n—1
Jede n-te Einheitswurzel, die auf diese Weise mit ihren Potenzen
alle »n-ten Einheitswurzeln liefert, heilt primitive n-te Einheits-

wurzel.

Vektoren B (2.3)

Wir schreiben die aus der analytischen Geometrie bekannten Vek-
toren des dreidimensionalen Raumes mit Hilfe orthogonaler Ein-
heitsvektoren e,, e,, e; in der Form

L= x,0 + x,8, + X383,

wobei die Koordinaten x,, x,, x, von ¢ (unabhingig voneinander)
beliebige reelle Werte annehmen.

a) Die Menge aller Vektoven des dreidimensionalen Raumes bildet
beztiglich der Vektoraddition einen Modul. Die den Modulaxiomen
entsprechenden GesetzmiBigkeiten werden nimlich bereits in der
elementaren Vektorrechnung nachgewiesen. Insbesondere ist das
Nullelement der Vektor von der Lange 0, d. h. der Vektor

0= 0e¢, + Oe,+ Oe,,

und der zu ¢ entgegengesetzte Vektor (—r) der Vektor gleicher
Lange und entgegengesetzter Richtung, d. h.

(=2 = (—x) e, + (—2p) e+ ("“xa) €g.
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b) Entsprechendes gilt fiir alle Vektoren in einer Ebene bzw. auf
einer Geraden wie iiberhaupt allgemein fiir alle Vektoren eines
n-dimensionalen Raumes.

c) Dagegen bilden Vektoren sowohl hinsichtlich der skalaren als
auch hinsichtlich der vektoriellen Produktbildung keine Gruppen
(vel. Aufg. 3).

Matrizen B (2.4)

Unter einer Matrix vom Typ (m, n) versteht man ein rechteckiges
Zahlenschema

Ty @10 a1y
Ayy Qg ... a4
21 @22 2 -
= (a,)
Ay Bpa - -+ Gy

von m Zeilen und # Spalten. Die m-# Matrixelemente a,;, seien
dabei im folgenden etwa als reelle Zahlen festgelegt.

a) Matrizen vom gleichen Typ kénnen nach der Vorschrift

(@) + (be) = (@i + Do)
addiert werden. Fiir die Erklarung der Multiplikation ist erforder-
lich, daB die Matrizen (a;) und (b,,) verkettet sind, d. h., es muB3

die Spaltenanzahl von (a,;) mit der Zeilenzahl von (b,;) iiberein-
stimmen. Die Vorschrift fiir die Multiplikation lautet:

(@x) - () = (‘h‘:aih'bhk) .

b) Die Menge aller Matrizen vom gleichen Typ (m, n) bilden be-
ziglich der Matrizenaddition einen Modul.

Beweis

AI: Die Addition ist nach Definition eindeutig und ergibt
stets eine Matrix vom gleichen Typ.

A'II: Die Forderung des Assoziativgesetzes fiir die Matrizen
) reduziert sich vermoge der Definition der Addition fir
Matrizen auf die Forderung des Assoziativgesetzes fiir

die Addition der Matrizenelemente, die erfillt ist.
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Das Nullelement ist die Nullmatrix (a,) mit a,, = 0 fir
alle 7 und 4.

Die zu (a,;) entgegengesetzte Matrix — (ay;) ist (—ay).
Hier gilt das Analoge wie bei 4 I1. ged.

c) Die Menge aller quadratischen Matrizen (a,;) vom gleichen Typ
(n, n) mit nichtverschwindender Determinante |(aq)| bildet eine
multiplikative Gruppe, die sog. volle limeare Gruppe vom

Grad n.

Sie ist nicht kommutativ; ihre Elemente werden auch regu-

lire Matrizen genannt.

Beweis
MI:

MII:

M III,:

M III,:

Fir das

Die Multiplikation ist nach Definition eindeutig und er-
gibt wieder eine quadratische Matrix von gleichem Typ.
Ferner gewihrleistet der Multiplikationssatz fiir Deter-

i t
rnanten [@w) |- | (bw) | = | ({a‘,‘ o) |
daB auch die Determinante der Produktmatrix nicht
verschwindet.
Die Produkte
(@) - ()] - (i) bzw. (agq) - [(Bu) - (cu)]
besitzen an jeder beliebigen Stelle ¢, & die Elemente:
jE(%‘aMbM) ¢ bzw. {aih(,;'b,,,c“).
Diese sind nach den fiir reelle Zahlen geltenden Gesetzen

gleich. Also gilt das Assoziativgesetz fiir die Multipli-
kation der Matrizen.

Das Einselement ist die Einheitsmatrix E = (8,,) mit?)
8. — 1 fiar 1==%
k= ..
0 fir ¢ k.
Die zu (a,;) inverse Matrix (a,,)-! ist die Matrix (b,,) mit
=1 .4
ik l (a“‘) | ki

wo Ay, das Produkt aus (—1)i** und dem Minor der
Determinante |(a,,)| ist, der durch Streichen der j-ten
Zeile und der k-ten Spalte entsteht.

Nichterfilltsein von M IV vergleiche Aufgabe 4. qed

1) Man bezeichnet &y auch als KRONECKER-Symbol.
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d) Es ist bemerkenswert, daB die Moduleigenschaft beziiglich der
Matrizenaddition fur beliebige Matrizen vom gleichen Typ erfiillt
ist, wihrend die Gruppeneigenschaft beziiglich der Matrizen-
multiplikation nicht so allgemein abgeleitet werden kann. Dies
liegt daran, daB einmal eine Matrix als Gruppenelement mit sich
selbst verkettet, also quadratisch sein muB3. Zum andern lehrt die
Matrizenrechnung, daB fir die Invertierbarkeit einer quadrati-
schen Matrix das Nichtverschwinden ihrer Determinante not-
wendig und hinreichend ist. Diese Forderung geht auch nur in
den Beweis von M III, wesentlich ein.

Dies ist insofern lehrreich, als z. B. die Menge aller quadratischen
Matrizen vom Typ (2,2) hinsichtlich der Multiplikation den
Axiomen M I, M II, M III, geniigt. Sie gleicht darin der Menge
der natiirlichen Zahlen und besitzt trotzdem hinsichtlich der
Multiplikation Eigenschaften, die wir von der Zahlenrechnung her
nicht kennen. Wir erlautern dies an einigen Beispielen. Sie zeigen,
daB man bei den Beweisen in § 1 keine Vereinfachungen in Ana-
logie zur Zahlenrechnung erwarten kann.

So ist z. B. moglich, daB
AX,=AX, mit X, +X,

gilt im Gegensatz zu der in Gruppen erfilllten Aussage S(1.8).
Man wihle namlich etwa:

a=(o0) B=(50) %=(o1)

Weiterhin kann ein Element Y die Gleichung Y C = C fiir festes C
erfiillen, ohne daB YA = A fiir beliebiges A4 gilt (vgl. Beweis zu
S(1.4)). Man wihle nimlich etwa:

c O 10
C = N Y= .
(20) *=(o0)
Wir kénnen sogar mit Hilfe dieser Matrizen eine Menge bilden,
in der die Matrizenmultiplikation den Axiomen M I, M II und
M III, geniigt, in der es aber nicht nur (wie M III, verlangt)

ein, sondern sogar unendlich viele Linkseinselemente, dagegen
kein Rechtseinselement gibt (vgl. Beweise zu $(1.4) und S(1.9)).
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Dazu nehmen wir alle Matrizen, in denen die Elemente der zweiten
Zeile ay, = ay, = 0 sind, die also die Gestalt

211 2

0o o0
haben. Das Produkt solcher Matrizen ist nimlich wieder eine Ma-
trix dieser Gestalt, die Eindeutigkeit und Assoziativitit der Multi-

plikation ist bei allen quadratischen Matrizen erfillt. Dann sind
aber in dieser Menge alle Matrizen der Form

(o)

mit beliebigem x Linkseinselemente, denn es gilt offensichtlich

lx % %a) [ G2
00 0 o 0 0

Es gibt dagegen kein Rechtseinselement in dieser Menge, denn
das aus

fu G2\ (XY _ [(In¥ @uY)\ (Ou G
0o o0 00 0 0 0 0
entstehende Gleichungssystem
a4 %= ay

any = ay

miifte bei festen x und y fiir alle méglichen Werte von 4,; und 4,,
erfillt sein.

Permutationen B (2.6)

Unter einer Permutation vom Grad # versteht man eine einein-
deutige Abbildung einer endlichen Menge von # Elementen auf
sich selbst. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Elemente
dieser Menge mit den Zahlen 1,2,. ., n. Wir erhalten also eine
Zuordnung der Art

1—4,,2>4,...,.n—>1,
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wobei die 4, 4,, ..., ¢, wieder genau die Zahlen 1,2, ..., n sind,
nur im allgemeinen in einer anderen Reihenfolge. In iibersichtlicher
Weise schreibt man eine solche Permutation

1 2...#n
s = .
1y Tg. .. Oy

Zum Beispiel sind alle Permutationen der Zahlen 1, 2, 3:

123 123 123 123 123 123

123/, \231/,\312/, \213/, \321/, \132/.
Da es bei einer Permutation nur auf die Zuordnung ankommt,
d. h. darauf, daB in der eben eingefilhrten Schreibweise unter

jeder Zahl die ihr zugeordnete steht, ist diese Schreibweise von
der Anordnung der Spalten unabhingig. So ist z. B. durch

123\ _(132)\_(213)\_(231)_(312) (321
312 321 132) \123 231) \213
stets dieselbe Permutation gekennzeichnet.

a) Als eineindeutige Abbildungen, bei denen Original- und Bild-
menge iibereinstimmen, lassen sich Permutationen der Zahlen

1,2,...,n nacheinander ausfithren. Dabei entsteht jeweils wie-
der eine solche Abbildung, also eine Permutation der Zahlen
1,2,...,n. Werden z. B. die beiden Permutationen

123 123
und
<213) (231)

in der angegebenen Reihenfolge nacheinander ausgefiihrt, so geht
die Zahl 1 durch die erste Permutation in die Zahl 2 und diese
durch die zweite Permutation in die Zahl 3, insgesamt also die
Zahl 1 in die Zahl 3 iiber. Entsprechend wird die 2 iber die 1
auf die 2 und die 3 iiber die 3 auf die 1 abgebildet. Es entsteht als

Ergebnis die Permutation
123
321/,
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Sind allgemein die beiden Permutationen

s=(12 1) e am() 2
31 9... 1, ]1.72"’]1‘

gegeben, so formen wir zunichst zur besseren Ubersichtlichkeit
die zweite Permutation durch Spaltenvertauschung um:

s_(12 n)=(qq.ug)
: jljﬂ"'jn klkﬂ"'kn .

Die Nacheinanderausfiithrung von s, und s, ergibt dann ersichtlich

die Permutation
12 n
kiky. ...k, ).

Man bezeichnet diese Nacheinanderausfithrung als Multiplikation
der Permutationen und gebraucht entsprechend die Begriffe Fak-
tor und Produkt:

12 n\ [t a8\ _(1 2...m
iy g .. 1, Ry ky... R, kyky... R, ).
Es ist dabei aber streng auf die Reihenfolge der Faktoren zu

achten, denn diese Produktbildung ist im allgemeinen nicht kom-
mutativ. So ist in dem oben behandelten Beispiel

123\ (123)_[(123
213) \231) \321),
123) (123) (123
231/ \213 132).

b) Die Menge aller Permutationen der Zahlen 1,2, ..., n bildet

mit der unter a) erkldrten Multiplikation als Verkniipfung eine
Gruppe der Ordnung n!.

dagegen
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Beweis
Nach den Ausfithrungen in a) ist nur noch zu zeigen:

M II: Es seien s,,s,,s; beliebige Permutationen, die durch

Spaltenvertauschungen auf die Form

s1=(12") sz=(1:1“:n-~-":.n) saz(jxfz---ju)
hta.- /s Nia--In/s kiky.. .k,

gebracht werden kénnen. Dann gilt:

12 n iy 1, 7,
Sy Sg = Sa + Sa = 1 %2 n
108 (j,j,...j,,), 1" 5% (klk,...k)_

(sl-ss)-sa=(]: : :):sl-(s,-s,).
L Ry

n

M III,: Die identische Permutation

123...n
123...n
hat die Eigenschaften des Einselementes.

M III,: Zu jeder Permutation

12 n
s={. . .
% by ...,

existiert eine inverse Permutation

s—1—= 7:1 1'.2 in
12 n /.

Fir die Behauptung iber die Ordnung vergleiche Aufgabe 5.
ged.

‘c) Die Gruppe der #! Permutationen der Zahlen 1,2,...,7

‘heiBt die symmetrische Gruppe ©,. Sie hat ihren Namen von den
sog. symmetrischen Funktionen in » Variablen; das sind solche

8 Lugowski-Weinert, Algebra 1
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Funktionen f(x,,%,,...,%,), die bei jeder Permutation der
%y, %y, . .., %, in sich iibergehen. Man sagt auch, die symmetri-
schen Funktionen gestatten die Anwendung aller Elemente der
symmetrischen Gruppe. Zum Beispiel ist

Sy, 2g, x3) = 2,205 + X265+ 3%,

eine symmetrische Funktion in drei Variablen (vgl. Aufg. 7).

d) Permutationen und aus ihnen gebildete Gruppen spielten in
der Entwicklung der Gruppentheorie eine groe Rolle. Bei ihrer
Behandlung wurden bereits gruppentheoretische Betrachtungen
durchgefiihrt, ohne daB der abstrakte Begriff der Gruppe vorlag.
Dieser entstand erst viel spiater aus der Erkenntnis, daB wesent-
liche Teile der Theorie der Permutationsgruppen von der speziel-
len Eigenschaft ihrer Elemente, Permutationen zu sein, unab-
hingig sind. Ein von KRONECKER 1870 aufgestelltes System ab-
strakter Gruppenaxiome soll das erste dieser Art sein. Allerdings
148t sich jede endliche Gruppe durch eine ihr zugeordnete Per-
mutationsgruppe beschreiben. Darauf gehen wir im Zusammen-
hang mit einer ausfihrlichen Behandlung der Permutationen
spater ein.

Transformationen B (2.6)

Die bei Permutationen tbliche Beschrinkung auf endliche Mengen
abgebildeter Objekte hat den Vorteil, daB die Gesamtheit der
Zuordnungen jeder Permutation explizit hingeschrieben werden
kann. Der Inhalt unserer Uberlegungen ist jedoch von dieser

Voraussetzung nicht abhingig. Wir verallgemeinern sie daher und
erkliren:

Unter einer Transformation s versteht man eine eineindeutige
Abbildung einer beliebigen Menge I auf sich selbst. Wir kenn-
zeichnen die Transformation s durch ihre Wirkung auf alle Ele-
mente @ ¢ M und schreiben das @ durch s zugeordnete Bild s (a).
Transformationen von IR sind also umkehrbar eindeutige Funk-

tionen, deren Definitionsbereich und Wertevorrat mit 9 zusam-
menfallen.

a) Als eineindeutige Abbildungen, bei denen Original- und Bild-
menge tbereinstimmen, lassen sich Transformationen einer Menge
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nacheinander ausfithren. Dabei entsteht jeweils wieder (genau) eine
solche Abbildung, also eine Transformation dieser Menge.

Man bezeichnet diese Nacheinanderausfiihrung als Multiplikation
der Transformationen. Es ist also?)
[$1- S5 (@) = 85 (51 (a).

Wie schon die Permutationen als spezielle Transformationen
lehren, ist diese Produktbildung im allgemeinen nicht kommu-
tativ.

b) Die Menge X aller Transformationen einer beliebigen Menge M
bildet mit der unter a) erklirten Multiplikation als Verkniipfung
eine Gruppe.

Beweis
Unter Beriicksichtigung von a) bleibt nur noch zu zeigen:

MII: Esgilt
& [s1° So] - s3=8," [s2° s3],

da beide Produkte auf jedes a € I die gleiche Wirkung
haben:
[[sy - sa] - s3] (@) = s5 ([$1 " S2] (@) = s5 (52 (5, (@),
[51° [s2° 8s]] (@) = [s2- ss] (51 (@) = s3 (s (51 (@))).
M II1,: Durch die Vorschrift
e(a)=a firallea€ M

wird die identische Transformation e erklirt, die also
jedes a € I auf sich selbst abbildet. e ist das Einselement

von ¥: e-s=s-e=s firalles¢ g.

M III,: Zu jedem s € & wird durch die Vorschrift
s1(s (a))=a furallea€ M

eine zu s inverse Transformation s-! erklart, die die
durch s bewirkte Abbildung riickgingig macht. Es gilt:

. "1=
§:S €. qed.

1) Vgl. aber Anhang IIb.
g
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Wir haben hier ein treffendes Beispiel fiir die Tatsache, daB in
der Mathematik oft Verallgemeinerungen zur Vereinfachung der
Begriffe und Beweise fiihren. Alle in die Beweise von B(2.5b) ein-
gehenden expliziten Rechnungen hatten wir uns namlich ersparen
konnen, da die eben angestellten allgemeinen Uberlegungen erst
recht fiir Permutationen gelten.

Geometrische Transformationen B (2.7)

Wir koénnen die Ergebnisse des vorangehenden Beispiels insbe-
sondere auf geometrische Uberlegungen anwenden, wenn wir als
Menge I alle Punkte des dreidimensionalen Raumes (einschlieB-
lich seiner unendlich fernen Ebene) nehmen.

Freilich ist die Gesamtheit aller Transformationen von It zu all-
gemein, um Gegenstand geometrischen Interesses zu sein. Man
wird die Menge der zu betrachtenden Transformationen wenig-
stens dahingehend einschrinken, da man nur stetige Transfor-
mationen zuliBt. Darunter versteht man solche eineindeutigen
Abbildungen des Raumes auf sich, die benachbarte Punkte wieder
in benachbarte Punkte tberfithren. Diese Abbildungen bilden
ebenfalls eine Gruppe und werden topologische Abbildungen ge-
nannt. Thr Studium ist Gegenstand der Topologie.

Die Geometrie im eigentlichen Sinne macht weitere Einschrin-
kungen.

a) Von den zu betrachtenden Transformationen des Raumes ver-
langt man die Eigenschaft, daB sie die Punkte jeder Geraden bzw.
jeder Ebene wieder in die Punkte einer Geraden bzw. einer Ebene
iberfithren (also lineare Gebilde gleicher Dimension aufeinander
abbilden unter Erhaltung der Inzidenz, d.h. gegenseitiger Lage-
beziehungen). Solche Transformationen heiBen projektive Trans-
formationen.

Zum Beispiel bilden projektive Transformationen ein Quadrat auf
ein Viereck ab, das aber im allgemeinen weder parallele noch
orthogonale noch gleichlange Seiten hat. Die projektiven Trans-
formationen lassen also von allen Eigenschaften eines Quadrats nur
die Viereckeigenschaft invariant.

Die Gesamtheit der projektiven Transformationen des Raumes bildet
eine Gruppe, die sog. projektive Gruppe.
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Beweis

M I: Die Nacheinanderausfithrung zweier projektiver Trans-
formationen ergibt wieder eine solche. Da nimlich so-
wohl die erste als auch die zweite Transformation lineare
Gebilde unter Erhaltung der Inzidenz in ebensolche
tiberfithrt, so gilt dies auch fir die gesamte Abbildung.
Die Eindeutigkeit der Verkniipfung ist sogar fiir belie-
bige Transformationen erfiillt.

M II: Das assoziative Gesetz gilt ebenfalls sogar fiir beliebige
Transformationen.

M II1,: Die in B(2.6b) erklirte identische Transformation ist
offensichtlich projektiv.

M III,: Desgleichen ist die in B(2.6b) fiir jede Transformation s
erklirte inverse Transformation s-! mit s ebenfalls pro-
jektiv. qed

b) Besondere projektive Transformationen sind solche, die par-
allele Geraden wieder in parallele Geraden iiberfithren. Sie werden
affine Transformationen genannt. Ein Quadrat wird von ihnen
auf ein Parallelogramm abgebildet, das aber im allgemeinen weder
orthogonale noch gleichlange Seiten hat. Die affinen Transfor-
mationen lassen also von den Eigenschaften eines Quadrats nur
die Parallelogrammeigenschaft invariant.

Die Gesamtheit der affinen Transformationen des Raumes bildet eine
Gruppe, die sog. affine Gruppe. Der Beweis verlauft analog dem
fir die projektive Gruppe.

c) Besondere affine Transformationen sind solche, die orthogonale
Geraden wieder in orthogonale Geraden uberfithren. Man bezeich-
net sie als aquiforme Transformationen oder Ahnlichkeitstrans-
formationen. Sie lassen nidmlich nicht nur rechte, sondern iber-
haupt alle Winkel und damit alle Langenverhaltnisse invariant.
Diese Transformationen iiberfiihren jedes Quadrat wieder in ein
Quadrat, im allgemeinen jedoch von anderer Seitenlinge. Die
Ausfithrung einer solchen Transformation bedeutet also eine maf-
stabliche VergroBerung bzw. Verkleinerung. Analog zu 2) und b)
beweist man:

Die Gesamtheit der dquiformen Transformationen des Raumes bildet
eine Gruppe, die sog. Gquiforme Gruppe oder Hauptgruppe.
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d) Besondere Ahnlichkeitstransformationen sind solche, die die
Lingen selbst invariant lassen, also die kongruenten Transforma-
tionen. Entsprechend dem bisher Ausgefiihrten bilden sie eben-
falls eine Gruppe, die sog. Kongruenzgruppe.

e) Besondere kongruente Transformationen sind solche, die jede
Orientierung erhalten. Sie werden auch Bewegungen (im Gegen-
satz zu Umlegungen) genannt und bilden die sog. Bewegumngs-

gruppe.

Die unter a) bis e) geschilderten Gruppen, deren jede die folgen-
den enthilt, kennzeichnen den in der modernen Mathematik iib-
lichen Aufbau der Geometrie. Er wurde zum ersten Male von
F. KLEINY) in dem bekannten Erianger Programm aufgezeigt.
Auf die analytische Darstellung geometrischer Transformationen
und ihren Zusammenhang mit der Matrizenrechnung kommen
wir in § 14 zu sprechen.

Restklassen ganzer Zahlen B (2.8)

Jede positive ganze Zahl m gestattet, in der Menge der ganzen
Zahlen eine Aquivalenzrelation zu erkliren, die sog. Kongruenz
modulo m:

Sind 2 und b ganze Zahlen, so nennt man a kongruent 4 modulo m
genau dann, wenn die Differenz a — b ein ganzzahliges Vielfaches
gm von m ist. Man bezeichnet dies durch

a=>bmodm
oder kiirzer

a=b(m).

Die Kongruenz mod m ist tatsichlich eine Aquivalenzrelation,
denn sie ist offensichtlich (vgl. Aufg. 8)

reflexiv: a=a(m),
symmetrisch: aus a = b (m) folgt b = a (m),
transitiv: aus 2 = b (m) und b= ¢ (m) folgt a = ¢ (m).

1) Fl;:LIx KLEIN, 1849 bis 1925, , Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geo-
metrische Forschungen*, Erlangen 1872,
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Wie aus der Mengenlehre bekannt ist, bewirkt jede in einer Menge
erkliarte Aquivalenzrelation eine Einteilung dieser Menge in Klas-
sen zueinander adquivalenter Elemente. So entsteht durch die
Kongruenz mod m die Einteilung der Menge der ganzen Zahlen
in die sog. Restklassen mod m. Genau die in einer Restklasse mod m
liegenden ganzen Zahlen sind also untereinander kongruent.

Wegen der Elementfremdheit der Klassen bestimmt jedes Element
der Klasse eindeutig die Klasse, der es angehdrt. Die die ganze
Zahl a enthaltende Restklasse mod m bezeichnen wir mit

[4] mod m.
Es entspricht der Kongruenz der Elemente
a = b mod m
die Gleichheit der Restklassen
[2]= [b] mod m.

Der Name ,,Restklassen’‘ stammt von einer anderen Definition
der Kongruenz. Sie besagt, da zwei Zahlen mod m kongruent
sind, wenn sie bei der Division durch m den gleichen Rest lassen,
und ist mit unserer Erklirung gleichwertig. Es folgt namlich ein-
mal aus

a=qm-+r und b=¢gm+r mit 0 <r <m,
daB die Differenz
a—b=(g—q)m
ein ganzzahliges Vielfaches von m ist. Umgekehrt ergibt sich aus
a—b=gm

durch Einsetzen in a = gm+ 7 mit 0 <7 <m, daB auch b bei
Division durch m den gleichen Rest » 1a8t:

b=a—gm=(@—gm+r.
Aus dieser Definition entnehmen wir sofort, daBl es genau m ver-
schiedene Restklassen mod m gibt:
[01,111,...,[m—1].
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Die Zahlen 0,1,...,m— 1 bilden also ein vollstindiges Re-
prasentantensystem der Restklassen mod m, welches das kleinste
nichtnegative Reprasentantensystem mod » genannt wird.

Das Studium der Restklassen und der Kongruenzrechnung ist ein
wesentlicher Teil der elementaren Zahlentheorie, in dem gruppen-
theoretische Uberlegungen eine wichtige Rolle spielen. Die fol-
gende Einfihrung faBt das fur die Gruppentheorie Benétigte zu-
sammen.

a) In der Menge der Restklassen mod m fithren wir durch
(a] + [b] = [a + B]

eine additive Verknipfung ein. Auf diese Weise wird in der Tat
den beiden Restklassen [2] und [b] eine eindeutig bestimmte
Restklasse als Summe zugeordnet, die von der Wahl der Reprisen-
tanten & und b unabhingig ist. Wir miissen also zeigen, daB aus

[a] =[] und [b]= [¥]
folgt
[a+ b]l=[a’+ ¥'].
Gehen wir von der Gleichheit der Restklassen zur Kongruenz der
Elemente iiber, so lautet diese Behauptung, daB aus

a=a (m)und b= ¥ (m)
folgt
at+b=a+b (m.

Dies ist aber wegen

a=a+gmund b="¥b+ hm
und damit
at+b=a+¥bV+ g+ hm
erfillt.

Analog erkliren wir in der Menge der Restklassen mod m durch
[a]- [b] = [a - ]

eine multiplikative Verkniipfung, die ebenfalls den beiden Rest-
klassen [a] und [b] unabhingig von der Wahl der Reprisen-
tanten 2 und b eine eindeutig bestimmte Restklasse als Produkt
zuordnet (vgl. Aufg. 9).
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b) Die Menge der Restklassen mod m bildet beziglich der in a) er-
kldrten Addition einen Modul der Ordnung m, den sogemannten
Restklassenmodul mod m.

Beweis
Es bleibt nur zu zeigen:

A II: Die Assoziativitit der Addition der ganzen Zahlen iiber-
tragt sich gemiB der Definition auf die Addition der
Restklassen.

A III,: Nullelement ist die Nullrestklasse [0].

A III,: Die zur Restklasse [a] entgegengesetzte Restklasse —[a]
ist [—a).

A IV: Man schlieBt wie bei 4 I1I.

qed.
c) Beziiglich der in a) erklarten Multiplikation bilden auch die
von [0] verschiedenen Restklassen mod m im allgemeinen keine
Gruppe. Wir zeigen durch ein Beispiel, daB M III* nicht erfullt
ist. Es ergibt sich nimlich mod 12:

[5]- [4] = [2]- [4] = [8], obwohl [5] = [2].

d) Wir konnen jedoch dhnlich wie in B(2.4) eine Untermenge in
der Menge der Restklassen mod m auszeichnen, die eine multi-
plikative Gruppe bildet.

Dazu erinnern wir zunichst an einige Begriffe aus der Teilbarkeitslehre
ganzer Zahlen:
Eine ganze Zahl ¢ heiBt Teiler einer ganzen Zahla (in Zeichen ¢|a), wenn es
eine ganze Zahl x mit a = ¢. x gibt. Dann ist natiirlich wegen a = (— ¢) (— x)
auch — ¢ ein Teiler von «, so daB man sich auf positive Teiler beschrinken
kann.
Damit ist klar, was unter einem gemeinsamen Teiler ¢ zweier Zahlen a
und b zu verstehen ist. Unter allen moglichen gemeinsamen Teilern ist der
groBte gemeinsame Teiler ¢ von @ und b (in Zeichen d = (a, b)) durch die
beiden folgenden Forderungen eindeutig bestimmt:
1. d ist (positiver) gemeinsamer Teiler von @ und b: d|a und d|b.
2. Jeder gemeinsame Teiler ¢ von @ und b ist auch Teiler von 4:

Aus t|a und ¢|b folgt ¢|d.
Man iiberlegt sich dies am einfachsten, indem man jede der auftretenden
Zahlen in ihre Primfaktoren zerlegt (vgl. Aufg. 11). Die dabei verwendete
Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Zerlegung ist ein wichtiger (und
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durchaus nicht trivialer) Satz der elementaren Zahlentheorie, auf den wir
uns hier jedoch ohne Beweis stiitzen. Ubrigens wird sich ein sglche}‘ Be-
weis bei allgemeinen Betrachtungen im folgenden Band ohnehin mit er-
geben.

Die angestrebte Auswahl gewisser Restklassen beruht auf folgen-
dem Sachverhalt:

Alle Zahlen a, &, . . . einer Restklasse mod m haben mit m den glei-
chen griften gemeinsamen Teiler.

Beweis

Wir bezeichnen (@, m) = d und (&, m) = d’. Aus (a, m) = d folgt
d|a und d|m. Wegen

d=a(m),alsoa’=a+gm

gilt dann auch d|a’. Mit d|m ergibt sich daher d|d’. Umgekehrt
folgt d’|a’ und d'|m aus (a’, m) = d’. Wegen

a=a —gm

gilt dann auch d’ja. Mit &'|m folgt dann auch 4'|d. Also ist
d=d. ged.
Daher ist der groBte gemeinsame Teiler (a, m) eine Eigenschaft
der Restklasse [a] mod m. Das erméglicht es, insbesondere die-
jenigen Restklassen [a] mod m zu betrachten, fir die (a, m) =1
gilt. Sie heiBen prime Restklassen mod .

e) Die Menge der primen Restklassen mod m bildet beztiglich der
in a) erklarten Multiplikation eine abelsche Gruppe, die sog. prime
Restklassengruppe mod m.

Beweis

M1I:  Wir wissen bereits, daB das Produkt zweier beliebiger
Restklassen mod # wieder eine eindeutig bestimmte
Restklasse mod m ist. Insbesondere ist das Produkt
zweier primen Restklassen mod » wieder eine prime
Restklasse mod m, denn das Produkt zweier zu m
teilerfremden Zahlen ist selbst teilerfremd zu m.

M II: Die Assoziativitit der Restklassenmultiplikation ergibt

sich entsprechend wie in b) aus der Assoziativitit der
Multiplikation ganzer Zahlen.
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M III*: Da es nur # verschiedene Restklassen mod m gibt, ist
die Menge der primen Restklassen mod m erst recht
endlich. Nach S(1.10) geniigt dann der Nachweis von
M III*. Wir nehmen also an, daB

[2] - [x]= [a] - [x,], also [ax,] = [ax,]
ist. Dann ist die Differenz
ax,— axy= a (%, — x;) = gm

ein ganzzahliges Vielfaches von m. Da nach Voraus-
setzung (2, m)=1 gilt, folgt daraus m|(x,— x,), d. h.
aber

[21] = [x,].

M IV: Man schlieBt wie bei M I1. qed

Der Spezialfall m = p mit einer beliebigen Primzahl p ist not-
wendig und hinreichend dafiir, daB alle von [0] verschiedenen
Restklassen mod m prim sind. Genau in diesem Falle bilden die
m— 1 von [0] verschiedenen Restklassen mod m eine multi-
plikative abelsche Gruppe.

f) Die Ordnung der primen Restklassengruppe mod m wird durch
die Anzahl der zu m teilerfremden Zahlen gegeben, die kleiner
als m sind. Man bezeichnet sie durch die sogenannte EULERsche
Funktion @ (m). In der Zahlentheorie leitet man unter Verwen-
dung der Zerlegung von m in Primfaktoren,

m=p Py PR (Bt p fir i),
fir ¢ (m) die Formel ab:

Wn)=m-(1—ﬁ)...(1—Pih)=p’;"‘...p;:h“(pl—l)...(p,.—l)-

Zum Beispiel besitzt die prime Restklassengruppe mod 12 als
Elemente die ¢(12) = ¢(22-3) =4 primen Restklassen mod 12:

[11, (51, [7], [11].
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Aufgaben zu § 2

1

10.

11.

. Man priife fiir alle Beispiele das Erfiilltsein bzw. Nichterfiilltsein der

Gruppenaxiome nach, soweit dies im Text noch nicht ausdriicklich ge-
schehen ist.

. Die im Text angegebenen Beispiele erschopfen keineswegs die Moglich-

keit, Gruppen aus Zahlen zu bilden. So ist etwa die Menge aller ge-
raden Zahlen ein Modul, die Menge aller Briiche, deren Zihler und
Nenner ganzzahlige Potenzen von 2 sind, eine multiplikative abelsche
Gruppe. Man priife diese Behauptungen nach und bilde dhnliche Bei-
spiele.

. Man begriinde die in B(2.3c) aufgestellte Behauptung.
. Auch die Multiplikation quadratischer Matrizen mit nichtverschwin-

dender Determinante ist im allgemeinen nicht kommutativ. Man zeige
dies durch Beispiele.

. Es gibt genau #! Permutationen der Zahlen 1, 2, ..., n.
. Die symmetrische Gruppe &, ist nur im Fall » = 2 abelsch.
. Man zeige, daB die in B(2.5c) angegebene Funktion tatsichlich sym-

metrisch ist.

. Man beweise die Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitit der Kon-

gruenz mod m.

. Man zeige die Unabhingigkeit der Definition

[a] - 0] =[a- 0]
von der Wahl der Repriasentanten a und b.

Man stelle die Restklassen mod 6 auf und veranschauliche sich die in
B(2.8a) erklirten Verkniipfungen.

Unter Voraussetzung der Existenz und Eindeutigkeit der Primzer-
legung positiver ganzer Zahlen zeige man, daB der groBte gemeinsame

Teiler d = (a, b) durch die in B(2.8d) genannten beiden Forderungen
eindeutig bestimmt ist.

§ 3. Potenzen von Gruppenelementen

Unter allen Produkten von Elementen einer Gruppe treten ins-
besondere solche auf, deren Faktoren alle iibereinstimmen. In An-
lehnung an die allgemein fiir derartige Produkte iibliche Bezeich-
nung spricht man auch hier von Potenzen.

Der Leser vergegenwartige sich fiir das Folgende die Potenzrech-
nung mit gewéhnlichen Zahlen. Sie beginnt mit der Einfiithrung
von Potenzen mit natiirlichen Exponenten > 2, fir die gewisse
Gesetze abgeleitet werden. Die ,.erste Erweiterung des Potenz-
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begriffes’ hat die Zulassung von beliebigen ganzzahligen Expo-
nenten zum Ziel, wobei gefordert wird, daB3 die gleichen Gesetze
giiltig bleiben (Permanenzprinzip). Zur Erklirung von Potenzen
mit negativen Exponenten benutzt man Quotienten. Die erwei-
terte Potenzrechnung fithrt daher nur aus solchen Zahlenbereichen
nicht hinaus, in denen die Division uneingeschrinkt ausfithrbar
ist.

Die Behandlung der Potenzen von Gruppenelementen erfolgt
vollig analog. Wegen der Gruppeneigenschaft M III erweist sich
die Erweiterung des Potenzbegriffes auf negative Exponenten in
Gruppen als immer durchfihrbar. Diese allgemeinen abstrakten
Uberlegungen umfassen natiirlich den konkreten Fall aller der-
jenigen Zahlenbereiche, die multiplikative Gruppen sind. Die All-
gemeinheit macht unsere Uberlegungen jedoch nicht schwieriger.
Sie wiirden, um exakt zu sein, in jedem einzelnen konkreten Falle
entsprechend verlaufen miissen.

Definition D (3.1)
Ein Produkt von n gleichen Faktoren a € & heifit n-te Potenz

von a. at=a-a... . -a

n

Das Operationszeichen n ist dabei eine natiirliche Zahl >2 und
wird als Exponent bezeichnet.

Folgerung F(3.2)
In jeder Gruppe gelten die beiden Potenzgesetze:
I: ar-am=attm

II: (an)m = qn"
Dagegen gilt
III: (ab)*=a™.b"

dann (und fiir alle n auch nur dann), wenn ab=ba ist, iﬂsbesomgere
also stets fir abelsche Gruppen. Dabei sind n und m natiirliche
Zahlen > 2.

Dies ergibt sich unmittelbar aus D (3.1) allein unter Verwendung

von M I und M II (vgl. Aufg. 1). Da die Definition D(3.1)
ebenfalls von der Giiltigkeit von M III unabhingig ist, hatten
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wir also das bisher Gesagte auch fiir Mengen mit einer Verkniip-
fung aussprechen kénnen, die nur M I und M II erfiillt. Dagegen
werden wir ab jetzt die Voraussetzung, daB wir Potenzen von
Gruppenelementen untersuchen, voll ausniitzen. So stellen wir
zunichst folgenden Zusammenhang zwischen Potenz- und In-
versenbildung fest:

Folgerung F (3.3)

Das Inverse der n-ten Potenz (n > 2) von a € & ist die n-te Potenz
des Inversen a=' von a:

(@)1= (@Y.
Beweis
Nach Definition des Inversen erfiillt (a*)-1 die Gleichung:
a*- (@a")l=e.
Andererseits ergibt sich
ar. (@Y)r=aa...a.alat .. al=e

—_——
n n

durch #-malige Anwendung von aa-!=¢. Aus der Eindeutig-
keit des Inversen folgt die Behauptung. qed

Das zu jedem Gruppenelement & existierende Inverse wurde
formal als a1 bezeichnet. Es ist die eindeutig bestimmte Lésung
der Gleichung ax = ¢ und hat mit dem in D(3.1) erklarten Po-
tenzbegriff nichts zu tun. Um a-! als Potenz von a auffassen zu
konnen, miissen wir den Potenzbegriff dahingehend erweitern,
daB sogar alle ganzen Zahlen als Exponenten zugelassen werden.
Eine solche Erweiterung ist nur sinnvoll, wenn dabei die in
F(3.2) genannten Gesetze giiltig bleiben (Permanenzprinzip).
Wir benutzen daher diese Gesetze als Anleitung fiir die ange-

strebte Erweiterung. In diesem Sinne werden uns schon durch
das Potenzgesetz I

a-a =a? at =a
wegen {a-a’l =¢ die Setzungen { a°
/A (d")'1= e a~ "= (an)-l

[
x
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letztere fiir # > 2, nahegelegt. Wir sprechen diese Setzungen
als Definition aus und miissen selbstverstindlich nachweisen, da8
damit F(3.2) fur den so erweiterten Potenzbegriff erhalten bleibt.

Definition D (3.4)
Wir erkliren: al=a
a’=¢

a~*= (a")~1 n=>2).

Die letzte Setzungin D (3.4) besagt im Zusammenhang mit F (3.3):
a—" = (an)—l — (a—l)n .

Diese Gleichheiten gelten zunichst fir » > 2, die erste wurde
definiert, die zweite bewiesen. Wir zeigen als nichstes, daB sie
fiir beliebige ganzzahlige Exponenten weitergelten.

Folgerung F (3.5)
Es ist a"= (a")"1= (a~Y)"

fiir beliebiges ganzzahliges n = 0.

Beweis

1. Fiar » > 2 ist alles klar.

2. Das gleiche gilt nach D(3.4) fir x =1 und n = 0.

3. Fir negative n = — m (m > 0) ist zu beweisen:

am = (a—'m)-l = (a-l)—m.

Es ist aber

(a"1)-™= [(@~1)™]~! nach D (3.4), angewendet auf (a~!) undm >0,
= [(@™)-1]! nach F(3.3), wegenm >0,
_{[a-"‘]'l nach D (3.4), angewendet auf a4 und m >0,
~lam nach F(1.6). ged.

Satz 5(3.6)

Die Potenzgesetze I, I1, I11 bleiben giiltig fiir alle nach D (3.4) auf-
tretenden ganzzahligen Exponenten.
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Beweis

Wir zeigen zuerst I, indem wir in der zu beweisenden Formel

ar - am = anrtm

fiir # jede beliebige ganze Zahl zulassen und fiir m folgende Fall-
unterscheidungen durchfiihren:

1. Fir m=0, m=+ 1, m = — 1 {iberzeugt man sich sofort von
der Richtigkeit der Behauptung.

2. Fir positive m fithren wir vollstindige Induktion von m auf
m+ 1 durch. Der Induktionsanfang ist nach 1. mit m =1 ge-
geben. Dann ist

ar-agmtl=g". (a™-al) nachl.

= (a™*™) . al nach Induktionsvoraussetzung
= g(ntm)+1 nach 1.
3. Analog verfahren wir firr negative m = — s (s > 0), indem wir

vollstindige Induktion von s auf s + 1 durchfithren. Der Induk-
tionsanfang ist nach 1. mit s = 1 gegeben. Dann ist:

ar . q-(s41) — gn. g-s-1

=a" (@ *-a') mnachl

= (@"%) a1 nach Induktionsvoraussetzun
g

= gln-8)-1 nach 1,

= gn—(s+1)

Beim Nachweis von I bedienen wir uns dhnlicher Schliisse. Wir
lassen in

(am)ym = gn-m

n jeden beliebigen ganzzahligen Wert annehmen und unterschei-
den beziiglich m:

1. Fir m=0, m= 1, m = — 1 folgt die Behauptung nach D (3.4)
bzw. F (3.5).

2. Fir positive m fithrt man vollstindige Induktion durch, die dem
Leser iiberlassen bleibt (vgl. Aufg. 3).
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3. Fiir negative m = — s (s > 0) sei der SchluB von s auf s+ 1
hier noch einmal durchgefiihrt:

(an)-(s+1) — (an)-c—l
= (a")~*- (a™)71 nach 7

= gn=9) (gn)-1 nach Induktionsvoraussetzung
= g™-9 g-n nach F (3.5)

= gn(-3)-» nach I

= gn(=s-1)

= qn(-(s+1))

SchlieBlich beweisen wir III. Fir > 2 und n=— 1 ist dies
schon geschehen. Die Fille # =0 und »= 1 ergeben sich aus
D(3.4). Fur n <2, also n= — s (s >2), fithren wir die Be-
hauptung mit Hilfe von_F(3.5) auf die bereits gezeigten Falle
zuriick:

@-b)*=[a b)) =[b-a)P=[at b= (@@ (b)

=qa%. b,

Dabei haben wir die Vertauschbarkeit von 4 und & mehrfach be-
nutzt. Diese Bedingung ist also hinreichend. Sie ist aber auch

notwendig, wie der Fall » = — 1 lehrt (vgl. Aufg. 4).
qed.

Entsprechend den Bemerkungen nach dem Beweis von S(1.10)ff.
konnen wir die Potenzrechnung in die additive Schreibweise iiber-
tragen. In Moduln entspricht dem Begriff der Potenz der Begriff
des Vielfachen:

Definition D (3.7)

Eine Summe von n gleichen Summanden a € ® heift Vielfaches
von a:
na=a-+a+ ...+ a.

n

Das Operationszeichen n ist dabei eine natiirliche Zahl > 2.
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Folgerung F (3.8)
In jedem Modul gelten die drei Geselze:
lI: wat+ma=m+m)a
II: mna) = (m-n)a
III: na+nb =n(@+b),

wobei zundchst n und m natiirliche Zahlen > 2 sind.

Auch der Begriff des Vielfachen 1aBt sich fiir beliebige ganze
Zahlen als Operationszeichen so erweitern, dafl die Gesetze
I, 11,111 giiltig bleiben.

Definition D (3.9)
Wir erkliren: la=a
Oa=o0

(—n)a=—(mna) (n21),
wobei o das Nullelement des Moduls und — (na) das zu na ent-
gegengesetzte Element bedeuten?).
Entsprechend F (3.5) und S (3.6) erhalten wir:
Folgerung F (3.10)
Es ist (—n)a=—(na)=n (—a)

Jrir beliebige ganzzahlige n = 0.

Satz S (3.11)

Die Gesetze I, 11, III bleiben giiltig fiir alle nach D (3.9) auftreten-
den ganzzahligen Operationszeichen.

Es sei ausdricklich darauf hingewiesen, daB mit D(3.7) und
D(3.9) nicht etwa zusitzlich zur additiven Verkniipfung des

1) Wenn eine Unterscheidung wiinschenswert ist, bezeichnen wir die Zahl Null
mit 0im Gegensatz zum Nullelement o und entsprechend die Zahl Eins mit 1 im
Gegensatz zum Einselement e.
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Moduls eine neue (etwa multiplikative) Verkniipfung der Modul-
elemente untereinander erklart wird. Vielmehr handelt es sich um
eine eindeutig definierte ,,Operatoranwendung'* der ganzen Zah-
len auf die Modulelemente. Die ganzen Zahlen werden dabei zu
einem ,,Operatorenbereich‘ fiir jeden Modul.

Dieser Sachverhalt erhalt in der Gruppentheorie eine Verallge-
meinerung, indem man fir beliebige Gruppen die Anwendung
beliebiger Operatorenbereiche mit analogen GesetzmaifBigkeiten
definiert. Darauf kommen wir spiter zu sprechen.

Aufgaben zu § 3

1.
2.

3.
. Zwei Gruppenelemente a und b erfiillen ab = ba dann und nur dann,

10.

11,

4*

Man beweise die Folgerung F(3.2).

Man fiihre einen zweiten Beweis fiir F (3.3) durch vollstindige Induk-
tion.

Man trage den fehlenden SchluB im Beweis von S(3.6) nach.

wenn das gleiche fiir ihre Inversen gilt.

. Gruppenelemente, die als Potenzen eines festen Gruppenelementes ge-

schrieben werden kénnen, sind kommutativ multiplizierbar.

. Fiir beliebige Gruppenelemente a und b gilt:

(@b)=" = (b-1a-1)".

Man beweise diese Formel und verallgemeinere sie auf eine beliebige
endliche Anzahl von Faktoren.

. Man vergleiche alle Aussagen in Moduln mit den jeweils entsprechenden

in multiplikativen Gruppen.

. Man iibertrage die Aussagen in Aufgabe 6 in additive Schreibweise.
. Der Leser wird bemerkt haben, daB bei den letzten Betrachtungen in

diesem Paragraphen die ganzen Zahlen in doppelter Bedeutung auf-
treten kénnen, nimlich einmal mit den iiblichen Rechengesetzen als
Operatorenbereich fiir jeden Modul, zum anderen aber als einer von
diesen Moduln selbst. Man iiberlege sich, da8 in diesem Spezialfall
durch D(3.7) und D(3.9) ausnahmsweise eine Verkniipfung zwischen
Elementen derselben Menge erklirt wird. Diese stimmt, wenn sie auch
einer ganz anderen Auffassung entspringt, mit der iiblichen Multi-
plikation der ganzen Zahlen iiberein.

Der in B(2.3) erklirte Modul der Vektoren ist ein Beispiel eines Mo-
duls, der nicht nur die ganzen Zahlen, sondern alle reellen Zahlen als
Operatorenbereich mit den in F(3.8) genannten Gesetzen I, 11,111
gestattet.

Das gleiche gilt fiir den in B(2.4) erklirten Modul aller Matrizen vom
Typ (n, m).
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§ 4. Strukturtafel, Isomorphie

Wir lernen in diesem Paragraphen zunichst ein Hilfsmittel zur
rechnerischen Beherrschung endlicher Gruppen kennen. Dabei
werden wir von selbst auf den grundlegenden Begriff der Iso-
morphie gefiithrt.

Eine Gruppe ® ist eine Menge, in der eine Verkniipfung erklart ist,
an die bestimmte Anforderungen gestellt sind. Im endlichen Falle
koénnen wir also die Elemente der Menge ® mit a,,a,, ..., 4, in
beliebiger Reihenfolge bezeichnen, fiir die Verkniipfung eine voll-
stindige Rechentafel aufstellen und uns schlieBlich fragen, wie
sich die an die Verkniipfung gestellten Anforderungen in der
Rechentafel widerspiegeln.

Die zu konstruierende Rechentafel wird nach dem Mathematiker
CAYLEY!) benannt.

Erklirung D (4.1)
Man erhalt die CAyLEYsche Strukturtafel einer endlichen Gruppe &,
indem man alle Gruppenelemente a,, a,, . . ., a4, wie unterI. in je

einer Spalte und Zeile als Tafeleinginge schreibt und den Innen-
raum der so entstehenden Tabelle wie unter II. mit den »#2 Pro-
dukten (bzw. Summen) der Elemente ausfiillt:

a a . .. a, C . a .
a4
2y

I II. a‘ ............ a'_ak
@,

1) ARTHUR CAYLEY, 1821 bis 1895,
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Als Beispiel stellen wir die Strukturtafel der symmetrischen Gruppe
©; mit den Elementen

(123 (123 (123
o (123)’ s’_(231)’ s’—<312)’
(123 (123 (123
s‘_<213)' sl“(321)' S““(132)

aufl):
Sy Sz S3 S S5 S
Sy | S Sz Sy Sg Sp Sg
Sg | Sa S3 S Se¢ S¢ S5
Sg | S3 S1 S3 Sy Sg S
Sa | S¢ S5 Se S; Sa S3
S5 | S5 Se¢ Sa S3 S1 S3
Sg | S¢ Sg S5 Sa Sz 5
Folgerung F (4.2)

Den einzelnen Gruppeneigenschaften entsprechen die folgenden
GesetzmiBigkeiten der Strukturtafel:

MI bzw AlI: An jeder Stelle der Tafel steht ein eindeutig
bestimmtes Element der Gruppe.

M III, bzw. A I1I,: Es gibt wenigstens eine Zeile, die mit dem
Tafeleingang tibereinstimmt.

S(1.4) bzw. S(1.13): Es gibt genau eine Zeile und eine Spalte,
die mit dem entsprechenden Tafeleingang
iibereinstimmen. Bei der Wahl von a, = ¢
bzw. a;= o sind dies die erste Zeile und
erste Spalte, womit man die Tafeleingange
sparen kann.

1) Es versteht sich, daB die 4duBere Gestalt der Strukturtafel von der gewihlten
Numerierung der Gruppenelemente abhingig ist.
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M III, bzw. A 111,:

S(1.5) bzw. S(1.14):

M IIT bzw. A III:

M IIT* bzw. A I1T*:

MIV bzw. AIV:

In jeder Spalte tritt das Eins- bzw. Null-
element mindestens einmal auf.

Das Eins- bzw. Nullelement tritt in jeder
Zeile und in jeder Spalte genau einmal auf.
Zeilen und Spalten, in deren Schnittpunkt e
bzw. o steht, kennzeichnen zueinander in-
verse bzw. entgegengesetzte Elemente.

In jeder Zeile und in jeder Spalte tritt
jedes Gruppenelement mindestens einmal
auf, weil sonst wenigstens eine Gleichung
der Gestalt ax=05b oder ya=b bzw.
a + x = b keine Losung hatte.

In jeder Zeile und jeder Spalte tritt jedes
Gruppenelement hochstens einmal auf, weil
sonst wenigstens eine Gleichung der Ge-
stalt ax =10 oder ya=05b bzw. a+x=1>
mindestens zwei verschiedene Losungen
hatte.

Bemerkung: Die beiden zuletzt genannten
Eigenschaften der Strukturtafel folgen
offensichtlich auseinander. Das bestitigt
erneut die Gleichwertigkeit von M III und
M IIT* bzw. A IIT und A III* fur end-
liche Gruppen.

Bei kommutativen Gruppen ist die Struk-
turtafel symmetrisch beziiglich der von
links oben nach rechts unten verlaufen-
den Diagonalen.

Das assoziative Gesetz M II bzw. A II spiegelt sich in der Struk-
turtafel nicht unmittelbar wider. Wir geben ein Beispiel fiir eine
Strukturtafel!), die allen bisher genannten Bedingungen geniigt,

1) Es ist klar, daB man fiir jede Menge mit einer eindeutigen Verkniipfung eben-
falls eine Strukturtafel aufstellen kann, ’
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aber in der zugrunde gelegten Menge eine Verkniipfung beschreibt,
die nicht assoziativ ist:

| @y ay a3 ay a5 ag

ay | @ a3 a3 @ a5 ag
a4y | @3 a3 @4 @5 @y a4
az | a3 a4y Ay ag 4y G
A | @4 Gy Qg a3 4y @

as | as ag @, a; a, ag

ag | ag a, a; a, ag a,
mit  (aza,) a3 = azas= a,,
aber a;(aga5) = agas= ay.

Das zeigt auch, daB M II bzw. A II nicht aus den iibrigen Grup-
penaxiomen abgeleitet werden kann.

Fiir das Folgende stiitzen wir uns auf weitere Beispiele. So bildet
die Menge der vier Permutationen

1234 1234 1234 1234
§;= » 3= So = v Sg=
1234 2143/ s 3412 4321

eine multiplikative abelsche Gruppe, die sog. KLEINsche Vierer-
gruppe B,. Zum Beweis der Gruppeneigenschaft stellen wir die
Strukturtafel auf. Die Nachrechnung bleibt dem Leser iiberlassen:

S Sy S3 S
$1 S; Sa Sz Sy
Sy Sg S; Sy Sy
S3 S3 S4 S Sa
Sa Sa¢ Sg Sz &

Wir stellen fest, daB alle in F (4.2) genannten Eigenschaften erfiillt
sind. Da das assoziative Gesetz in B(2.5) fiir beliebige Permuta-
tionen bewiesen wurde, bilden also s, s;, 53, s, in der Tat eine
multiplikative abelsche Gruppe.
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Desgleichen bildet die Menge der Funktionen

1
L) =%, filx) = =’ fslo) ===, folzx)=—
mit der Verknipfung
[fe fie] &) = fi (f; (%))
eine multiplikative abelsche Gruppe. Sie hat die Strukturtafel

| A fa fs A

Al h o s fu
ol o h fo fs
fs| foa i L L2
ol fo fs o S

1
x

denn es ist z. B.

heh=ht@) =H(5) =5 =/

fafa=falfax)) = fy (%) = % =x=f
fa'fs'_*fs(fz(x)):fs(%):"‘%=f4
foho=flhe) =fi(3) = — T =—==fs  ww.

Aus der Strukturtafel ersehen wir wieder die Gultigkeit von M I
und M III. Von M II kénnten wir uns an dieser Stelle durch
Ausrechnen von allen 43 Moglichkeiten tberzeugen; wir werden
aber sehen, wie wir die Giiltigkeit von M II anders erschlieBen
koénnen (vgl. Aufg. 4).

Die beiden zuletzt aufgefithrten Beispiele sind insofern inter-
essant, als ihre Strukturtafeln, wenn man von der Art der Elemente
absieht, iibereinstimmen. Daher besteht in beiden Gruppen eine
nstrukturelle Gleichheit’ in dem Sinne, daB sich die Verkniip-
fung in der einen Gruppe genauso vollzieht wie in der anderen.
Diejenigen Eigenschaften, die sich nur daraus ergeben, wie die
Gruppenelemente zu verkniipfen sind, gelten also fiir beide Grup-
pen gleichzeitig.

Ein derartiger Sachverhalt ist fiir die Untersuchung von Gruppen
von groBer Wichtigkeit, Wir stellen daher die wesentlichen Merk-
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male fest, die die strukturelle Gleichheit zweier Gruppen allge-
mein kennzeichnen.

Es seien ® und @ zwei endliche multiplikative Gruppen, deren
Strukturtafeln in der eben beschriebenen Weise iibereinstimmen.
Damit ist also eine Numerierung der Elemente a,,a,, ..., a,
aus ® und a,, a,, . . ., a, aus @ in der Art méglich, daB in beiden
Strukturtafeln an gleichen Stellen gleiche Indizes auftreten:

A A

Es existiert also eine eineindeutige Abbildung von ® auf & ver-
moge der Zuordnung
a;, —> a,,
fiir welche die aus
A, Qp=a—> a4,= 4,-a,
folgende Relation

Ay = a.-ak

a; g

gilt.
Man sieht, daB umgekehrt zwei endliche Gruppen, fiir die eine
solche Abbildung méglich ist, gleiche Strukturtafeln besitzen:

a Ay ...4; ... | &y . W




52 1. Grundbegriffe der Gruppentheorie

Die strukturelle Gleichheit zweier endlicher Gruppen kann also
ebensogut durch die Gleichheit ihrer Strukturtafeln als auch
durch die Existenz einer eineindeutigen relationstreuen Abbil-
dung aufeinander gekennzeichnet werden. Relationstreue heifit
dabei zunichst die Giiltigkeit von

a;.ay= a;.a, fir alle ¢ und %,
in Worten:

Bild des Produktes = Produkt der Bilder.

Im Falle zweier additiver Gruppen, fir die offensichtlich die glei-
chen Uberlegungen gelten, bedeutet Relationstreue entsprechend:

a,+ a; = a, + a, fir alle ¢ und %,
also:
Bild der Summe = Summe der Bilder.

Wir koénnen sogar von der strukturellen Gleichheit einer addi-
tiven und einer multiplikativen Gruppe sprechen, wobei wir
unter Relationstreue zu verstehen haben (vgl. Aufgaben 3 und 5):

@, a, = a, + a, falls ® multiplikativ, ® additiv ist,
a, + a; = @, - a,. falls ® additiv, @ multiplikativ ist,

jeweils far alle 7 und %;

also:
Bild des Produktes = Summe der Bilder
bzw.:

Bild der Summe = Produkt der Bilder.

Der Begriff der eineindeutigen relationstreuen Abbildung einer
Gruppe auf eine andere, der natiirlich von der Voraussetzung der
Endlichkeit unabhéngig ist, wird nun nicht nur eine Ubertragung
unserer bisherigen Betrachtungen auf beliebige Gruppen ermég-
lichen, sondern nimmt iiberhaupt eine zentrale Stellung in der Grup-
pentheorie ein. Wir legen daher (sogleich etwas allgemeiner) fest:
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Definition D (4.3)

Es sei ® eine beliebige, multiplikative oder additive Gruppe und ©
eine Menge, fiir deven Elemente cine eindeutige multiplikative oder
additive Verkniipfung erklirt ist.

Dann heift & isomorph abgebildet auf ®, in Zeichen 2@
wenn gilt:
I: Es existiert eine eineindeutige Abbildung von & auf ® vermige
der Zuordnung
a—>a mit a€®,ac@®.

II: Diese Zuordnung ist relﬁtionstreu, was je nach Vorgabe der Ver-
kniipfungen in & und & einer der vier Beziehungen entspricht:

a b=a b
a+b=a+f ftir alle a und b aus @ .
a b=a+b
at+b=a b

Man nennt die Abbildung selbst einen Isomorphismus, ® das
Original und & das isomorphe Bildl).

Die Abschwichung der Voraussetzung iiber ® in D(4.3) wird ge-
rechtfertigt durch die

Folgerung F (44)
Das isomorphe Bild ® einer Gruppe & ist selbst Gruppe. Insbeson-
dere wbertrigt sich etwaige Kommutativitit.

Beweis

Wir fithren den Beweis ohne Beschrankung der Allgemeinheit nur

fiir den Fall, daB die Verkniipfungen in @ und @ multiplikativ
sind.

MI: Die fir die Elemente von ® erklirte eindeutige Ver-
kntpfung fihrt aus ® nicht heraus wegen
a.b=a-b€®.
1) Fir die Bezeichnung vgl. auch Anhang Ilc.
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M II: Das assoziative Gesetz in @ folgt aus dem in ® durch
mehrfache Anwendung der Relationstreue:

(ab)c =a(bc)

M III: Zur Lésung der Gleichung
a-x=5%
gehen wir auf die Originale a von  und b von & zuriick.
In @ ist aber die Gleichung ax= b mit x € @ losbar.

Das Bild # von x 16st wegen @-x =a-x = b die ver-
langte Gleichung. Entsprechend schlieBt man fiir

y-a=b.
Falls insbesondere @ kommutativ ist, folgt das gleiche fiir & wegen
ab=ab=ba=5a. aed.
Definition D (4.5)

Zwei Gruppen heiflen isomorph, wenn eine von ihnen auf die
andere isomorph abgebildet werden kann.

Satz S (4.6)
Die in D (4.5) erklirte Isomorphic ist eine Aquivalenzrelation und
liefert daher eine Einteilung der Menge aller Gruppen in Klassen
zueinander isomorpher Gruppen.

Beweis

1. Reflexivitat: Jede Gruppe ® ist zu sich selbst isomorph ver-
moge der Zuordnung a — a fiir alle a € ®.

2. Symmetrie: Es sei
® «~» § vermoge der Zuordnung a — a ;
Dann ist auch

§ > ® = © vermoge der Zuordnung @ — & — a.
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Diese Abbildung ist nimlich offensichtlich eineindeutig und auch

relationstreu; denn einerseits folgt aus der Relationstreue der
urspriinglichen Abbildung «-b=a _bf a.b, andererseits gilt

a.-b=a.b, alsoergibtsich 2.6=a 5.

3. Transitivitat: Es sei

® <~ © vermoge der Zuordnung a —» @
und

|

T @ vermége der Zuordnung & —
dann ist auch B
® <~ @ vermoge der Zuordnung @ — @ .

Die Eineindeutigkeit der Abbildung von & auf ® ist wieder Klar:
die Relationstreue folgt aus

ab=a b=

&II

qed.

Folgerung F (4.7)
Endliche Gruppen sind genau dann isomorph, wenn thrve Struktur-
tafeln ibereinstimmen.

Dies folgt sofort aus den Betrachtungen, die uns zu D(4.3) fithrten,
und zeigt, daB die Isomorphie in der Tat die angestrebte Verall-
gemeinerung des Begriffes der strukturellen Gleichheit auf beliebige
Gruppen ist. Insbesondere braucht man bei der Behandlung ein-
zelner Gruppen zueinander isomorphe Gruppen nicht gesondert zu
untersuchen. Wir fithren daher den Begriff der abstrakien Gruppe
ein als den allgemeinsten Vertreter einer Klasse zueinander iso-
morpher Gruppen. Die abstrakte Gruppe kennzeichnet die rein
gruppenmaBige Struktur aller zu ihr isomorphen Gruppen, unab-
hingig von jeder dartiber hinausgehenden besonderen Eigenschaft
der Elemente aller dieser Gruppen.

Aufgaben zu § 4
1. Man stelle die Strukturtafel des Restklassenmoduls mod 5 auf und be-
diene sich dabei des kleinsten nicht-negativen Reprdsentantensystems
mod 6.
2. Man beweise die Isomorphie der primen Restklassengruppe mod 12 zur
KLEINschen Vierergruppe durch Aufstellen der Strukturtafel.
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Ebenso beweise man die Isomorphie der multiplikativen Gruppe der
vierten Einheitswurzeln zum Restklassenmodul mod 4.

. Stimmt die Strukturtafel einer endlichen Menge I, in der eine eindeutige

Verkniipfung erklirt ist, mit der einer Gruppe & iiberein, so ist 0t gemias
denUberlegungen vor D(4.3) isomorphes Bild von @ und damit nach F(4.4)
selbst Gruppe. Man zeige auf diese Weise, daB3 die Menge der Funktionen

1 A—1
fi(d) =12, fz(l)=1—_—j.- fa(l)=T.

A
fiy=1—-12, f,(1)=%, folh) =75

mit der Verkniipfung
Ui fid Q) = fe (f; A)

eine multiplikative Gruppe ist, da sie die gleiche Strukturtafel wie die
symmetrische Gruppe &, hat. (Zur geometrischen Bedeutung dieser Aus-
driicke kénnen wir hier nur bemerken: Ist A das Doppelverhiltnis von
vier Punkten, so geben die f; (1) die Werte des Doppelverhiltnisses dieser
vier Punkte bei allen Vertauschungen ihrer Reihenfolge an.)

x—> z=logx

vermittelt eine isomorphe Abbildung der multiplikativen Gruppe aller
positiven reellen Zahlen auf die additive Gruppe aller reellen Zahlen.

. Bei einem Isomorphismus ¢ = ® zwischen multiplikativen Gruppen

werden die Einselemente aufeinander abgebildet. Weiterhin gilt:

Bild des Inversen = Inverses des Bildes.

§ 5. Komplexe und Untergruppen

Wir wollen im folgenden Beziehungen untersuchen, die zwischen
beliebigen Teilmengen von Elementen einer Gruppe bestehen.
Solche Beziehungen sind uns schon durch die Mengenlehre ge-
geben und werden durch die Zeichen

=.§. 21<v>1/\'\/

ausgedriickt. Dariiber hinaus gestattet jedoch die in der Gruppe
erklirte Verkniipfung weitere Begriffsbildungen. Es ist daher

auch iblich, in der Gruppentheorie die nichtleeren Teilmengen
Komplexe zu nennen.
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Definition D (5.1)
Aus zwei beliebigen Komplexen U und B einer Gruppe ® entsteht
durch die Bildung aller Produkte a-b mit a € W und b€ B ein

neuer Komplex von ®, das eindeutig bestimmie Komplexprodukt
A- B von A und B.

Bildet man alle Inversen a- der Elemente a eines Komplexes U
von &, so erhilt man wieder einen Komplex von &, den zu U ein-
deutig bestimmien inversen Komplex A1,

So besteht z. B. das Komplexprodukt der beiden Komplexe

o= () e = (052 ()

der symmetrischen Gruppe &; aus den folgenden Permutationen:
123\ (123\ _ (123 123\ (123) _ (123
123/ \312/ \312 123/ \132) \132
123\ [123\ (123 123\ (123 123
231/ \312/  \123 231/ \132 321
123\ (128) _ (123 123\ (123 _ (123
213/ \312/ \132 213/ \132)  \312
123\ [123\ [123\ (123
u-B ={(312)' (123) (132) (321 }
o1 | (128) (128) (123
123/" \312)" \213
123\ (123
-1 _
o= () ()

die zu % bzw. B inversen Komplexe.

Also ist

Ferner sind

bzw.
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Folgerung F(5.2)
Fiir die in D (5.1) erklarten Begriffsbildungen gilt:

a) Die Komplexmultiplikation umfaBt die Multiplikation der
Gruppenelemente, da jedes Gruppenelement fiir sich als Komplex
aufgefaBt werden kann.

b) Die Komplexmultiplikation ist assoziativ:
(A.B)-C=%A.(B-C),

da die ihr zugrunde liegende Multiplikation der Gruppenelemente
assoziativ ist (vgl. Aufg.3).

c) Aus dem gleichen Grunde ist die Komplexmultiplikation in
nicht-abelschen Gruppen im allgemeinen nicht kommutativ. Be-
steht aber eine Gleichung

A-B=9B-YU,

so sagt diese im Sinne der Gleichheitsdefinition fiir Mengen nur
aus, daB jedes Produkt a-b6€U- B gleich einem Produkt
V.-a €9B-U ist und umgekehrt. Es kann dabei a+4", b = ¥V
sein, d. h., aus U- B=B- A folgt nur a- b= ¥ -a’, aber nicht
notwendig a- b= b-a (vgl. Aufg. 4).

d) Es gibt beziglich der Komplexmultiplikation einen eindeutig
bestimmten Einheitskomplex €, der nur aus dem Einselement

e € ® besteht: G- A=A.-E= 9.

e) Es ist klar, daf} stets %-1- 9 = € gilt. Jedoch ist A-1- A= E
dann und nur dann, wenn % und damit - nur aus einem Ele-
ment bestehen. Die Behauptung mit ,,dann’ folgt unmittelbar.
Statt der Behauptung mit ,,nur dann‘‘ beweisen wir gleich wei-
tergehend, daB3 es zu einem Komplex ¥, der wenigstens zwei ver-
schiedene Elemente 2 und 4’ enthilt, keinen Komplex B gibt,
der B-A= € erfillt. Ist nimlich b€ B, so enthilt B.A die
Elemente b.a und b.a4’. Wegen M III* ist b.a +=b.a’; es
kénnen aber nicht 4.2 und 4.4’ in € enthalten sein.

Die Menge aller Komplexe einer Gruppe ® == € bildet also selbst
keine Gruppe, worauf man wegen b), d) und der in der Literatur
iiblichen, aber ungliicklichen Bezeichnung ,,inverser Komplex* fur
den Komplex der Inversen eines Komplexes kommen kénnte.
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f} Der inverse Komplex des inversen Komplexes ist der urspriing-
liche Komplex: (@11 = 9,

Dies ergibt sich aus der eindeutigen Bestimmtheit des Inversen
von Gruppenelementen.

g) Aus A S B folgt A- €< B-€ und €.A L €. B fiir jeden
Komplex € der Gruppe.

h) Aus A £ B folgt A1 < B-1.

Nachdem wir diese einfachen Hilfsmittel bereitgestelit haben,
kommen wir zu denjenigen Untersuchungen, die die Bedeutung
des Komplexbegriffes fur die Gruppentheorie ausmachen. Dazu
beschiftigen wir uns insbesondere mit solchen Komplexen, die
selbst Gruppeneigenschaft aufweisen:

Definition D (5.3)
Ein Komplex O einer Gruppe ® heift eine Untergruppe von ®,

wenn die Elemente von © mit der in ® festgelegten Verkniipfungs-
vorschrift fiir sich die Gruppenaxiome erfiillen.

So ist z. B. die KLEINsche Vierergruppe eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe &,; weitere Beispiele entnimmt man miihe-
los aus B(2.1), B(2.2) und B (2.7) sowie den Aufgaben 10, 14, 15
und 16.

Nach D (5.3) ist klar, daB Untergruppen von Untergruppen selbst
Untergruppen der urspriinglichen Gruppe sind. Weiterhin ergibt
sich die sehr einfache, aber grundlegende

Folgerung F (5.4)
Das Einselement einer Gruppe ®& stimmt mit dem Einselement jeder
threr Untergruppen O iiberein; ebenso ist das zu einem Element
a € 9 inverse Element in © gleich dem zu a inversen Element in &.

Beweis
Wir bezeichnen das eindeutig bestimmte Einselement von ©
mit eg, dasjenige von ® mit ey. Fir jedes Element a €  gilt

dann:
85 a=4a

sowie eg-a=a,
5 Lugowski-Weinert, Algebra I
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wenn wir beriicksichtigen, daBl wegen $ < ® auch a € ® ist. Be-
trachten wir beide Gleichungen in @, ergibt sich wegen M III*:

e°=e@.

Analog schlieBt man fir die Inversen (vgl. Aufg. 6). ged

Jede Gruppe & enthalt zwei triviale Untergruppen, namlich ® selbst
und die nur aus dem Einselement ¢ bestehende Einheitsgruppe €.
Dariiber hinaus kann man Kriterien angeben, welche Komplexe
Untergruppen sind.

Satz S (6.6)

Damit ein Komplex © einer Gruppe ® Untergruppe von @ ist, ist
notwendig und hinreichend, daf

D 9S D wnd 97 < 9

gilt, d. h., daB © mit zwei Elemenien auch deven Produkt und zu
jedem Element das Inverse enthdlt.

Beweis

Die Notwendigkeit dieser Bedingungen ist klar. Sie sind auch hin-
reichend, denn mit ihnen sind fiir § bereits alle Gruppenaxiome
erfullt. So besagt .9 < 9, daB die Multiplikation aus § nicht
herausfiihrt, als Multiplikation innerhalb & ist sie eindeutig;
beides zusammen ergibt M I. M II gilt in , weil es in ganz &
gilt. M III, ist mit 2 < $ erfillt. Damit gilt M III, ebenfalls,

weil mit a € O, also a1 € Y auchal.a=e€ H. qed

Die beiden Bedingungen aus S(5.5) kann man in eine einzige zu-
sammenfassen:

Satz S (5.6)
Damit ein Komplex § einer Gruppe & Untergruppe von ® ist, ist
notwendig und hinreichend, daf

9919

git, d. h., daf D mit zwei Elementen a, b auch das Produkt a - b1
enthdlt.
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Beweis

Wir zeigen, dafl die Bedingung $-$-1 <  aquivalent ist zu den
beiden Bedingungen von S(5.5). Einerseits folgt namlich aus
H-H< O und H1 < H durch Multiplikation der letzten Rela-
tion von links mit § wegen F (5.2g)

99199 9.
Umgekehrt folgt aus .- H 1< § wegen €< - H1 < § sofort
G 91-91< .
Daraus ergibt sich wegen F(5.2h) £ $-1. Multiplikation von
links mit § Liefert:
9959 979 qod.
Folgerung F (6.7)
Eine Untergruppe O von ® erfiillt sogar die Relationen:
£-9=9. 9'=9, 9-91=9.

Als Kriterium fiir die Untergruppeneigenschaft geniigen also entsprechend
den Sitzen S(5.5) und S(6.6) die genannten Relationen mit dem Zeichen < .
Sie gelten dann aber von selbst mit dem Gleichheitszeichen.

Beweis

Wegen $ 2 € folgt -9 =2C. 9= 9; mit -9 <  gibt das
9 9= 9. Die beiden Relationen H1 < 9 und ! 2 § traten
bereits im Beweis von S(5.6) auf. .9 1= 9 ist Folge der bei-

den anderen Relationen.
qed.

Fiir endliche Komplexe kann man das Kriterium S (5.5) wesent-
lich vereinfachen:

Satz S (5.8)

Damit ein endlicher Komplex D einer Gruppe & Untergruppe von ®
ist, ist notwendig und hinreichend, daf

$-9<9
gilt, d. k., daPp O mit je zwei Elementen auch ihr Produkt enthilt.
b*
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Beweis

Nach S$(1.10) bilden M I, M II, M III* bereits ein Axiomen-
system fiir endliche Gruppen. M II und M III* sind aber fiir die
Elemente von ®, also erst recht fiir diejenigen von 9 erfillt. M I
folgt aus § - £ 9 wie im Beweis von S(5.5). Damit ist gezeigt,
daB die Bedingung -9 < $ hinreichend ist; ihre Notwendig-

keit ist klar.
qed.

Wir wollen schlieBlich noch ein Kriterium dafiir angeben, daB
ein beliebiger Komplex einer Gruppe in einer ihrer Untergruppen
enthalten ist. Dieses Kriterium gilt dann erst recht fiir einzelne
Gruppenelemente.

Satz 5(5.9)

Damit ein Komplex N einer Gruppe & in einer Untergruppe O von &
enthalten ist, ist notwendig und hinreichend, daf

A-H=9
erfiillt ist. Das gleiche gilt fiir
A= 9.

Beweis

1. Wir gehen aus von AH= H. Wegen € < § folgt

A=AC S AH = 9,
also % < 9.

2. Umgekehrt sei A < §. Dann folgt einmal Y H < D9 < 9, zum
anderen ! £ $-1 < § und daher

< AA < AD,
P=CHSUDH < UD.
Aus AH < H und H < AP folgt AP = 9.

3. Analog schlieBt man fir §A = §. d
qed.
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Wir wollen untersuchen, wann Komplexverkniipfungen von
Untergruppen wieder Untergruppen ergeben. Es gelten folgende
Aussagen:

Satz S (6.10)

Der Durchschnitt AN\ B\ ... von beliebig vielen Untergruppen
A, B, ... einer Gruppe ® ist wieder Untergruppe von ®.

Beweis

Der Durchschnitt ist nicht leer, da jede Untergruppe %, 8,...
das Einselement e enthélt. Ferner seien x und y zwei Elemente
von AN BN..., d h, x undysind beide in simtlichen Kompo-
nenten des betrachteten Durchschnittes enthalten. Da alle Kompo-
nenten Untergruppen sind, sind auch x - ¥ und x~!in allen Kompo-
nenten enthalten. Damit ist aber nach S(5.5) A N\ B N\ ... Unter-

gruppe von ®. qed.

Bemerkung

Im Gegensatz zu S(5.10) ist im allgemeinen schon die Vereinigung % \/ B
von zwei Untergruppen nicht wieder Untergruppe (vgl. Aufg. 11).

Satz S (6.11)

Das Komplexprodukt U. B zweier Untergruppen U und B einer
Gruppe & ist dann und nur dann Untergruppe von ®, wenn gilt:

A B=13.U.

Beweis

Die Gesamtheit (2 8B)-1 aller Inversen (¢b)-! von Elementen ab
aus A Y ist die Gesamtheit aller b1 4-1, also B~ A-1. Sind nun
A und B bei der Multiplikation vertauschbare Untergruppen, so
folgt nach F(5.7):

(UAUB) (UB)1=ABB 1A =UABBA=UADB,

d. h., AB erfiillt die Bedingung aus S(5.6) und ist Untergruppe.
Ist umgekehrt AB Untergruppe, erhilt man mit einer analogen

Uberlegung: . 1 1ol
AB = (AB)1= B 1A= BY. qed.
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Zu einer weiteren Begriffsbildung fithrt uns der Gedanke, jeden
Komplex einer Gruppe in eine moglichst kleine Untergruppe ein-
zubetten.

Definition D (5.12)

Unter der von einem Komplex N aus der Gruppe® erzeugten Unter-
gruppe (U versteht man den Durchschnitt aller derjenigen Unter-
gruppen von ®&, die U enthalten.

Satz S (5.13)

Die von einem Komplex A einer Gruppe ® erzeugte Untergruppe O
enthilt genawu alle Produkte'), die man mit je endlich vielen Ele-
menten aus A und -1 bilden kann. Sie ist in jeder Untergruppe O
von & mit © 2 N enthalten, ist also in diesem Sinne die kleinste
Untergruppe, die N umfapft.

Beweis

Die Menge der genannten Elemente bildet nach S(5.5) selbst eine
Untergruppe U von ®. Offensichtlich gilt % £ M. Damit ist U
eine der Komponenten des in D (5.12) erklarten Durchschnittes,
also ist (AP € U. Umgekehrt gilt <A> = U, weil (U> = U nach
D (5.12) und <) Untergruppe ist, aus welcher Produkt- und In-
versenbildung nicht herausfiihrt.

Weiterhin ist (%) in jeder Untergruppe  von & mit $ 2> U ent-
halten, denn § ist dann ja Komponente des Durchschnittes, der

48 D (5.12) definiert.
> gemi ( ) definier qed.

Im vorangehenden haben wir zu jedem Komplex o mit (2> eine
eindeutig bestimmte Untergruppe erklirt, die von U erzeugt wird.
Offenbar ist A = (A, falls A selbst Untergruppe ist. Es erhebt
sich nun die umgekehrte Frage, zu einer vorgegebenen Unter-
gruppe  Komplexe A zu finden, die § erzeugen, d. h. fiir die
{Uy=$ gilt. Diese Aufgabe hat immer mehrere Losungen, falls
9 verschieden von der Einheitsgruppe € ist. Dann erzeugt nim-
lich z. B. sowohl der Komplex § selbst als auch der aus allen
vom Einselement verschiedenen Elementen von § bestehende
Komplex die Gruppe 9.

1) Dabei sind auch die Elemente von ¥ bzw. A~! selbst als ,,Produkte aus nur
einem Faktor‘ mit gemeint.
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Man kann diese Fragestellung dahingehend verschirfen, daB man
zu einer Untergruppe $ ein moglichst kleines Erzeugendensystem
sucht, d. h., einen Komplex %, der selbst noch die Gruppe § er-
zeugt, jeder echte Teilkomplex von % dagegen eine echte Unter-
gruppe von 9. Dieses Problem ist nicht immer l5sbar, anderer-
seits sind im Falle der Losbarkeit meist mehrere Losungen
vorhanden. Wir haben hier eine tiefliegende und grundlegende
Problemstellung der gesamten Mathematik vor uns, die wir je-
doch nur in einigen wichtigen Spezialfillen ausfithrlicher behandeln
konnen.

Es verbleibt die Aufgabe, die Ergebnisse dieses Paragraphen fir
additive abelsche Gruppen, d. h. fir Moduln auszusprechen. Wir
verzichten jedoch von nun an darauf, dies bis in alle Einzelheiten
auszufithren, und beschrinken uns auf die wichtigsten Begriffs-
bildungen und vielgebrauchte Sitze.

So entspricht dem Komplexprodukt die Komplexsumme U+ B
und dem inversen Komplex der entgegengesetzte Komplex (— ).
Im Gegensatz zur Komplexmultiplikation ist die Komplex-
addition stets kommutativ. Die additiven Untergruppen bezeich-
net man auch als Untermoduln. Zur Feststellung der Untermodul-
eigenschaft eines Komplexes § ist das S(5.6) entsprechende Kri-
terium, daB $ mit zwei Elementen ¢ und b auch die Differenz
a — b enthilt, das wichtigste. Aus S(5.9) entnehmen wir, dal ein
Komplex U genau dann in einem Untermodul § enthalten ist,
wenn A+ H= 9 gilt. An Stelle des Kriteriums in S(5.11) tritt
die Aussage, daB die Komplexsumme zweier Untermoduln stets
selbst Untermodul ist. Zu einem Komplex 9 existiert auch hier
ein eindeutig bestimmter, von ihm erzeugter Untermodul {2},
wihrend die umgekehrte Fragestellung dieselbe Problematik wie
bei multiplikativen Gruppen aufweist.

Aufgaben zu § 5

1. Wieviel Komplexe kann man mit den Elementen der Gruppe &, auf-
stellen?

2. Man bilde einige Beispiele fiir den Durchschnitt, die Vereinigung, das
Komplexprodukt sowie fiir den inversen Komplex von Komplexen der
Gruppe &,.
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3. Man gebe Beispiele fiir die Giiltigkeit des Assoziativgesetzes der Kom-
plexmultiplikation.

4. Man wiahle zwei Komplexe % und B der Gruppe &; aus, die sich kom-
mutativ multiplizieren, ohne daB dies fiir ihre Elemente der Fall ist.

5. Man zeige, daB stets (A\/®B) -C = AC\/ BE gilt, aber nur
(ANB) - € < AC/\ BE, und bilde Beispiele in S,.

6. Man fiihre den zweiten Teil des Beweises von F (5.4) durch.

7. Man beweise S(5.6) ohne Verwendung der Komplexschreibweise, indem
man auf die einzelnen Elemente zuriickgeht.

8. Man beweise den zweiten Teil der Behauptung von S(5.9).

9. Man iiberlege sich, daB die in F(5.7) genannten Relationen $H = 9
und  H~! = 9 unmittelbar aus S(5.9) folgen.

10. Man stelle simtliche Untergruppen der Gruppe &, auf und priife die
Kriterien S(5.5), S(5.6), F(6.7), S(5.8) sowie S(5.9) an Beispielen nach.

11. Man bestiitige die Bemerkung nach S(5.10) durch ein Beispiel in &,.
12. Man bilde ein Beispiel fiir S (5.11) in &;.

13. Man gebe zu jeder echten Untergruppe von &, simtliche Erzeugenden-
systeme an und fiir G solche, die méglichst klein sind.

14. Im Modul & der ganzen Zahlen wird jeder vom Nullmodul verschiedene
Untermodul § von einer positiven ganzen Zahl erzeugt, und zwar von
der kleinsten positiven ganzen Zahl m, die in  enthalten ist.

15. Im Modul aller Vektoren des dreidimensionalen Raumes bilden alle in
einer Ebene bzw. in einer Geraden liegenden Vektoren Untermoduln.

16. Die in B(2.4) behandelte volle lineare Gruppe & vom Grad » enthilt
u. a. folgende Untergruppen:

a) Die Gruppe U aller unimodularen Matrizen vom Typ (%, #), das sind
diejenigen reguliren Matrizen, deren Determinante den Wert 4+ 1 hat;
b) die Gruppe 1L, aller eigentlich unimodularen Matrizen vom Typ (%, #),
das sind diejenigen unimodularen Matrizen mit der Determinante - 1;
c) die Gruppe O aller orthogonalen Matrizen vom Typ (#, #n), das sind
diejenigen reguldren Matrizen, fiir die transponierte und inverse Matrix
iibereinstimmen (die zu einer Matrix 4 transponierte Matrix 4/ ent-
steht bekanntlich dadurch, daB man die Zeilen als Spalten schreibt);

d) die Gruppe O, aller eigentlich orthogonalen Matrizen vom Typ (n, n),
das sind diejenigen orthogonalen Matrizen mit der Determinante + 1.

Man beweise in allen vier Fillen die Untergruppeneigenschaft und unter-
suche das Verhiltnis dieser Untergruppen zueinander.

17. In der Gruppe ¥ aller Transformationen einer abzihlbaren Menge M
bilden diejenigen, die nur endlich viele Elemente von Y verindern,
eine Untergruppe, dic sog. abzihlbare symmetrische Gruppe &, .
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§ 8. Zyklische Gruppen

Im Anschlul an die am Ende des vorigen Paragraphen aufge-
worfene Problemstellung beschiftigen wir uns mit solchen Grup-
pen, fir die ein nur aus einem Element bestehendes Erzeugenden-
system existiert.

Definition D (6.1)
Eine Gruppe & heifft zyklisch, wenn sie von einem Element a € ®
erzeugt werden kann. Man nennt a erzeugendes oder auch primai-
tives Element von & = {a)>.

Aus S(5.13) ergibt sich:

Folgerung F (6.2)
Eine zyklische Gruppe & = {a) besteht aus genaw allen Potenzen a'
mit ganzzahligen Exponenten i = 0; daher ist eine zyklische Gruppe
stets abelsch. In additiver Schreibweise entsprechen den Potenzen
ganzzahlige Vielfache des erzeugenden Elementes.

Wir haben bereits die folgenden Beispiele zyklischer Gruppen
kennengelernt:

1. Die Gruppe der #-ten Einheitswurzeln mit den primitiven »n-ten
Einheitswurzeln als Erzeugenden.

2. Samtliche echten Untergruppen der Gruppe &;; die Erzeugen-
den wurden in Aufgabe 13 von § 5 bestimmt.

3. Den Modul der ganzen Zahlen, erzeugt von (4 1) oder (— 1).
4. Den Restklassenmodul mod m, etwa erzeugt von der Rest-
klasse [1].

Die Struktur zyklischer Gruppen ist besonders iibersichtlich. Wir
kénnen zunichst eine grundlegende Unterscheidung durchfiihren:

Satz S (6.3)
Fiiy eine zyklische Gruppe & = {a) gibt es die beiden folgenden Mig-
lichkeiten:

a) Die Potenzen von a sind alle voneinander verschieden. Dann ist &
eine unendliche zyklische Gruppe, auch freie zyklische Gruppe
genannt. In diesem Falle heift a ein Element von unendlicher Ord-
nung oder ein freies Element (Beispiel 3).
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b) Die Potenzen von a sind nicht alle voneinander verschieden. Dann
ist ® eine endliche zyklische Gruppe. Die Ordnung n von ®
ist bestimmt durch die Gleichung a® = e mit minimalem Exponen-
ten n > 0, und a heipt ein Element der Ovdnung n (Beispiele 1, 2, 4).

Beweis
a) Dieser Teil des Satzes ergibt sich unmittelbar aus F(6.2).

b) Nach Voraussetzung existieren wenigstens zwei (ibereinstim-
mende Potenzen a” = a* mit 4 = k. Wir kénnen ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit # > % annehmen. Dann folgt die Glei-
chung a** = ¢ mit positivem Exponenten A— k. Es sei n der
kleinste positive Exponent, fiir den eine solche Gleichung
ar=e
gilt. Dann sind die Potenzen
a,a,a?, ..., a1
alle voneinander verschieden, denn ausa*=a* mit 0 Sk <h <n
wirde sich a**=¢ mit h— k& <»n im Widerspruch zur Wahl
von n ergeben. Ferner ist jedes at gleich einer der Potenzen aus
der obigen Reihe 4%, 4!, ..., a"!; denn schreibt man mit gan-
zen Zahlen g und 7:
t=gn+r mto=r<n,
so ist:
i a9ntr — an r — (a™\9 qf = r—=qr.

at=a (a7") a (@*)9ar=ca =a qed.
Da jedes Element einer Gruppe eine zyklische Untergruppe er-
zeugt, kénnen wir den Begriff der Ordnung eines Gruppenelementes
fir beliebige Gruppen tibernehmen (vgl. Aufgaben 1 und 2):

Definition D (6.4)

Unter der Ordnung eines Elementes a einer Gruppe ® versteht
man die Ovdnung der durch a eindeutig bestimmien zyklischen Unter-

gruppe {a> von &.
Folgerung F (6.5)

a) Jedes Element b == ¢ einer unendlichen zyklischen Gruppe {a)
ist von unendlicher Ordnung.

b) Jedes Element b einer endlichen zyklischen Gruppe {a ist von
endlicher Ordnung.



§ 6. Zyklische Gruppen 69

Beweis

a) Wir betrachten die von b = af erzeugte zyklische Gruppe und
haben nach D(6.4) zu zeigen, daB sie unendlich ist. Wire nun
b*=b* mit h == &, so folgt a*» = a?* mit ¢k & ¢k im Widerspruch
zur Voraussetzung.

b) In diesem Falle haben wir die Endlichkeit von (&) nachzu-
weisen, die aber wegen (0> < (a) sofort aus der Endlichkeit von

{a) folgt.
qed.

Die Potenzen von Gruppenelementen mit endlicher Ordnung
unterliegen folgender GesetzmaBigkeit:

Satz S (6.8)

Alle, und nur die Potenzen eines Gruppenelementes a der Ordnung n
stimmen tiberein, deven Exponenten h und k sich um ein ganzzahliges
Vielfaches ng von n unterscheiden, d. h. modulo n kongruent sind.

Beweis
Wenn % — k = gn gilt, folgt a* = a* wegen
ar k=g =c¢.
Ist umgekehrt a®»=a* und setzt man h— k=mng-+r mit

0 <r <m, so mu3 wegen

e=at*t=aWtr=qa"Wa ' =c¢ca"=a'

und nach Wahl von # der Rest » verschwinden. qed

Alle zyklischen Gruppen sind bis auf Isomorphie durch besonders
einfache Vertreter gekennzeichnet (vgl. Aufg. 4):
Satz $(6.7)

a) Jede unendliche zyklische Gruppe (&) ist isomorph zur additiven
Gruppe der ganzen Zahlen vermige der Zuordnung

at—1.
b) Jede endliche zyklische Gruppe {a)y der Ordnung n ist isomorph
zur additiven Restklassengruppe mod n vermige der Zuordnung
at —[1] mod n.
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Beweis
a) Die Zuordnung ist nach S(6.3) eineindeutig; wegen a‘a* = ai+*
besteht Relationstreue.

b) Man schlieBt wie unter a) mit Hilfe von S(6.6). qed

Folgerung F (6.8)

a) Alle unendlichen zyklischen Gruppen sind unteretnander iso-
morph. Es gibt also genau eine abstrakte zyklische Gruppe von
unendlicher Ordnung. Man bezeichnet sie oft mit 8.

b) Alle endlichen zyklischen Gruppen der gleichen Ordnung n sind
untereinander isomorph. Es gibt also genau eine abstrakte zyklische
Gruppe der Ordnung n. Man bezeichnet sie oft mit 3.

Wir untersuchen nunmehr Untergruppen zyklischer Gruppen und
empfehlen dem Leser, sich alle Aussagen am Beispiele des (unend-
lichen) Moduls der ganzen Zahlen bzw. an der (endlichen) Gruppe
der n-ten Einheitswurzeln (etwa fur »n = 24, vgl. Aufg. 6) zu
veranschaulichen.

Satz S (6.9)

Alle Untergruppen einer zyklischen Gruppe & = (a) sind selbst
zyklisch. Fiir die Einheitsgruppe € S ® ist das trivial; jede andere
Untergruppe H < & kann von derjenigen Polenz a™ € O erzeugt
werden, deven Exponent m positiv und minimal ist. Dabes gilt:

a) Ist & eine unendliche zyklische Gruppe, so st jede Untergruppe
O =+ € von ® ebenfalls unendlich.

b) Ist & eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n, so ist fiir jede

Untergruppe 9= € das oben festgelegte m ein (von n verschiedener)

Teiler von n:
n=m-v,

wobei der Komplementirteiler v die Ordnung von © angibt.

Beweis

1. Wegen 1<  muB jede Untergruppe § = € wenigstens
ein a* mit ¢ > 0 enthalten. Es sei m der kleinste positive Expo-
nent aller a* € . Fur m =1 ergibt sich aus § = @ unmittelbar
die Behauptung. Fir m >1 zeigen wir = <am™)>. Klar ist
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9 =2 <a™>. Andererseits 148t sich jedes af € $ als Potenz (am)s
von a™ schreiben, denn aus { = mg + » mit ganzzahligen ¢ und »
sowie 0 < » < m folgt

a’ = ai-"9 = gt (qm)-9 € 9,
also » = 0 nach Wahl von m.
2. Die Behauptung fir a) ergibt sich unmittelbar aus F(6.5a).
Im Falle b) zeigen wir, daB fiir jede Untergruppe § = {a™) unter
Beriicksichtigung der Wahl von m die Gleichung n = m - » gilt.

Setzt man namlich #=m- v+ 7 mit ganzen Zahlen » und 7,
wo 0 < 7 < m, erhilt man aus

ar = qr—mY — gn (am)—v — (an)—r E 'i)

r =0 wegen der Minimaleigenschaft von m. Damit enthilt aber
$ = (a™) genau die » Elemente

am' a2m' e, M — gt — g,
* ¢ qed.
Damit sind wir in der Lage, uns einen Uberblick iiber simtliche
Untergruppen einer zyklischen Gruppe zu verschaffen:

Satz S (6.10)
a) Ist & = {a) eine unendliche zyklische Gruppe, so sind {a™) mit
m=1, 2, ... genau alle thre Untergruppen =+ C.

b) Ist & = <a) eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n und
durchlduft m > 0 alle (von n verschiedenen) Teiler von n, so sind
{a™) genaw alle thre Untergruppen O == €. Dabei ist m der in S(6.9)
Sestgelegte minimale Exponent.

Beweis

Nach S (6.9) werden auf diese Weise jedenfalls alle Untergruppen
von @& erfaBt. Es bleibt also nur zu zeigen, daB die so erzeugten
Untergruppen alle voneinander verschieden sind.

Im Falle a) folgt dies einfach daraus, daB a™ mit 0 < m' <m
wegen S (6.3a) keine Potenz von a™ sein kann.

Im Falle b) ergibt sich <a™) % {a™") sofort aus S (6.9b), da mit m
und m’ auch die zugehérigen Untergruppenordnungen » und »’
verschieden sind. Die Bemerkung tiber die Minimalitit von m
erhalt man sofort, wenn man die Elemente von {a™) wie am Ende
des Beweises von S (6.9) aufschreibt. qed.
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Das erzeugende Element a der Untergruppe $= (a™) war bisher
geeignet gewahlt worden. Wir bestimmen jetzt alle erzeugenden
Elemente von 9.

Satz s (6.11)

a) In einer unendlichen zyklischen Gruppe @ = (a) gilt {a*) = {a")
dann und nur dann, wenn k= - m ist.

b) In einer endlichen zyklischen Gruppe ® = {a) der Ordnung n gilt
{a*y = (a") mit einem positiven Teiler mvon n dann und nur dann,
wenn der groPte gemeinsame Teiler (k,n) von k und n gleich m
ist.

Beweis

a) Aus (a*) = {a™) folgt a*= (a”)? und a™ = (a*)* mit ganz-
zahligen ¢ und 4. Damit ist nach S(6.3) 2= mg und m = kh,
alsom = mgh. Ausgh = 1folgt g = h = + 1und damit 2= + m.
Umgekehrt ist <a™) = {a~™) nach S(5.13) klar.

b) Wir gehen zunichst wieder von {a*) = {a™) aus und zeigen
(k, m) = m. Da sich a* als geeignete Potenz (a™)? von a™ schreiben
14Bt, gilt nach S(6.6)

k=mg-+nh (g9, h ganzzahlig).

Daher folgt aus m|n auch m|k, d. h., m ist gemeinsamer Teiler von
n und k. Andererseits 148t sich auch a™ als geeignete Potenz (a*)?’
von a* schreiben, was die Gleichung

m=kg +nk (¢, F ganzzahlig)

zur Folge hat. Diese Gleichung lehrt, daf} jeder gemeinsame Teiler
von k£ und # auch in m aufgeht. Also ist m der groBte gemeinsame
Teiler von % und #.

Umgekehrt sei § = {(a™) und % eine ganze Zahl mit (&, #) = m.
Nun 148t sich die von a* erzeugte Untergruppe gemaf S(6.9) auch
von einer Potenz a”’ erzeugen, wobei #’ ein Teiler von # ist. Nach
dem schon bewiesenen Teil dieses Satzes gilt dabei (, #n) = m’.
Wegen der eindeutigen Bestimmtheit des (positiven) groBten ge-
meinsamen Teilers folgt also m = ' ; mithin gilt:

(a¥) = <a™) = {a™). qed.
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Wir wenden den vorangehenden Satz insbesondere fiir den Fall
m=1 an:

Folgerung F (6.12)

a) Eine unendliche zyklische Gruppe & = {ad hat genaun zwei er-
zeugende Elemente, nimlich a und a-1.

b) Eine endliche zyklische Gruppe & = (a) der Ordnung n hat genau
@ (n) erzeugende Elemente, ndmlich alle a* mit (&, n)=1und k<n.

Wie bereits in F (6.2) erwahnt, haben wir bei additiven zyklischen
Gruppen die Potenzen durch ganzzahlige Vielfache zu ersetzen.
Eine additive zyklische Gruppe <{a) ist daher endlich, wenn es
eine positive ganze Zahl # gibt, die na = o erfiillt. Die kleinste
Zahl mit dieser Eigenschaft ist die Ordnung von 4 und <{&). Mit
diesen Begriffsbildungen gelten alle abgeleiteten Aussagen analog.
So ergibt sich z.B. die Aussage von Aufgabe 14 aus § 5 unmittel-
bar aus S(6.10a).

Aufgaben zu § 6

1. Man bestimme die Ordnungen der Elemente der Gruppe &,.

2. In jeder Gruppe ist das Einselement das einzige mit der Ordnung 1.

3. Bei einem Isomorphismus ist stets die Ordnung des Bildelementes gleich
der Ordnung des Originalelementes.

4. Die folgenden Gruppen der Ordnung 6 sind zyklisch:

a) die Gruppe der 6-ten Einheitswurzeln,

b) die prime Restklassengruppe mod 7,

c) die prime Restklassengruppe mod 9.

Sie sind damit alle nach S(6.7) zum Restklassenmodul mod 6 isomorph.
Man gebe unter Benutzung von Aufgabe 3 Zuordnungen an, die diese
Isomorphien vermitteln, und vergleiche die Strukturtafeln.

5. Man iiberlege sich, daB bei der isomorphen Abbildung einer zyklischen
Gruppe 3,, auf den Restklassenmodul mod m die crzeugenden Elemente
von 8,, genau auf die primen Restklassen mod » abgebildet werden.

6. Man bestimme alle Untergruppen der zyklischen Gruppe 8,, der Ord-
nung 24 und gebe alle Erzeugenden dieser Untergruppen an. Die Ergeb-
nisse kann man sich an Hand der Gruppe der 24-ten Einheitswurzeln
veranschaulichen, indem man die 24-ten Einheitswurzeln als komplexe
Zahlen in der GAaussschen Ebene darstellt.

7. Mit Hilfe von S(6.11Db) 148t sich leicht der folgende wichtige Satz der
elementaren Zahlentheorie beweisen: Der groBte gemeinsame Teiler
m = (k, n) 4Bt sich aus % und » mit ganzen Zahlen g und % linear kom-

binieren: m= kg -+ nh.
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§ 7. Nebenklassen

Wir untersuchen spezielle Komplexe in einer Gruppe, mit deren
Hilfe eine Klasseneinteilung der Menge aller Gruppenelemente
moglichist. Auf diese Weise gelangen wir zu einigen grundlegenden
Strukturaussagen iber endliche Gruppen, insbesondere zu dem
wichtigen Satz von LAGRANGE.

Definition D(7.1)

Das Komplexprodukt a 9 eines Elementes a der Gruppe & mit einer
Untergruppe O < & heift die von a erzeugte Linksnebenklasse
von  in &. Entsprechend heift Da die von a erzeugte Rechts-
nebenklasse von D in ®1).

Als Beispiele empfehlen wir die Aufstellung simtlicher Links- bzw. Rechts-
nebenklassen von allen méglichen Untergruppen in &,, die fiir Aufgabe 1
ohnehin bendtigt werden. Man iiberpriife daran auch die nachstehende

Folgerung F (7.2)

Fir zwei Linksnebenklassen gilt aH = b9 dann und nur dann,
wenn a~1b€ O ist, andernfalls sind sie elementfremd. Entspre-
chendes gilt filr Rechtsnebenklassen mit ab=1€ 9.

Beweis

Aus aH =09 folgt 16D = 9 und damit nach S(5.9) a~b€
und umgekehrt. Zum Nachweis der Elementfremdheit von ¢ $ und
b9 fir a9 = b9 zeigen wir: Zwei Linksnebenklassen, die wenig-
stens ein Element gemeinsam haben, stimmen vollstindig tiberein.
Ist namlich x€aH9Nd9H, d.h. x=ah, = bh,, so ergibt sich
wegen a-'b= hh,"1 €  nach dem zuerst Bewiesenen a = 09.
Die Aussagen iiber die Rechtsnebenklassen beweist man analog.

qed.

1) In der (lteren) Literatur findet man auch die Bezeichnung ,,Nebengruppe** statt
Nebenklasse. Dicse Bezeichnung ist irrefihrend, da die Untergruppe § die einzige
Links- wie Rechtsnebenklasse von § in ® ist, die Gruppeneigenschaft hat. Sie ist
nimlich die einzige, die das Element e enthilt.
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Satz S (7.3)

Die voneinander verschiedenen Linksnebenklassen von O in ® sind
die Klassen einer Klasseneinteilung von & im Sinne der Mengen-
lehre, der sog. Zerlegumg von ® in Linksnebenklassen

nach 9:
AV AVERAV/2 AV
mit aE O, bEOD/aD, cEO\JaH\JbD, .... Ein vollstin-
diges Reprisentantensystem fiir diese Klasseneinteilung ist etwa
le,a,b,c,...}.

Entsprechend erhilt man die Zevlegung von & in Rechis-
nebenklassen nach 9.

Beweis

Es ist nachzuweisen, daB die in der Behauptung konstruierte Ver-
einigungsmenge aus nichtleeren, untereinander elementfremden
Komponenten besteht und alle Elemente von & umfaBt. Aus
e € O folgt sofort, daB die Komponenten nicht leer sind und jedes
Element aus & erfafBt wird. Die Elementfremdheit der Kompo-

nenten ergibt sich unmittelbar aus F(7.2). qed

Folgerung F(7.4)

Der Klasseneinteilung von & in Linksnebenklassen nach 9 ent-
spricht nach F(1.2) die Aquivalenzrelation:

a ~ b dann und nur dann, falls a1b € 9.

Sie wird linksseitige Aquivalenz nach © genannt. Analog ist die
rechisseitige Aquivalenz nach O mit ab=* € D 2u erkliren.

Die Zerlegung der Gruppe ® in Linksnebenklassen nach einer
Untergruppe § ist im allgemeinen verschieden von der Zerlegung
in Rechtsnebenklassen nach derselben Untergruppe  (vgl. Auf-
gaben 1 und 2). Man kann aber, wie wir im folgenden zeigen, die
in beiden Zerlegungen auftretenden Nebenklassen eineindeutig
aufeinander beziehen. Insbesondere stimmt also im endlichen Falle
die Anzahl der Linksnebenklassen mit der Anzahl der Rechtsneben-
klassen iiberein.
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Satz S(7.5)

Die Menge der Nebenklassen in der linksseitigen Zerlegung von &
nach O ist gleichmichtig der Menge der Nebenklassen in der rechts-
seitigen Zerlegung von & nach 9.

Beweis

Es geniigt nachzuweisen, daB die Reprisentantensysteme gleich-
michtig sind. Bildet nun

le,a,b,c,...}
ein vollstindiges linksseitiges Repriasentantensystem, so ist
{e,a 1, b1, c1,...)

ein vollstindiges rechtsseitiges Reprisentantensystem. In der zu-
gehorigen Zerlegung

OV Paty ooty ety
ist nimlich jedes Gruppenelement x € @ enthalten; denn aus
x~1€ @& und der Vollstindigkeit des linksseitigen Reprasentanten-
systems {e,a,b,c,...}) folgt x"1€ y9 mit geeignetem y aus
{e,a,b,c,...} und damit x € (y9) 1= H 1y 1= Hy-! mit y-1
aus {e,a"1,b71,¢1,...}]. Ferner sind alle in der obigen Zer-
legung auftretenden Rechtsnebenklassen voneinander verschie-
den; denn aus a9 == b9 folgt nach F(7.2) a-1b §¢ O, damit also
(@)1= (bY@ 1) 1g H und daher ebenfalls nach F(7.2)
vt + a1, aed.

Definition D (7.6)

Die nach S(1.5) eindeutig bestimmte Midchtigkeit der Menge aller
in einer Zerlegung von & nach © aufiretenden Nebenklassen (im
endlichen Falle also deven Anzahl) heift der Index von O in &
und wird mit (&:9) bezeichnet.

Die Ordnung der Gruppe & ist also gleich dem Index (®:C) der
Einheitsgruppe € in @.

Die folgenden Aussagen formulieren wir fiir endliche Gruppen;
sie konnen jedoch unter Verwendung des Begriffes der trans-
finiten Kardinalzahl auch fiir unendliche Gruppen ausgesprochen
werden. Man veranschauliche sich das Folgende bis F (7.9) am Bei-
spiele der symmetrischen Gruppe &;.
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Satz von LAGRANGE S(7.7)

Die Ordnung einer Untergruppe O einer endlichen Gruppe ® ist ein
Teiler der Ordnung von ®; der Komplementirteiler ist der Index von
Din@: (®:6) = (:9) (9:6).

Beweis

Wegen der Endlichkeit von & sind erst recht alle Nebenklassen
von @& nach 9 endlich. Die Anzahl der Elemente in jeder Neben-
klasse a  stimmt mit der Ordnung von 9 iiberein. Es enthilt nim-
lich 2  genau die Elemente a%, wobei & genau alle Elemente von
durchliuft, und es ist ah F=ahb’ fir h = 4.

Daher folgt die Behauptung nach den vorhergehenden Sitzen
durch Abzihlen der Elemente in der linksseitigen Zerlegung von &

nach $: B=9\VaDVUbdD\V - --\U1D. qed.

Fiir den Fall einer endlichen zyklischen Gruppe 8, ist diese Aus-
sage bereitsin S (6.9) enthalten, wobei man dort sogar wei3, da3 es
fir jeden Teiler » der Ordnung # wirklich eine und auch nur eine
Untergruppe der Ordnung » gibt (vgl. S(6.10)). Fiir beliebige end-
liche Gruppen kénnen dagegen mehrere Untergruppen gleicher
Ordnung (etwa in &;) oder aber auch fir bestimmte Teiler der
Gruppenordnung gar keine Untergruppen dieser Ordnung exi-
stieren (etwa in der Gruppe ¥, fir den Teiler 6, vgl. Aufg. 1
von § 11).

Folgerung F (7.8)
Die Ordnung eines Elementes a einer endlichen Gruppe ® ist ein
Teiler der Gruppenordnung,

wie sich unmittelbar aus dem Satz von LAGRANGE mit $ = <{a)
ergibt.

Folgerung F (7.9)
In einer Gruppe der Ordnung n gilt fiir jedes Element a die Glei-
chung a" = ¢,

denn # ist nach F(7.8) Vielfaches der Ordnung von a.

Folgerung F (7.10)
Es gibt nur eine abstrakte Gruppe der Primzahlordnung p, ndmilich
die zyklische Gruppe B,,.

6*
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Beweis

Hat ® die Ordnung p, so gibt es nach F(7.8) in ® aufler dem
Einselement ¢ nur Elemente der Ordnung p. Jedes von diesen
erzeugt bereits die gesamte Gruppe ®&. Die Gruppe ist also zyk-

lisch. qed.

Selbstverstindlich iibertragen sich wieder alle Aussagen auf Mo-
duln unter Beriicksichtigung der sich aus der Giiltigkeit des kom-
mutativen Gesetzes ergebenden Vereinfachungen. Man bezeich-
net aber in additiver Schreibweise die Nebenklassena + 9= $+a
eines Untermoduls § in & im allgemeinen als Restklassen mo-
dulo 9 und nennt die in F(7.4) angefiihrte Aquivalenzrelation
Kongruenz modulo . Wie wir sehen werden, handelt es sich da-
bei um eine Verallgemeinerung der Begriffsbildungen in B(2.8).
Entsprechend benutzt man auch hier fiir modulo $ kongruente
Elemente aus & die Schreibweisen

a=>bmodH oder a="b(9),
was also nach F(7.4) bedeutet, daB a — b €  ist.

LaBt sich insbesondere der Untermodul < ® von einem Ele-
ment m € O erzeugen, ist also = {m) zyklisch, so nennt man
die Kongruenz mod 9 auch eine Kongruenz mod » und schreibt

statt a=bmod{m) bzw. a=>b ((m))
einfach a= b modm bzw. a=b (m).

Die Bedingung a— b € {(m) besagt in diesem Falle, daBB a— b
ein ganzzahliges Vielfaches gm von m ist. Auch dies ist noch
wesentlich allgemeiner als die in B(2.8) behandelte Kongruenz
ganzer Zahlen, denn die hier betrachteten Kongruenzen sind
durch m € @ bestimmte Beziehungen zwischen den Elementen
eines beliebigen Moduls @, fiir den die ganzen Zahlen nur die Rolle
des Operatorenbereiches spielen.

Setzt man freilich den beliebigen Modul @ gleich dem der ganzen
Zahlen, so deckt sich die hier allgemein erklirte Kongruenzrech-
nung mit der aus B (2.8). Dies liegt daran, daB im Modul der gan-
zen Zahlen jeder Untermodul zyklisch ist und von einer positiven
ganzen Zahl erzeugt werden kann (vgl.§5, Aufg. 14). Wir haben
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damit die Kongruenzrechnung der elementaren Zahlentheorie weit
allgemeineren gruppentheoretischen Uberlegungen untergeordnet.
Wie wir spater sehen werden, sind auch die iibrigen Aussagen aus
B (2.8) nur Spezialfille allgemeinerer Betrachtungen, so z. B. die
Tatsache, daB die Restklassen ganzer Zahlen selbst einen Modul
bilden (vgl. Kapitel III).

Aufgaben zu § 7

1.

Man stelle zu jeder Untergruppe § von &, die Zerlegung von &, sowohl
in Links- als auch in Rechtsnebenklassen nach § auf.

. Man zerlege die prime Restklassengruppe mod 15 in Nebenklassen nach

der von [4] erzeugten Untergruppe.

Ist® eine von a erzeugte zyklische Gruppe und §) eine von der Einheits-
gruppe verschiedene Untergruppe, die also nach S(6.9) von a™ mit mini-
malem m erzeugt werden kann, so ist der Index (®:9) gleich m. Man
wende diese Aussage insbesondere auf den Modul der ganzen Zahlen an.

. Wir haben in F(7.4) die Aquivalenzrelation als Folgerung aus der Klas-

seneinteilung S(7.3) erhalten. Man gehe den umgekehrten Weg.

. Der Index (:{,) der Gruppe O, der eigentlich orthogonalen Matrizen

vom Typ (n, #) in der Gruppe O der orthogonalen Matrizen vom glei-
chen Typ ist 2. Man beweise dies durch Herstellung der linksseitigen Zer-

legung von 0 nach 9.

. Es gibt bis auf Isomorphie genau jc zwei Gruppen der Ordnung 4 und der

Ordnung 6.

. Man beweise den sog. kleinen FERMATschen Satz!) der elementaren Zah-

lentheorie:
a9(M)= 1 (m) fir (a, m)=1.

1) PIERRE DE FERMAT, 1601 bis 1665.



II. PERMUTATIONS-
UND TRANSFORMATIONSGRUPPEN

Wihrend unsere bisherigen Untersuchungen im wesentlichen all-
gemeine gruppentheoretische Aussagen zum Ziel hatten, gehen wir
in diesem Kapitel niher auf bestimmte Gruppen und die Natur
ihrer Elemente ein. Sie sind sowohl fiir Anwendungen der Grup-
pentheorie in anderen mathematischen Disziplinen als auch fir
die Gruppentheorie selbst von Bedeutung, zumal sie rech-
nerisch verhiltnismaBig leicht zugangliche Beispiele in die Hand
geben.

In den folgenden Kapiteln ben¢tigen wir hauptsachlich die grund-
legenden Aussagen iiber Permutationen und die von ihnen gebilde-
ten Gruppen aus den §§ 8 bis 11; dagegen konnen die vertiefenden
Betrachtungen im § 12 beim ersten Studium iibergangen werden.
Die abschlieBend behandelten geometrischen Transformations-
gruppen verdienen Interesse um ihrer selbst willen.

§ 8. Darstellung endlicher Gruppen durch Permutationen

Wie wir schon einmal erwahnten, umfat das Studium der Permu-
tationsgruppen bereits das Studium samtlicher Gruppen von end-
licher Ordnung. Dies liegt darin begriindet, daB jede endliche
Gruppe wenigstens einer Permutationsgruppe isomorph ist, oder
mit anderen Worten, daB jede Klasse zueinander isomorpher end-
licher Gruppen wenigstens eine Permutationsgruppe enthalt. Wir
leiten im folgenden einen von CAYLEY herrithrenden Satz ab, der
sogar die Konstruktion der in Rede stehenden Permutationsgruppe
gestattet. Dabei behandeln wir ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit nur multiplikative Gruppen,
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Satz S(8.1)

Es sei ® eine belichige endliche Gruppe mit dem Elementen
a,ay,...,4,. Dann sind

a a ...a ..

si—_-( " ) miti=1,.,.,n
aa; a,a; ... a,a

n Permutationen dieser Elemente, und ® ist isomorph zu der aus den

Permutationen s,, sy, ..., S, bestehenden Permulationsgruppe P

vermoge der Zuordnung a,— s.

Beweis
1. Die erklarten s; sind tatsichlich Permutationen, da wegen
M III* die Produkte a,a;, a,a,, ..., a,a, wieder genau alle Ele-

mente der Gruppe & sind.
2. Nach F(4.5) geniigt es zu zeigen, dafl die Strukturtafeln der
Menge B dieser Permutationen und der Gruppe & tibereinstim-
men. Die Permutation s, € P iberfiihrt jedes Element a,€ @ in
das Element a,a;:
s; (@) = aya,.

Ist nun a,a, = a,, so folgt fiir alle j:

sy (@) = a8, = a;a,a, = s (a5a,) = i (s¢(ay).

Dabei bedeutet sy (s;(a;)), daB zuerst s, auf a; und dann s, auf
das Ergebnis s; (¢;) anzuwenden ist. Das ist aber nach der De-
finition der Multiplikation von Permutationen dasselbe, als ob
man s,;s; auf a; anwendet?!). Daher ist s; = s;5;; die Struktur-
tafeln von ® und ‘B sind also gleich. qed.

Selbstverstindlich brauchen wir in den Permutationen s,, .. ., s,
statt der Elemente von & nur die entsprechenden Indizes einzu-

tragen.
Aus S(8.1) erhilt man unmittelbar:

Folgerung F(8.2)
Jede Gruppe der Ordnung n ist isomorph einer Untergruppe der
symmetrischen Gruppe S, .

1) Betrachtet man die Permutationen als Transformationen gemiB B(2.6), so
entspricht unsere Uberlegung der Formel: sy(sg(ag) = [s¢Sg] ()
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Folgerung F (8.3)
Es gibt von jeder Ordnung n nur endlich viele zueinander nicht iso-
morphe Gruppen, mit anderen Worten, es gibt nur endlich viele
Klassen zueinander isomorpher Gruppen der Ordnung n.

Letzteres folgt in diesem Zusammenhang daraus, daB die sym-
metrische Gruppe &, als endliche Gruppe nur endlich viele Unter-
gruppen enthilt. Doch hitten wir diese Aussage auch unabhingig
von den Uberlegungen dieses Paragraphen gewinnen kénnen, da
fir die Strukturtafeln der genannten Gruppen rein kombina-
torisch nur endlich viele Moéglichkeiten in Frage kommen.

Wir bemerken noch, da8 es oft méglich ist, zu & isomorphe Grup-
pen von Permutationen zu finden, deren Grad kleiner ist als die
Ordnung von @ (vgl. Aufg. 2). Es ist bis heute ein ungeléstes Pro-
blem, den dabei kleinstméglichen Grad in seiner Abhingigkeit von
der Ordnung von ® anzugeben.

Aufgaben zu § 8
1. Welche Zusammenhinge bestehen zwischen der CAvLEYschen Struktur-
tafel von & und den in S(8.1) konstruierten Permutationen ?

2. Die in § 4, Aufgabe 4 genannte Gruppe der Doppelverhiltnisse ist nach
S(8.1) durch Permutationen vom Grad 6 darzustellen. Da diese Gruppe
andererseits isomorph zur Gruppe &, ist, haben wir damit ein Beispiel
zu den Bemerkungen nach F(8.3).

§ 9. Zerlegung einer Permutation in Zyklen

Die in B(2.5) eingefiihrte Schreibweise von Permutationen laBt
sie zwar als eineindeutige Abbildungen sehr deutlich erkennen,
ist aber fur das praktische Rechnen mit Permutationen etwas
schwerfillig. Wir geben daher eine kiirzere und handlichere
Schreibweise an, die jede beliebige Permutation als Produkt be-
sonders einfacher Permutationen kennzeichnet.

Definition D (9.1)
Eine Permutation z vom Grad n heift zyklisch, wenn sie durch
Vertauschung ihver Spalten auf die folgende Gestalt gebracht werden

kann ., , . . .
z_('h’z-' T,_q b z,+1...1,,)

Tp g Lt f ... 0,
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Eine solche Permutation fiihrt also
7,10 43, 1,in 44, t,yind,, 4, inq;
iiber, waihrend die Zahlen ¢ ,,, ..., 1, in Ruhe bleiben. Wir ver-

einfachen die Schreibweise durch die Angabe von z als 7-gliedrigen

Zyklus
Z2= (1:1":2. . .1:'),

in dem fiir » > 1 nur diejenigen Zahlen auftreten, die durch z tat-
sachlich geindert werden. Fiir » = 1 erhilt man die identische Per-
mutation, die sich D (9.1) als Spezialfall unterordnet und sich so-
mit als eingliedriger Zyklus ¢ = (7,) schreiben 148t.

Eine zyklische Permutation ist z. B.:

_(123456) (154326 —(1543)
521346 543126

Die durch diese Permutation bewirkte ,

Vertauschung der Zahlen 1, 5, 4, 3 / \ AN

kann man durch ein ,,zyklisches* |,’ '\i’
\

Schema veranschaulichen, das sich \ /
natiirlich auch fiir eine beliebige zyk- \ / . .l
lische Permutation verallgemeinern Abb. 2 !
148t und die Unabhangigkeit von

der Wahl der zuerst hingeschriebenen Zahl unterstreicht.

Selbstverstandlich ist nicht jede Permutation zyklisch. Es gilt aber:

Satz S(9.2)

Jede Permutation s lift sich als Produkt elementfremder Zyklen
schreibenl). Diese Darstellung ist eindeutig bis auf die Rethenfolge
der Faktoren. Wir bezeichnen sie als Hauptproduktdarstellung
von s. In thy treten fiir s == e nur solche Zahlen auf, die durch s tat-

sdchlich gedndert werden.

123456789

357439126>=“37)(268)(69),

Beispiel: (

1) Bei einer zyklischen Permutation besteht das ,,Produkt* nur aus einem Zykluys,
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Beweis

1. Fiir die identische Permutation ist nichts zu beweisen. Jede
andere Permutation s enthalt Zahlen, die tatsichlich gedndert
werden; nur diese werden betrachtet.

2. Bei geeigneter Bezeichnung dieser Zahlen liefere die Permu-
tation s zunachst die Zuordnungen

i > 1y, T3> 1, e I Ay

wobei i4,,, die erste wieder auftretende Zahl aus der Reihe der
ihr vorangegangenen Zahlen sei. Dann ist ¢,,, =1,; denn wire
iy = 1, Mit 2 < p < 7, so folgte wegen

i, —> 1,
to—1—> 1o

und wegen der Eineindeutigkeit der Zuordnung 7, =4, , mit
1 < p— 1= 7r— 1im Widerspruch zur Wahl von 7,,,. Durch die
angegebenen Zuordnungen wird also ein Zyklus (¢, ...1,) er-
klart.

3. Wenn mit ¢, %5, . . ., 4, bereits alle von s tatsachlich geander-
ten Zahlen erschopft sind, ist s zyklisch und damit die Behaup-
tung klar. Andernfalls existiert wenigstens eine noch nicht aufge-

tretene Zahl 7, die nach den gleichen Uberlegungen wie unter 2.
eine Reihe von Zuordnungen

h—>Jar J2a—>TJs Jsa—>Jss Js—> N
und damit einen Zyklus (4, ;. . . 7,) liefert.

Dabei sind die Zahlen j samtlich verschieden von den Zahlen 1.
Wiirden namlich die beiden Zyklen eine Zahl gemeinsam haben,
so miiBten wegen der Eindeutigkeit der durch s vermittelten Ab-
bildung auch die in beiden Zyklen auf diese Zahlen nichstfolgen-
den Zahlen ibereinstimmen. Setzt man diesen SchluB fort, erhalt
man die Gleichheit beider Zyklen im Widerspruch zur Wahl von .

4. Falls noch weitere Zahlen vorhanden sind, bildet man einen
dritten Zyklus usf. Das Verfahren bricht ab, da durch s nur end-
lich viele Zahlen geandert werden, Offensichtlich sind die Zyklen
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durch (iliz...i,jljz...j,... )
s= L ) . . . .
Togtg.. .0y Jg Jg - Jyp--

eindeutig bestimmt, und ihr Produkt

(Brg . - . %) (Juda - - - Jo)
vermittelt dieselbe Zuordnungsvorschrift wie s.

Da zwei Permutationen s, und s,, von denen s, andere Zahlen
als s, wirklich permutiert, kommutativ multiplizierbar sind (vgl.
Aufg. 4), ist die Reihenfolge der Zyklen in der Produktdarstellung
von s beliebig. ged.

Die Schreibweise von Permutationen als Produkt elementfremder
Zyklen ist nicht nur bersichtlicher, sondern gewihrt auch insbe-
sondere beim Potenzieren Rechenvorteile:

Nach Definition ordnet ein Zyklus z jeder in ihm vorkommenden
Zahl die jeweils erste nachfolgende Zahl zu. Fihrt man dies
m-mal hintereinander aus, erhilt man fiir die m-te Potenz z™, daB
sie jeder Zahl die jeweils m-te nachfolgende Zahl zuordnet. Der
Leser verdeutliche sich dies an Hand des im AnschluB an D (9.1)
eingefiihrten Schemas. Es brauchen dabei nicht alle Potenzen
von z selbst zyklische Permutationen zu sein (vgl. Aufg. 5):

2 =(12345) 2 =(1234)
2= (13524) 2= (13)(24)
B#=(14253) B=(1432)
A=(15432) A= (1)

2= (1)

Dagegen ist das Inverse einer zyklischen Permutation

2= (iy0y...1,)
stets wieder eine zyklische Permutation, nimlich

27l = (i, ... 71).

Nach der letzten Bemerkung im Beweis von S(9.2) iibertragen sich
diese Aussagen iiber zyklische Permutationen auf beliebige Per-
mutationen in ihrer Hauptproduktdarstellung

S = zlzz “ .. Z,

gemafl: A o1 1 L
sm=2par. . 2y s =gt gt oL
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Folgerung F (9.3)
Eine zyklische Permutation z = (1,4, . . . 1,) hat die Ordnung 7.
Die Ordnung h einer beliebigen Permutation s = 2,2, . . . 2, ist gleich

dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen der Ordnungen r, der einzelnen
Zyklen z, in der Hauptproduktdarstellung

Beweis

Firr einen einzelnen Zyklus folgt dies unmittelbar aus den obigen
Bemerkungen. Weiterhin gilt fur die Ordnung 4

sh= 2020 ... 20 = (1).

Damit ein Potenzprodukt elementfremder Zyklen gleich (1) ist,
ist offensichtlich hinreichend, aber auch notwendig, daB jede
Zyklenpotenz gleich (1) ist. Andernfalls kénnte man namlich zwei
von (1) verschiedene Teilprodukte angeben, die zueinander invers
sein missen im Widerspruch zur Elementfremdheit aller Zyklen.
Es muB also % ein Vielfaches von jedem 7, und damit das kleinste

gemeinsame Vielfache aller 7, sein. qed.

Die Eindeutigkeit der in S(9.2) eingefiihrten Produktdarstellung
sowie die bisher besprochenen Rechenvorteile beruhen wesentlich
auf der Elementfremdheit der als Faktoren auftretenden Zyklen.
LaBt man auch Produkte von Zyklen zu, die gleiche Zahlen ent-
halten!), kann man zu den verschiedensten Darstellungen ge-
langen. So iiberzeugt man sich z. B. sofort durch Ausmultiplika-
tion, daB etwa die folgenden Produkte Zerlegungen derselben
Permutation sind:
=(137)(258)(69)

1234561789
s=<357489126){=(1378)(81)(25869)(62)
=(13)(17)(25)(28)(69).

1) Auch die Multiplikation solcher nichtelementfremder Zyklen ist iibersichtlicher
durchzufithren als die der ihnen entsprechenden ausfiihrlich geschriebenen zyk-
lischen Permutationen. In der Tat kommt es doch nur auf die wirklich verin-
derten Zahlen an, die ja gerade in den Zyklen auftreten;

z.B. (19567)(74569) =(17)(456)
wegen 1—9-+7 117
7—1 71
4—-6 4—5
674 5—+>4

9—>56—9 9—->9.
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Von diesen Darstellungen interessieren besonders diejenigen, deren
Zyklen alle zweigliedrig sind.

Definition D (9.4)
Ein zweigliedriger Zyklus heift eine Transposition.
Satz S (9.5)

Jede Permutation s lapt sich als Produkt nicht notwendig element-
[fremder Transpositionen schreiben.

Beweis
Jeder Zyklus in der Hauptproduktdarstellung von s 1iBt sich zer-

legen gemif .. . L ..
gen 8 (a%a - - - 2g) = (81%0) (64735) - . - (3n3y). ged.

Die Schreibweise einer Permutation s als Produkt von Zyklen
gestattet, unabhangig von der Elementfremdheit der verwendeten
Faktoren, eine besonders einfache Berechnung eines Produktes
der Gestalt -1

sgl s s,.

Man nennt diese Produktbildung die Transformation der Permu-
tation s mit der Permutation s,, eine Begriffsbildung, deren Bedeu-
tung wir erst spiter kennenlernen werden (vgl. § 15).

Satz S (9.6)

Eine Permutation s in einer belicbigen Zyklendarstellung
S=2%...%

wird transformicrt mit der Peymutation s, indem man in jedem

Zyklus die aufiretenden Zahlen der Permutation sy unterwirft.

Beispiel:
Wir wihlen

— 123456 und sy = 123456 , also s5l= 123456 )
456321 621543 326541

Dann ist die umstindliche Multiplikation
_1gq (1234566 123456)‘ 123456 ) _ (123456
S07%%0" | 306541) \456321) \621543 346215

nach dicsem Satz zu ersetzen durch Anwendung von s, auf die Zahlen
ins = (1436)(26), und man erhilt unmittelbar:

sglssg=1(6613)(24).
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Beweis
Zunichst gilt:
—~1gg — g1 . s-1 L s
sylssy=s512,8, S512,8, -+ S7 2,5
d. h., jeder Zyklus z wird einzeln transformiert. Ist z = (iy4, . . . 7).
so bringen wir s, auf die Form

(il Ty oo lyp by oo in)
S5=1. . .. .
Nl Trdesre--JIn
und erhalten:

Tyl ebptpgeeet,

Sglzso=(].lj.’ ."rJ:Hl .7n> (11 1.21'1—) ( ‘1 .2 .r .rfl .n>‘

fige ot lrpn--ta VWERERY PN PN RERN )

Offensichtlich ergibt dies die zyklische Permutation
s;lzso= (.71 jz e jr)’

Sie entsteht aus z auf die behauptete Weise. ged.

Aufgaben zu § 9

1. Alle Permutationen der Gruppe &, sind zyklisch.

2. Man schreibe die folgenden Permutationen als Produkt elementfremder
Zyklen und bestimme jeweils ihre Ordnung:
(123456 (123456) (123456789) (123456789)_
354261)' 465132/ \243651978/°\367492158

3. Man gebe simtliche Elemente der Gruppe ©, in Zyklenschreibweise an
und bestimme jeweils die Elementordnung.

4. Man begriinde die am Ende des Beweises von S(9.2) aufgestellte Behaup-
tung.

6. Man gebe ein Kriterium dafiir an, welche Potenzen einer zyklischen Per-
mutation z = (4,1, . . . 3,) selbst zyklisch sind. Was gilt insbesondere, falls
7 eine Primzahl p ist ? (Hinweis: Man iiberlege sich zuvor, daB 2™ entweder
wieder ein 7-gliedriger Zyklus ist oder in eine Anzahl Zyklen gleicher Linge
zerfallt.)

6. Eine Permutation (1 2...m
§ =
i) Ig - -« iy
wird mit der Permutation s, transformiert, indem man beide Zeilen von s
fiir sich der Permutation s, unterwirft.
7. Man transformiere die in Aufgabe 2 angegebenen Permutationen mit

$0=(123456) baw. sy = 123466789)
. 632415 4231987656
auf die in S(9.6) und Aufgabe 6 erklirte Weise und iiberzeuge sich durch

direkte Ausmultiplikation von der Richtigkeit der Ergebnisse.
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§ 10. Gerade und ungerade Permutationen

In der identischen Permutation kénnen die Zahlen so ange-
ordnet werden, daB sie oben und unten in der natiirlichen Reihen-
folge stehen. Bei jeder anderen Permutation wird man in jeder
Anordnung der Spalten mindestens ein Paar von Spalten finden,
in denen die Anordnung oben gegenliufig der Anordnung un-
ten ist: . . . .
s=(1"1') mit 1."<1_' oder umgekehrt.

o Juee Ty Ju >y
Eine nahere Untersuchung dieser Verhéltnisse fithrt zu der wich-
tigen Unterscheidung der Permutationen in gerade und ungerade.

Definition D (10.1)

Unter einer Inversion der Permutation s versteht man das Auftreten
eines Spaltenpaares

(f*‘), (1“) mit 1, < %, J,> 7, oder umgekehrt.
Ju Ty

Am einfachsten festzustellen sind die Inversionen einer Permu-
tation, wenn ihre obere Zeile in der natirlichen Reihenfolge
1,...,n angeordnet ist, denn dann ist eine Inversion gekenn-
zeichnet durch ein Zahlenpaar in der unteren Zeile, das nicht in
der natirlichen Reihenfolge auftritt, z. B.:

12345 12 13 15 23 25 45
43152 43,41, 42,31, 32, 52.

Satz S (10.2)

Eine beliebige Umordnung der Spalten einer Permutation s dndert
die Anzahl der Inversionen nicht.

)hat 6 Inversionen:

Beispiel :
s — 123466 hat81nversionen:13 14 16 23 24 26 34 56
452163 42, 41,43, 62,61,53,21,63.

Wir ordnen die Spalten von s um:

s — 24565613
516342

24 26 23 41 43 56 61 13

hat 8 Inversionen:
51,563,062, 14,12,63, 34, 42.
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Beweis

Die in Rede stehende Umordnung kann als Permutation der
Spalten von s aufgefaBt und damit nach S(9.5) auf eine Anzahl
von Vertauschungen zweier Spalten von s zuriickgefithrt werden.
Jede solche Vertauschung ist ihrerseits herstellbar durch eine An-
zahl von Vertauschungen je zweier benachbarter Spalten von s.
Bei jeder der zuletzt genannten Vertauschungen bleibt aber die
Anzahl der Inversionen von s erhalten. Fir das vertauschte
Spaltenpaar ist das nach unserer Definition selbstverstindlich,
fir die davor oder dahinter stehenden Spalten von s dndert sich
aber die Reihenfolge zu den Spalten des vertauschten Paares
nicht. qed

Damit ist die Anzahl der Inversionen einer Permutation unab-
hingig von der Reihenfolge ihrer Spalten festgelegt. Wir kénnen
daher folgende Klasseneinteilung vornehmen:

Definition D (10.3)

Eine Permutation heift gerade (bzw. ungerade), wenn die An-
zahl ihrer Inversionen gerade (bzw. ungerade) ist.

Wir stellen einige Kriterien auf, die unabhingig vom Abzihlen
der Inversionen festzustellen gestatten, ob eine Permutation ge-
rade oder ungerade ist.

Zu diesem Zwecke betrachten wir das sogenannte Differenzen-

produkt in n Variablen x,, x,, . . ., x,)
P =#I<Ir(xi' —X,) = (% — xp) + (% — xg) ... (g — )
g —xg) i (g — 2,)

) " (xn—l - xn) .
Die (,) Faktoren (xy — x,) von P entsprechen in ihren Indizes

genau den (3) moglichen Spaltenpaaren (’:ﬂ) , (:v) von

1...pu...v...»
s=(, R,
CTERITE PN SRR
1) Das Differgnzenprodukt P ist bekanntlich identisch mit der VANDERMONDE-
schen Determinante (ALEXANDRE TH. VANDERMONDE, 1735 bis 1796).
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Unter der Anwendung von s auf P versteht man die Vertau-
schung der Variablen «x,, x,, . .., x, in P gemaif s:

s(P) = IT (i, — ).

Wihlen wir z. B. n =3, also

P = (x;— x) (x,— x3) (x3— x3),

so ergibt sich

mit s=(1 23)2 $(P) = (xg— xy) (x5 — %) (w3 — ) = P,

231
dagegen
mit s = (; ; ‘1”) S(P) = (x5 — p) (x5 — ;) (x5 — %;) = — P.
Satz $(10.4)

Fiir das Differenzenprodukt P in n Variablen gilt bei der Anwen-
dung einer beliebigen Permutation s vom Grad n,

falls s gerade ist:  s(P)= P,
falls s ungerade ist: s(P)=— P.

Beweis

Jeder Index in P tritt, abgesehen von der Stellung, genau (» — 1)-
mal auf. Dies gilt auch fiir s(P), da s eine eineindeutige Abbildung
der Indizes vermittelt. Es hat also s (P) bis auf Vorzeichen genau
die gleichen Faktoren wie P. Vorzeichenwechsel ergibt sich fiir
einen Faktor genau dann, wenn der vordere Index groBer als der
hintere wird, d. h. also in der oben eingefiihrten Bezeichnung fiir
den Fall
Ty >1,.

Da nach Voraussetzung aber stets y < » ist, entspricht jeder In-
version genau ein Vorzeichenwechsel. Unter Beriicksichtigung

von D (10.3) folgt damit die Behauptung.
qed.

7 Lugowski-Weinert, Algebra 1
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Folgerung F (10.5)

Fiir die Multiplikation von Permutationen gelten die den Vorzeichen-
regeln der Zahlenrechnung entsprechenden Aussagen:

Das Produkt zweier gerader Permutationen ist gerade.

Das Produkt einer geraden Permutation mit einer ungeraden Permu-
tation ist (unabhingig von der Reihenfolge) ungerade.

Das Produkt zweier ungerader Permutationen ist gerade.

Der Beweis ergibt sich nach S(10.4) unmittelbar durch die Nach-
einanderanwendung beider Permutationen auf das Differenzen-
produkt P.

Nach F (10.5) ist es naheliegend, ein Vorzeichen fiir Permutationen
einzufithren gemaf

+ 1, falls s eine gerade Permutation ist,

sgn(s) = . s
—1, falls s eine ungerade Permutation ist.
Satz S (10.6)

Es ser die Permutation s auf irgendeine Weise als Produkt von
Transpositionen dargestellt. Dann ist die Anzahl der auftretenden
Transpositionen gerade, wenn s gerade ist, und ungerade, wenn s
ungerade ist.

Beweis

Wir bemerken zuvor, daB fiir jedes s nach S(9.5) wenigstens eine
solche Darstellung existiert. Weiterhin werden wir zeigen, daB eine

Transposition
(il iz) =(1.1 1.2 1.3‘ z")
Tg 9y T3, .01y
ungerade ist, woraus sich dann die Behauptung nach F (10.5) er-

gibt. Nun liegt bei den beiden ersten Spalten eine Inversion vor,
wihrend je zwei Spaltenpaare

AN AT
(‘)() und ('.”).(’,’) mitv=3,...,n
L by, 5 1,
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entweder keine oder zwei Inversionen ergeben!). Das erstere tritt
ein, wenn 7, und 7, entweder beide groBer oder beide kleiner als 3,
sind, das letztere dagegen fiir die iibrigen Fille, fiir die man ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit etwa ¢, < 4, < 4, annehmen kann.

qed.

Satz S (10.7)

Es sei die Permutation s nach S (9.2) in der Hauptproduktdarstellung
gegeben, in der I Zyklen z, von der Linge r, auftreten, also insgesamt
r=r+ ...+ 7, Zahlen von s wirklich geindert werden.

Dann ist die natiirliche Zahl k= v — | gerade, wenn s gerade ist,
und ungerade, wenn s ungerade ist.

Beweis

Wir benutzen S(10.6) und stiitzen uns auf die in S(9.5) ange-
gebene Zerlegung. Danach entstehen aus jedem Zyklus z; genau
ry— 1 Transpositionen. Das ergibt fir s= zz2,...z eine Zer-
legung in

k=r—1)+@rp—1)+...+r—1)=r—1

Transpositionen. qed.

Eine fur praktische Anwendungen besonders elegante Form des
Kriteriums S(10.7) ist unmittelbar ersichtlich:

Folgerung F (10.8)

Man zihle in der Hauptproduktdarstellung der Permutation s die-
jenigen Zyklen ab, die eine gerade Anzahl von Zahlen enthalten. Je
nachdem, ob sich dabei eine gerade oder ungerade Zahl ergibt, ist s
gerade oder ungerade.

1) Mit anderen Worten: Bei der Feststellung, ob eine gerade oder ungerade A:ll-
zahl von Inversionen vorliegt, brauchen Spalten, in denen oben und unten die-
selbe Zahl steht, nicht beriicksichtigt zu werden.
Dies gilt iibrigens allgemein fiir jede Permutation, wie sich aus dem nachfolgen-
den Satz S(10.7) ergibt, der nimlich lehrt, daB in Ruhe gelassene Zahlen auf das
Vorzeichen einer Permutation ohne EinfluB sind.

7
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Aufgaben zu § 10

1. Man stelle das Vorzeichen der in Aufgabe 2 von § 9 angegebenen 4 Per-
mutationen nach D(10.1), S(10.6) und S(10.7) bzw. F(10.8) fest.

2. Man zeige, daB bei der Multiplikation einer Permutation s mit einer Trans-
position ¢ von rechts genau zwei Zahlen in der unteren Zeile von s ver-
tauscht werden.

3. Mit Hilfe von Aufgabe 2 ist direkt aus D (10.1) das Kriterium S(10.6) neu
abzuleiten.

4. Eine Permutation s und die zu ihr inverse Permutation s—! haben dasselbe
Vorzeichen.

5. Das Vorzeichen einer Permutation s stimmt mit dem Vorzeichen jeder
Permutation iiberein, die aus s durch Transformation entsteht.

§ 11. Gruppen von Permutationen

Die in den beiden vorangegangenen Paragraphen zusammen-
gestellten Hilfsmittel erméglichen uns eine eingehendere Unter-
suchung der symmetrischen Gruppe &, sowie ihrer Untergruppen.
Wegen der Endlichkeit von &, kann man nach S(5.8) als Kri-
terium fir Untergruppen -9 < 9 verwenden, d. h. ein Kom-
plex $ £ ©, ist genau dann Untergruppe, wenn die Multiplika-
tion nicht aus ihm herausfiihrt.

Die Bestimmung aller moglichen Untergruppen von &, fiir be-
liebiges # ist ein sehr schwieriges Problem, das allgemein zu lésen
noch nicht gelungen ist. Selbst iber die Anzahl dieser Unter-
gruppen kann man noch keine allgemeinen Aussagen machen.
Dagegen lassen sich spezielle Untergruppen auch allgemein an-
geben:

Satz S(11.1)
Die Menge der Permutationen aus S,, die v beliebig vorgegebene
Zahlen aus 1, ..., n fest lassen, bilden eine Untergruppe von S,.

Auf diese Art entstehen (}) verschiedenel) Untergruppen, die alle
w ©,_, isomorph sind.

1) In dem Ausnahmefall » = # —1 stimmen natiirlich die ( i ) =5 zu &, iso-
morphen Untergruppen {(1)}, ..., {(n)} iiberein. n-1
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Beweis

Der erste Teil der Behauptung ergibt sich nach dem oben genann-
ten Kriterium unmittelbar, denn aus s, (¥) = » und s, (v) = » folgt
auch [s, - s,] (v) = » fiir jedes der festgelassenen v aus 1, ..., n.

Ferner lassen sich aus » Zahlen auf genau (?) verschiedene Weisen
r Zahlen auswihlen, die fest bleiben sollen. Dabei wird jedesmal
die Menge der #» — 7 anderen Zahlen eineindeutig auf sich abge-
bildet, wobei ersichtlich alle moglichen Abbildungen dieser Art
vorkommen. Die Gruppe dieser Abbildungen unterscheidet sich
also von &,_, nur durch die Bezeichnung der permutierten Zahlen.

qed.
Wenden wir diesen Satz insbesondere in der Art an, daB wir die
letzten » Zahlen aus 1, 2, ..., n fest lassen, erhalten wir:
Folgerung F(11.2)

Die Gruppen €,,E,, ..., €,_; konnen als Untergruppen von &,
aufgefaft werden.

Weiterhin ist folgende allgemeine Aussage fiir Untergruppen aus
&, moglich:

Satz S(11.3)

Eine Untergruppe  von ©, enthilt entweder nur gerade Permu-
tationen, oder sie besteht aus gleich vielen geraden und ungeraden
Permutationen.

Beweis

9 enthalte % gerade und ! ungerade Permutationen, die wir wie
folgt schreiben:

[ 2 A VAR T
Fiir / = 0 ist nichts zu beweisen. Ist / > 0, so multiplizieren wir
simtliche Elemente mit #, und erhalten wegen der Eindeutigkeit
der Division wieder alle Elemente von $:

Gty oo Bplhys Wty oo, Uylhy.
Damit enthalt § nach F(10.5) ! gerade und % ungerade Permu-

tationen, woraus bereits & = ! folgt. qed.
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Wenden wir diesen Satz insbesondere auf &, selbst an, so ergibt
sich unter erneuter Beriicksichtigung von F (10.5):

Satz S (11.4)
©, enthilt genau —’;' gerade und %' ungerade Peymutationent). Die %’

geraden Permutationen bilden eine Untergruppe von ©,, die sogenannte
alternierende Gruppe U,.

Die ungeraden Permutationen bilden im Gegensatz zu den geraden
Permutationen keine Untergruppe. Das ergibt sich ebenfalls aus
F (10.5) oder schon aus der Uberlegung, daB die identische Permu-
tation gerade ist.

Der gleiche Zusammenhang, der nach § 2 zwischen der symme-
trischen Gruppe und den symmetrischen Funktionen besteht, trifft
fir die alternierende Gruppe und die alternierenden Funktionen
zu. Letztere sind dadurch gekennzeichnet, daB sie bei einer be-
liebigen Permutation ihrer Variablen bis auf den Faktor 41
ungeindert bleiben. Diesem moglichen Vorzeichenwechsel ent-
springt die Bezeichnung ,alternierend’. Ein Beispiel fiir eine
alternierende Funktion haben wir bereits in dem Differenzen-
produkt kennengelernt, das alle geraden Permutationen gestattet,
dagegen bei ungeraden Permutationen das Vorzeichen dndert.

Wir stellen fir die symmetrische Gruppe und die alternierende
Gruppe moglichst handliche Erzeugendensysteme auf:
Satz S (11.5)
Die Transpositionen der Gestalt (Lk) mit k=2, ..., n bilden ein
Erzeugendensystem fiir ©,,:

©,=<(12),(13),...,1n).

Beweis

Die Menge simtlicher Transpositionen aus &, ist nach S(9.5)
sicher Erzeugendensystem fir ©,. Es muB also nur gezeigt wer-

den, daB alle Transpositionen aus den oben angegebenen erzeugt
werden konnen.

1) Es versteht sich, daB in S (11.4) wie auch in S (11.5) # =2 sein mu8, entsprechend
in S (11.6) n=3.
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Fir # = 2 ist nichts zu beweisen. Im Falle » > 3 gilt aber fiir
i$7,i=22,j=22:

(19) (1) (L4) = (7). ged.

Satz S (11.6)

Die dreigliedrigen Zyklen der Gestalt (12 k) mit k=3, ..., n bilden
ein Erzeugendensystem fiir U, :

A, =<(123),(124),...,(12n).

Beweis

1. Wir zeigen zunichst, daB die Gesamtheit aller dreigliedrigen
Zyklen als Erzeugendensystem fiir %, ausreicht. Nach S(10.6) ist
jede Permutation aus %, als Produkt einer geraden Anzahl von
Transpositionen darzustellen. Jedes Paar dieser Transpositionen
kann durch dreigliedrige Zyklen ausgedriickt werden, nimlich

(¢1%) (7172) = (ixizjz) (’:ﬂ'ljz)
oder

(1135 (3175) = (34%573)

je nachdem, ob die beiden Transpositionen elementfremd sind oder
eine gemeinsame Zahl enthalten.

2. Der Beweis erfolgt nun analog dem Beweis von S(11.5). Die
Behauptung gilt fiirr %; und, wie man leicht nachpraft?), fiir 2%,. Im
Falle n = 5 stehen zundchst nach Voraussetzung und wegen

(125) (124) (125)7* = (115

alle dreigliedrigen Zyklen zur Verfiigung, in denen die 1 auftritt.
Dann lassen sich aber mit vier voneinander verschiedenen Zahlen

1,7, k,laus 2,...,n wegen
(123) (17k) (1) = (i &)

alle dreigliedrigen Zyklen aus dem angegebenen Erzeugenden-

system bilden. ged.

1) In  ((123), (124)) liegen die Elemente (123), (124), (134) = (}23)f‘(124),
(234) = (123) (124)~! und deren Inverse, also alle mdglichen dreigliedrigen Zy-
klen aus €,.
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Aufgaben zu § 11

1. Man stelle alle Untergruppen der Permutationsgrugpe 6‘ auf unfi gebe
minimale Erzeugendensysteme an. Es gibt einschlieBlich def trivialen
Untergruppen 30 Stiick; man fiihre den Vollstindigkeitsbeweis.

2. Man driicke alle Elemente der Gruppe %, durch das in S(11.6) angegebene
Erzeugendensystem aus.

3. Auch fir die Elemente der abzihlbaren symmetrischen Gruppe &,
(vgl. Aufg. 17 von §5) 4Bt sich ein Vorzeichen einfﬁhren,‘ da )edt_:s Ele-
ments € & als Element einer symmetrischen Gruppe &, mit hinreichend
groBem # aufgefaBt werden kann und dort sgn (s) erklart ist.

Man zeige: Die Gesamtheit der Elemente s € 6:( mit sgn(s) = 4 1 bildet
eine Untergruppe von &,, die sog. abzdhlbare alternierende Gruppe %,.

§ 12, Transitivitit und Primitivitit
von Permutationsgruppen?)

Weitere Unterscheidungsmoglichkeiten von Permutationsgrup-
pen ergeben sich, indem man die Wirkung aller Permutationen
einer Gruppe ‘B auf die Menge I der permutierten Elemente be-
trachtet. Der Leser mag sich die Uberlegung wie bisher an dem
konkreten Beispiel der Menge It = {1, 2, . . ., n} veranschaulichen.

Wir fithren in IR eine Aquivalenzrelation ein:

Definition D (12.1)

Es sei B eine beliebige Permutationsgruppe und M die Menge der
von B permutierien Elemente. Dann heift a € M P-konjugiert
zu b€ M, wenn es wenigstens eine Permutation s € B gibt mit

s(a)=>5.

Folgerung F (12.2)

Die in D(12.1) festgelegte Bezichung ist eine Aquivalenzrelation
in M.

Sie ist nimlich wegen (1)€ P reflexiv, wegen s1¢€ P symme-
trisch und wegen s, -s, € P transitiv.

1) Fir ein eingehenderes Studium der Permutationsgruppen sind die Ausfiih-
rungen dicses Paragraphen interessant und bedeutungsvoll, doch ist ihre Kennt-
sin fir unsere folgenden Untersuchungen nicht erforderlich.
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Definition D (12.3)

Die Klassen der Klasseneinteilung von I, die der in D (12.1) fest-
gelegten  Aquivalenzrelation entspricht, heifen Transitivitdts-
gebiete.

Insbesondere heift die Permutationsgruppe B transitiv diber M,
wenn M selbst das einzige aufiretende Transitivititsgebiet ist, sonst
intransitiv.

Eine Permutationsgruppe ist also genau dann transitiv iiber I,
wenn zu jedem a ¢ I und jedem H€ M ein s€ P mit s(@) = b
existiert. Wie aus den Eigenschaften der Aquivalenzrelation folgt,
ist dafiir hinreichend und notwendig, dafB irgendein festes a € I
durch Permutationen aus P in alle b € I ibergefiihrt wird. Dies
erleichtert die Feststellung der Transitivitit bzw. Intransitivitat
einer Permutationsgruppe wesentlich.

Beispiele:
Eine transitive Permutationsgruppe ist die in § 4 genannte KLEIN-
sche Vierergruppe B, mit den Elementen

(1), (12) (34), (13) (24), (14) (23):
denn von diesen Permutationen wird der Reihe nach z. B. die Zahl
a=1in 1,2,3 und 4 ibergefiihrt. Die Menge M= {1, 2, 3, 4}
besteht also beziiglich 8, aus genau einem Transitivititsgebiet.

Dagegen ist die aus den Permutationen
(1), (12), (34), (12) (34)

bestehende Gruppe intransitiv, denn es gibt in ihr z. B. keine
Permutation, die 1 in 3 dberfithrt. Die Menge M= (1, 2, 3, 4}
zerfallt beziiglich dieser Permutationsgruppe in die zwei Transi-
tivititsgebiete {1, 2} und {3, 4}.

Die beiden Beispiele sind insofern besonders interessant, als beide Gruppen

zueinander isomorph sind. Das unterstreicht die Abhingigkeit der hier be-
handelten Begriffsbildungen von der konkreten Gestalt der Gruppenelemente.

Ferner sind sowohl &, als auch U, iiber M= {1, 2, ..., n} tran-
sitiv. Dies folgt etwa daraus, daB beide Gruppen jedenfalls die
folgenden Permutationen enthalten:

1),12n),(13%),....(1n—1n),(1n n—1).
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Zur weiteren Untersuchung transitiver Permutationsgruppen be-
notigen wir eine bequeme Bezeichnung derjenigen Untergruppen,
die einzelne Elemente von I fest lassen (vgl. Aufg. 2).

Definition D (12.4)
Es sei B eine Permutationsgruppe von M und a ein beliebiges Ele-
ment aus M. Dann nennt man die Untergruppe derjenigen Permu-
tationen s mit s(a) = a die Stabilititsuntergruppe 9, von ‘B.

Satz S (12.5)

Man erhilt jede Stabilititsuntergruppe 9, einer transitiven Permu-
tationsgruppe B durch Transformation einer fest vorgegebenen
Stabilititsuntergruppe D, mit einem geeigneten Element aus ‘B:

b =519,s mits(a)=>.

Beweis

Nach D (12.4) enthalt §, genau alle Permutationen aus R, die a
festlassen. Zu beliebigem b € MM existiert wegen der Transitivi-
tait von P wenigstens ein s € B mit s(a) = b. Das Komplex-
produkt s-1 §,s ist die Menge aller mit s transformierten Permu-
tationen aus 9,. Da in der Hauptproduktdarstellung jeder Per-
mutation aus 9, das Element a nicht auftritt, gilt nach S(9.6)
das gleiche fiir das Element & in den Permutationen von s-1 §,s,

d. h., man erhalt s19,5 < 9.
Geht man umgekehrt von §, aus mit s~1(b) = a4, so ergibt sich
s sjbs—l g '@a
und damit
Do S 571 9,5,
Das zeigt die behauptete Gleichheit. qed
Satz S (12.6)

Es set 9, eine Stabilititsuntergruppe der transitiven Permutations-
gruppe B. Dann iiberfiihren genawn die Permutationen jeder Rechts-
nebenklasse 9,-s von D, in P das Element a in das Element s (a).

Beweis
Es sei ,-s eine beliebige Permutation aus §,-s. Dann ist
[ha‘ 3] (@) =s(hg (@) = s(a).
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Andererseits sei s’ eine beliebige Permutation aus P mit
s’ (a) = s{a).
Wir zeigen, daB dann s" in §,-s enthalten ist. Es gilt nimlich

s7H(s' (a)) = s71 (s (a))
und daher
[s"-s71] (@) = a.

s'.s71€ 9,, also s’ € H,-s.

Daraus folgt
qed.

Aus der Zerlegung von P in Rechtsnebenklassen nach §, ergibt
sich damit die wichtige

Folgerung F (12.7)

Der Index (B:9,) jeder Stabilititsuntergruppe 9, einer transitiven
Permutationsgruppe B ist gleich der Anzahl der Elemente von M.

Falls eine Permutationsgruppe P iiber der Menge I transitiv ist,
erhalten wir vermaége D (12.1) keine echte Klasseneinteilung von .
Es ist aber unter Umstinden méglich, dann auf andere Weise zu
einer Klasseneinteilung in % zu gelangen, die ihrerseits wieder
Eigenschaften der transitiven Permutationsgruppe ‘B kennzeich-
net. Wir bezeichnen dazu mit s(IR,) die Menge aller der durch
s€ PR gelieferten Bilder der Elemente einer beliebigen Unter-
menge M, < M.

Definition D (12.8)
Eine Untermenge M, von M heifft Primitivititsgebiet?) beziig-
lich der diber N transitiven Permutationsgruppe B, wenn M, die
beiden Bedingungen erfiillt:

1. M, enthilt mindestens zwei Elemente.

2. Es ist entweder s (M) S M, oder s(M,) elementfremd zu M, fir
seEP.

Es bildet also jede Permutation s € P entweder alle Elemente

eines Primitivitatsgebietes I, wieder auf M, oder alle Elemente

1) Die Bezeichnung ist in der Literatur nicht feststehend. So werden Primitjvi-
titsgebicte oft Imprimitivititsgebiete wie ubrigens auch Transitivititsgebiete
teilweise Intransitivititsgebiete genannt.
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von M, auf Elemente ab, die nicht in M, enthalten sind. Offen-
sichtlich ist 9t selbst Primitivititsgebiet beziiglich ‘B; daneben
kann es aber auch echte Untermengen von R mit dieser Eigen-
schaft geben. So haben wir z. B. in der Menge M= {1, 2, 3, 4}
beziiglich P = B, auBer M die folgenden sechs Primitivitits-

gebiete: (1,2}, (1,3}, (1,4}, (3,4}, (2.4}, {2.3}).

Es liegen niamlich etwa die Bilder von 1 und 2 bei (1) und bei
(12) (34) wieder in {1,2}, bei (13) (24) und bei (14) (23) aber auler-
halb von {1, 2}.

In Verallgemeinerung des Begriffes der Stabilitdtsuntergruppe,
die ein einzelnes Element aus I invariant 1aft, ist jetzt diejenige
Untergruppe zu betrachten, die ein ganzes Primitivitatsgebiet I,
in sich iiberfithrt. Offensichtlich bilden namlich alle Permutationen
k€ P mit (vgl. Aufg. 9)

k(M) = I,y
eine Untergruppe  von P, wofir wir
o (M) = M,

schreiben. Wir vermerken, daB $ samtliche Stabilititsunter-
gruppen 9, mit a € M, enthalt.
Satz S (12.9)

Es sei M, ein Primitivititsgebiet von M beziiglich der transitiven

Permutationsgruppe B und D die eben erklirte Untergruppe von P
mit § (M) = M.

Dann diberfithren die Permutationen jeder Rechisnebenklasse ©-s
von O in P die Elemente aus I, in die Elemente aus s (IM,). Dabes
ist s () elementfremd zu s' (M) fiir alle S & © - s und s (M,) eben-
falls Primitivititsgebiet von W beziiglich P.

Beweis
Sei 4. s eine beliebige Permutation aus §-s. Dann ist
[7-s] (M) = s (A (My)) = s(M,).
Den zweiten Teil der Behauptung beweisen wir indirekt. Wire etwa
s (@) = s(b) mita, €My, b, €M,
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so folgt

s () = 572 (s (By))

[ s7] (@) = &y,
also ist s’ s71 €  und damit s’ € -5 im Widerspruch zur Vor-
aussetzung.

Es ist s(M,) ebenfalls Primitivitatsgebiet. Ist namlich x eine be-
liebige Permutation aus %, so ist

= I, fir sx € 9,
s(IM,)) = m 1
* (s () = [s=] (M) {elementfremd zu I, sonst,
letzteres nach dem zuvor Bewiesenen. qed.
Folgerung F (12.10)

Mit den Bezeichnungen aus S (12.9) sei
P=9V oV Vs

die Zerlegung von B in Rechtsnebenklassen nach 9. Dann entspricht
thr eine Klasseneintetlung von I

M=y \J s3(Py) \J ...V s (M)
in 1= (B:9) Primitivititsgebiete beziiglich B. Letztere enthalten

gleich viele Elemente, es ist also der Index von O in P ein Teiler
der Anzahl der Elemente von IN.

Beweis

Es bleibt nur die Aussage iiber die Anzahl der Elemente jeder
Klasse zu zeigen. Diese folgt aber unmittelbar aus der Eineindeu-
tigkeit der durch Permutationen vermittelten Abbildungen. qed

Die Klasseneinteilung von It in Primitivititsgebiete beziiglich B
ist nicht notwendig eindeutig, da sie von der Wahl von IR, ab-
hingen kann. So gestattet die Menge M = {1, 2, 3, 4} beziiglich
B = B, in Abhingigkeit von IR, die folgenden Klasseneintei-
lungen:

m=1{1,2,3,64}: M= {1,2,63, 4}

M, = {1, 2} oder M, = {3,4}: M= (1,2} \J {3, 4}
M, = {1, 3} oder M, = {2,4}: M= (1,3} \/ {2.4]
M, = (1,4} oder M, = {2,3}): M= (1,4} {2.3}.
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Die jeweils zugehorigen Untergruppen 9 und die in F (12.10) auf-
gefithrten Zerlegungen von P nach  sind in gleicher Reihen-

folge: ®= %‘ %4= .@
«i’= {(1), 12)(34)} By= 9\ 9-(13)(24)
= {(1), (13)(24)} B,=9\V D-(14)23)
= {(1), (14)(23)) B,=H\J H-(12)(34).

Die Pr1m1t1v1tatsgeb1ete jeder solchen Klasseneinteilung werden
also bei allen Permutationen aus §P untereinander permutiert.
Umgekehrt ist offensichtlich, daB jede Einteilung von It in ele-
mentfremde Untermengen mit mindestens zwei Elementen, die
bei allen Permutationen von P untereinander permutiert werden,
eine solche Klasseneinteilung in Primitivitatsgebiete liefert. Es
werden damit ja sogar fur jede dieser Untermengen die in D (12.8)
festgelegten Eigenschaften gefordert.

Definition D (12.11)

Die transitive Permutationsgruppe B heift primitiv dber I,
Jalls M das einzige Primitivititsgebiet von N beziiglich P ist, sonst
imprimitiv.

Eine echte Klasseneinteilung in Primitivititsgebiete ist also genau
fur imprimitive Permutationsgruppen moglich. 8B, ist ein Bei-
spiel einer imprimitiven Gruppe. Dagegen sind &, und ¥, stets
primitiv iiber M= {1, 2, ..., n). Wire nidmlich die echte Unter-
menge M, = {a,b, ...} von Mein Primitivititsgebiet und x ¢ M,,
so wiirde (abx) € QI < ©, die Zahl a in die Zahl b € I, aber die
Zahl b in die Zahl x €E IR, uberfuhren im Widerspruch zu D (12.8).

Wir geben schlieBlich ein Kriterium dafiir, daB eine transitive Per-
mutationsgiruppe P tber M imprimitiv ist.

Satz S (12.12)

Es sei P eine diber MM transitive Permutationsgruppe und 9, die
Stabilititsuntergruppe eines beliebigen Elementes a € M. Dann ist
P imprimitiv iiber M genau dann, wenn eine echte Untergruppe
D B existiert, die shrerseits D, echt enthilt:

D H TP
Beweis

1. Ist P imprimitiv, so liegt nach F(12.10) a in einem Primitivi-
tatsgebiet M, M, und P ist die dazu vor S(12.9) konstruierte
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Untergruppe. Aus F (12.10) folgt § < B. Andererseits kann § nicht
mit 9, zusammenfallen. Es gibt nimlich wenigstens eine Permu-
tation 2 € R, die a in ein anderes Element von M, tberfihrt.
Nach D (12.8) gilt dann  (3,) < MM, und somit h € §, aber & & 9,.

2. Existiert umgekehrt eine Untergruppe  mit $, < H < B,
so ist die Gesamtheit § (a) der Bilder von a bei Anwendung aller
Permutationen 4 € § ein Primitivititsgebiet I, < M. IR, ent-
hélt namlich @ und dariiber hinaus noch wenigstens ein Element
b = a, weil sonst = §, wire. Ferner ist M, < M, denn sonst
miifite jedes Element aus M als & (a) mit 4 € H geschrieben wer-
den koénnen. Daraus folgte aber nach S(12.6), daBl § aus jeder
Rechtsnebenklasse $,-s von §, in P wenigstens ein Element
und damit wegen $, C O simtliche Rechtsnebenklassen ent-
halten wiirde, also § = P im Widerspruch zu < P.

Wir missen noch die zweite Eigenschaft aus D (12.8) fur R, nach-
weisen. Nun ist einerseits

HM) = (D @) = [99](a) = D(a) = M,.
Andererseits hat firr jedes s € P mit s ¢ 9 stets s (IM,) mit M, kein
Element gemeinsam. Denn wiirde
s(my) = m, mit m € My, m; € M,

vorkommen, so folgt wegen m, =k (a) und m, = #'(a) mit A€ §
und K€ 9: s(h(a)) = [hs] (@) = (@)

(hsh' Y] (a) = a

(hsk -] € Da < 9.
und damit ist s = 4~ (hsh’-1) 4’ ein Produkt von Elementen aus §
im Widerspruch zus §¢ 9. qed.

Man kann also nicht nur aus den Primitivitatsgebieten die zuge-
horigen Untergruppen © konstruieren, sondern auch von diesen
Untergruppen mit 9, < § < B ausgehend die Primitivitits-
gebiete erhalten. Weiterhin muB offensichtlich die Eigenschaft,
daB eine echte Zwischengruppe existiert, fiir alle Stabilitdtsunter-
gruppen einer transitiven Permutationsgruppe P gleichzeitig er-
fillt sein oder fur keine. Dies ist wieder eine die Permutations-
gruppen selbst betreflende Aussage, die aus der Betrachtung der
Menge der permutierten Elemente 9% gewonnen wurde. Desgleichen
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kann man aus S(12.12) schlieBen, daB zwischen &, ; und &,
und ebenso zwischen %,_, und %, keine echte Zwischengruppe
existiert (Aufg.11).

Aufgaben zu § 12

1.

[

10.

11.

Welche Untergruppen der Gruppe &, sind iiber It = {1, 2, 3, 4} transi-
tiv, welche intransitiv? Im zweiten Falle gebe man die Transitivitédts-
gebiete an.

. Es sei P eine beliebige Permutationsgruppe der Menge It. Dann bilden

alle Elemente aus $§ mit s(a) = a eine Untergruppe.

. Fiir P = &, ist D, = &;. Man konstruiere nach S(12.5) 9,, D>, 9s-
. Man zerlege ©, in Rechtsnebenklassen nach $, = &; und veranschau-

liche S(12.6) und F(12.7).

. Man untersuche die iiber It ={1, 2, 3, 4} transitiven Untergruppen

der ©, (vgl. Aufg. 1) hinsichtlich ihrer Primitivititsgebiete.

. Die Permutationen

(1), (145)(236), (154)(263), (12)(35)(46), (13)(24)(56), (16)(25)(34)

bilden eine Untergruppe P der symmetrischen Gruppe &4. Man be-
weise, daB sie transitiv und imprimitiv iiber M = {1, 2, 3, 4, 5, 6} ist,
und gebe simtliche Klasseneinteilungen von It in Primitivititsgebiete
an.

. Zu den in Aufgabe 6 festzustellenden Primitivititsgebieten gebe man

die zugehorigen Untergruppen § an. Man veranschauliche sich die Aus-
sage iiber (B:9) in F(12.10).

. Die Vollstandigkeit der Losung der vorigen Aufgabe iiberpriife man mit

Hilfe von S(12.12).

. Man begriinde, warum aus A(It,) < I, stetsh(M,) = M, folgt (Bezeichnung

wie im Text).
B sei die Untergruppe ((13), (14)(23)) der symmetrischen Gruppe &,.
Man veranschauliche S(12.12) an simtlichen Stabilititsuntergruppen.

Man beweise die im Text im AnschluB an S(12.12) formulierten Be-
hauptungen.

§ 13. Gruppen von Deckabbildungen geometrischer Gebilde

Die folgenden Betrachtungen beschiftigen sich mit Symmetrie-
eigenschaften geometrischer Gebilde. Dazu stellen wir uns ein geo-
metrisches Gebilde G als starren Kérper vor (unabhingig von der
Dimension) und untersuchen, auf welche verschiedene Weisen G in
den urspriinglich von ihm eingenommenen Raum eingefiigt wer-
den kann. Man denke etwa an einen Wiirfel, der in ein genau pas-
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sendes Futteral hineinzulegen ist, oder an ein aus einem Blatt
Papier ausgeschnittenes Quadrat, das in den entstandenen Aus-
schnitt einzupassen ist. Die verschiedenen dabei méglichen Lagen
bezeichnen wir als Symmetrielagen des Gebildes G, den Ubergang
von einer zur anderen als Deckabbildung von G. Bei einer nicht-
identischen Deckabbildung von G bleibt entweder eine Symmetrie-
achse oder ein Symmetriepunkt oder kein Punkt in Ruhe.

Fiir sehr viele geometrische Gebilde gibt es nur eine Symmetrie-
lage und damit nur die identische Deckabbildung. Jedoch gestat-
ten gerade die wichtigsten geometrischen Gebilde mehrere Sym-
metrielagen (etwa Wiirfel, Quader, Quadrat, gleichschenkliges und
gleichseitiges Dreieck) oder sogar unendlich viele Symmetrie-
lagen (etwa Kugel, Zylinder, Kegel, Kreis, Gerade) und damit
entsprechend viele Deckabbildungen. Von ihrem rein geomet-
rischen Interesse abgesehen sind diese Untersuchungen insbeson-
dere fir die Kristallographie wichtig, sie gestatten jedoch auch
die Anwendung mathematischer Methoden auf Probleme der bil-
denden Kunst, wie z. B. Mustergestaltung und Ornamentik.

Jede Deckabbildung eines geometrischen Gebildes G bildet die
Gesamtheit aller Punkte dieses Gebildes eineindeutig auf sich
selbst ab. Unter allen méglichen eineindeutigen Abbildungen der
Menge MM dieser Punkte auf sich selbst sind sie dadurch ausge-
zeichnet, daB sie die gegenseitige Lage der Punkte zueinander in-
variant lassen. Die Menge der Deckabbildungen von G ist also
ein Komplex % in der Gruppe ¥ aller Transformationen von It
(vgl. B(2.6)).

Satz S (13.1)
Die Gesamtheit N aller Deckabbildungen eines geometrischen Ge-
bildes G bildet mit der fiir Transformationen erklirten Verknipfung
(Nacheinanderausfihrung) eine Gruppe.

Beweis

Der Gedanke, die Gesamtheit der Deckabbildungen % als Kom-
plex einer Transformationsgruppe aufzufassen, erleichtert nach
S(5.5) den Beweis, da wir nur 2% - A < A und A~ < A zu zeigen
brauchen. Die Nacheinanderausfithrung zweier Deckabbildungen
von G entspricht aber stets dem Ubergang von einer Symmetrie-
lage von G zu einer anderen, also wieder einer Deckabbildung
von G, d.h. %.- A< A. Wenn weiterhin eine beliebige Deck-
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abbildung das Gebilde G aus einer ersten Symmetrielage in eine
zweite iberfihrt, so ist der Ubergang von der zweiten Symmetrie-
lage in die erste die zur genannten Deckabbildung inverse Deck-
abbildung. Die Nacheinanderausfithrung beider ergibt namlich
offensichtlich die identische Deckabbildung. Damit gilt auch
At s A qed.

Wir merken an, daB man den Beweis auch miihelos ohne Ver-
wendung des Transformationsbegriffes direkt durchfithren kann
(vgl. Aufg. 2).

Zunichst untersuchen wir solche geometrischen Gebilde, deren
Deckabbildungen eine endliche Gruppe bilden.

Gleichseitiges Dreieck B (13.2)

Ein gleichseitiges Dreieck hat sechs voneinander verschiedene
Symmetrielagen L,, . .., Lg (vgl. Abb. 3). Wir koénnen sie dadurch
abzihlen, daB jeder der drei Eckpunkte nach oben genommen
werden kann und dabei noch je zwei Lagen fiir die beiden anderen

/C\ /ﬂ\ /\ C A ﬂ
A 8 ¢ A 8 c 8 A ¢ 8 A (A
L L L

LI 8

1 Ly L, 4
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Eckpunkte méglich sind. Wir haben damit zur Kennzeichnung der
Deckabbildungen sechs Ausgangslagen und sechs Endlagen zur
Verfiigung. Es entstehen jedoch nicht 6- 6, sondern nur 6 ver-
schiedene Deckabbildungen, weil jede Bewegung des (starren)
Dreiecks von 6 verschiedenen Ausgangslagen her beschrieben wer-
den kann. Zum Beispiel wird die identische Deckabbildung durch
L,—~ L, fir ¢=1,...,6 gekennzeichnet. Es geniigt also zur
Charakterisierung dieser sechs Deckabbildungen, von einer be-
liebig gewahlten festen Lage auszugehen (vgl. Abb. 4).

Man kann diese Deckabbildungen wie folgt beschreiben:

L, — L, als die identische Deckabbildung e.

L, — L, als eine Drehung d des Dreiecks um den Schwerpunkt

(Symmetriepunkt) mit einem Drehwinkel von —2-3£ in
mathematisch positivem Sinne.

L, — L; als eine ebensolche Drehung um 2 - —2; , die also gleich
d-d=d? ist. )

L,— L, als eine Umklappung (Spiegelung) #, um die Seiten-
halbierende (Symmetrieachse) der Seite 4 B; fur

L,— Lg als u, und
L, — L, als ug gilt Entsprechendes.
Nach S(13.1) bilden diese sechs Deckabbildungen eine Gruppe D,.

Die von 4 und 42 erzeugten zyklischen Untergruppen von der
Ordnung 3 fallen zusammen:

{dy=(Kd>» = {d,d?, d®=e}.
Jede der drei Umklappungen erzeugt eine zyklische Gruppe der
Ordnung 2: luy = {u, up=e} firi=1,2,3.
Die Gruppe D, selbst ist vermége der Zuordnungen
e —> (1), d —(123), d*— (132),
w,— (12), uy— (13), wuz3— (23)

isomorph zur symmetrischen Gruppe &;. Man erhilt dies sofort,
wenn man die Eckpunkte A, B, C des Dreieckes der Reihe nach
als1, 2, 3 bezeichnet und die Deckabbildungen als Permutationen

8*
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der Eckpunkte auffaBt. Diese Permutationen und ihre Nachein-
anderausfithrungen beschreiben dann genau den gleichen Sach-
verhalt wie die Deckabbildungen.

Fir die folgenden Verallgemeinerungen ist es am besten, die
Gruppe D, durch die Erzeugung {d, ) zu beschreiben, wobei d
ein primitives Element der zyklischen Gruppe aller Drehungen
und # eine beliebige Umklappung ist. ;= (d, #) folgt sofort
durch Abzihlen der Elemente in der Zerlegung in Nebenklassen

nach (@) : Dy=d> \J @) -u.

Diese Erzeugung ist auch geometrisch evident. Wir kénnen nim-
lich ein aus einem Blatt herausgeschnittenes Dreieck mit der ur-
spriinglich von oben sichtbaren Fliche nach oben oder nach
unten in den Ausschnitt einpassen. Diese beiden prinzipiellen
Moglichkeiten bewirkt bereits eine beliebige
Umklappung; von ihnen aus gelangt man
allein durch Drehungen zu allen sechs Sym-
metrielagen.

Man kannsich das zuletzt Gesagte auch ver-
anschaulichen, indem man statt der Deck-
abbildungen des Dreiecks die einer symmetri-
schen Doppelpyramide mit diesem Dreieck
als Grundfliche betrachtet (vgl. Abb. 5). Ihre
Symmetrielagen und Deckabbildungen stim-
men offensichtlich mit denen des Dreiecks
tiberein. Den Drehungen des Dreiecks um den
Abb. 5 Symmetriepunkt S entsprechen die der Dop-
pelpyramide um die Symmetrieachse S,S,.
Mit den Umklappungen ist die Vertauschung der Spitzen S, und S,
verbunden. Setzen wir die Hohe 24 der Doppelpyramide gleich
Null, so erhalten wir das Ausgangsdreieck als Spezialfall.

RegelmiBiges n-Eck B (13.3)
Die in B(13.2) entwickelten Gedankenginge lassen sich ohne wei-
teres auf ein beliebiges regelmaBiges #-Eck (» = 3) ausdehnen.

Man nennt die Gruppe aller Deckabbildungen eines regelmiBigen
n-Ecks die Diedergruppe D,1). Sie entspricht der Gruppe der

1) Der Name erklart sich daraus, daB man das n-Eck als einen ,, Korper‘* auffat,
der von zwei ebenen Flichenstiicken (,,Di-eder*!) begrenzt wird.
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Deckabbildungen einer symmetrischen Doppelpyramide mit dem
regelmafigen »n-Eck als Grundflichel) (vgl. Abb. 6 fir n = 6).
Die Gruppe D,, enthilt 2% Elemente, nimlich die » Elemente einer
zyklischen Gruppe von Drehungen

. . 2 N

um die Winkel 0, 2%, 2.2% ’
2 ." " /ﬁ\‘
(n —1)- =" sowie # Umklappungen 1\

(Spiegelungen). Die Drehungen erfol-
gen um den Schwerpunkt S des #-Ecks
bzw. um die Symmetrieachse S;S, der
Pyramide, wihrend die Symmetrie-
achsen der Umklappungen

fiir ungerades# durch jeden der » Eck-
punkte zum Mittelpunkt der
gegeniiberliegenden Seiten ver-
laufen,

fiir gerades # zur Hilfte durch gegen-
iiberliegende Eckpunkte, zur
Halfte durch gegeniiberlie-
gende Seitenmittelpunkte be-
stimmt sind.

Alle Symmetrieachsen gehen stets
durch den Schwerpunkt S.

Die Gruppe D, kann wieder mit Hilfe eines primitiven Elementes
d der zyklischen Gruppe der Drehungen und einer Umklappung %
erzeugt werden:

D, = (d, uy={dy \J (dy-u.

Sie ist isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe
®,; es entspricht nimlich jeder Deckabbildung eine bestimmte
Permutation der Eckpunkte des regelmiBigen n-Ecks. Wegen
n! > 2n fir » > 3 handelt es sich bis auf den Fall # =3 um
echtes Enthaltensein.

1) Fir n = 4 entstcht bei geeigneter Hohe der Doppelpyramide das Oktaeder,
dessen Deckabbildungen wir in B(13.6) behandeln, Dieser Spezialfall sei hier aus-
geschlossen,
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Aus den Betrachtungen von B (13.2) ergibt sich noch eine weitere,
die Deckabbildungen eines beliebigen geometrischen Gebildes be-

treflende Verallgemeinerung:

Satz s (13.4)

Die Anzahl der Deckabbildungen eines geometrischen Gebildes G
stimmt mit der Anzahl der moglichen Symmetrielagen von G diber-
ein. Man kann zu ihver Beschreibung von einer beliebig gewdihlten
festen Lage ausgehen.

Besonders interessante endliche Deckabbildungsgruppen besitzen
die bekannten finf regelmiBigen Polyeder.

RegelmiBiges Tetraeder B (13.5)

Ein regelmiBiges Tetraeder hat zwolf Symmetrielagen, deren Ab-
ziahlung man vornimmt, indem jeder der vier Eckpunkte als oberer
(vgl. Abb. 7) gewihlt wird, wobei je noch drei Symmetrielagen der
Figur moglich sind. Um die zw¢lf Deckabbildungen zu charakteri-
sieren, kénnen wir nach S(13.4) von der in Abb. 7 gewdhlten Lage
ausgehen.

Um die Symmetrieachse AS 4 sind die Drehungen um die Winkel

0, g— nd 2- =~ Deckabblldungen Entsprechendes gilt fiir Dre-

hungen um die Symmetneachsen BSg,

<+ CSy und DSj. Diese vier Symmetrie-

Ay achsen gehen durch einen Eckpunkt

und den Schwerpunkt der gegeniiber-

liegenden Fliche des Tetraeders, wes-

halb man sie auch als Flichenmittel-

o, linien bezeichnet. In der Kristallographie

werden sie aus verstindlichem Grunde

dreizihlige Symmetrieachsen genannt.

Abgesehen von der dabei viermal auftre-

tenden identischen Deckabbildung sind

Abb.7 die bisher genannten Deckabbildungen

untereinander verschieden, da die zuge-

hérigen Symmetrieachsen jeweils durch einen anderen festen Eck-

punkt gehen. Wir haben also damit insgesamt neun verschiedene
Deckabbildungen gekennzeichnet,

Biz)

Cin
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Die drei noch fehlenden erhalten wir, wenn wir als Symmetrie-
achsen die sogenannten Kantenmittellinien verwenden. Sie gehen
durch die Mittelpunkte einander gegeniiberliegender Kanten
(M4pMep, M 4oMpp, MapMps) und sind zweizihlige Symme-

trieachsen, da sie nur Drehungen um die Winkel 0 und 2—275 ge-

statten. AuBler der dreimal auftretenden identischen Deckabbil-
dung erhalten wir damit tatsichlich drei verschiedene Deckabbil-
dungen, da sie z. B. den Punkt A4 in der angegebenen Reihenfolge
in den Punkt B bzw. C bzw. D iiberfiihren. Sie sind auch von
den tibrigen neun verschieden, da sie im Gegensatz zu diesen keinen
Eckpunkt der Figur fest lassen.

Die aus den eben aufgefithrten 12 Deckabbildungen bestehende
Gruppe wird Tetraedergruppe genannt. Sie kann von zwei Elemen-
ten erzeugt werden, und zwar von einer beliebigen der acht (nicht-
trivialen) Drehungen um eine der dreizihligen Symmetrieachsen
und einer beliebigen der drei (nichttrivialen) Drehungen um eine
der zweizahligen Symmetrieachsen. Der Beweis wird besonders
einfach, wenn man die Isomorphie der Tetraedergruppe & zur
alternierenden Gruppe %, benutzt, die uns auch das Aufsuchen
samtlicher Untergruppen von @ erleichtert. Diese Isomorphie er-
gibt sich daraus, daf die zwolf von den Deckabbildungen vermit-
telten Permutationen der mit 1, 2, 3, 4 bezeichneten Eckpunkte
A, B, C, D des Tetraeders eine Untergruppe der Ordnung 12 in
der symmetrischen Gruppe &,, also die alternierende Gruppe %,
bilden. Den Untergruppen der 9, entsprechen folgende Unter-
gruppen von @:

a) {(1), (12)(34)}: Zyklische Gruppe der Drehungen um M 45 M¢p
{(1), (13)(24)}: Zyklische Gruppe der Drehungen um M 4o Mgp,
{(1), (14)(23)}: Zyklische Gruppe der Drehungen um M 4p M p¢

b) KLEINsche Vierergruppe: Zusammengenommen ergeben die
obigen Gruppen eine zu B, isomorphe Untergruppe von ®.
Thre Deckabbildungen sind dadurch gekennzeichnet, da3 sie
entweder alle Eckpunkte in Ruhe lassen oder alle Eckpunkte
verandern.

c) {(1), (234), (243)}: Zyklische Gruppe der Drehungen um AS,4
{(1), (134), (143)}: Zyklische Gruppe der Drehungen um BSg
{(1), (124), (142)}: Zyklische Gruppe der Drehungen um CS¢
{(1), (123), (132)}: Zyklische Gruppe der Drehungen um DSp
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Weil damit bereits alle Untergruppen der %, aufgezéhlt sind, fallt
jede von einer Drehung der Ordnung 2 und einer Drehung der
Ordnung 3 erzeugte Untergruppe mit & zusammen.

Wiirfel und regelmiiBiges Oktaeder B (13.6)

Wiirfel und Oktaeder sind zueinander duale dreidimensionale Fi-
guren!). Das bedeutet, daB man jedem Wirfel in der in Abb. 8
angegebenen Weise ein Oktaeder und entsprechend jedem Okta-
eder einen Wiirfel einbeschreiben
; kann. Symmetrielagen und Deck-
abbildungen dieser beiden Figuren

2 A
]

/

/N

entsprechen damit einander ein-
eindeutig, so daB es geniigte, nur
eine von beiden zu betrachten.
Es ist aber vorteilhaft, sich bei
den Untersuchungen je nach Be-
darfaufdieWiirfel-oder Oktaeder-
vorstellung zu stiitzen.

Zur Abzahlung der Symmetrie-

lagen der in Abb.8 ineinander-

gezeichneten Figuren benutzen

i wir das Oktaeder. Fiir jeden der

Abb. 8 6 Eckpunkte als oberen Punkt

gibt es genau 4 voneinander ver-

schiedene, also insgesamt 24 Symmetrielagen. Thnen entsprechen

nach S(13.4) 24 Deckabbildungen, deren Gruppe & man meist

als Oktaedergruppe bezeichnet. Wir beschreiben die Deckabbil-
dungen nach zyklischen Untergruppen geordnet.

Durch je zwei gegentiberliegende Eckpunkte des Oktaeders, etwa
1" und 6’ (d. h. durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Flichen
des Wiirfels), geht eine vierzihlige Symmetrieachse (Raumdiago-

2n

nale des Oktaeders). Drehungen um die Winkel O, %’,2 e

und 3. 2Tn liefern auBer der identischen noch drei weitere Deck-

1) Das Dualitatsprinzip im Raume besagt, daB jede Inzidenzen (vereinigte Lagen)
betreffende Aussage richtig bleibt, wenn man in ihr das Wort Punkt durch das
Wort Ebene, das Wort Gerade durch das Wort Gerade und das Wort Ebene durch
das Wort Punkt ersetzt. Da das Tetraeder zu sich selbst dual ist, gibt eine Beriick-
sichtigung der Dualitit in B(13.5) nichts Neues,
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abbildungen, womit wir insgesamt 3.3 4 1= 10 verschiedene
Deckabbildungen gekennzeichnet haben. Sie liegen in drei zykli-
schen Gruppen der Ordnung 4.

Durch je zwei gegeniiberliegende Eckpunkte des Wiirfels, etwa 1
und 7 (d. h. durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Flichen

des Oktaeders), geht eine dreizihlige Symmetrieachse (Raum-
2n

3
liefern auBer der identischen noch zwei weitere Deckabbildungen,
d. h. insgesamt 8 untereinander vershciedene, bisher noch nicht
aufgefiihrte Deckabbildungen. Sie liegen in vier zyklischen Grup-
pen der Ordnung 3.

Die noch fehlenden 6 Deckabbildungen sind die nichttrivialen
Drehungen um 6 zweizihlige Symmetrieachsen, die durch die
Mittelpunkte je zweier gegentiberliegender Kanten sowohl des
Wiirfels wie des Oktaeders verlaufen, etwa durch M, , My ,. Sie
liegen also in sechs zyklischen Gruppen der Ordnung 2.

diagonale des Wiirfels). Drehungen um die Winkel 0, 27]! und 2 -

Die mit den Deckabbildungen verbundenen Permutationen der
Eckpunkte des Wiirfels lehren die Isomorphie der Gruppe & zu
einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe ©g, die der Eck-
punkte des Oktaeders die Isomorphie von & zu einer Untergruppe
der symmetrischen Gruppe ©;. Wir zeigen, daB & isomorph zur
symmetrischen Gruppe &, ist. Dazu bezeichnen wir die vier Raum-
diagonalen D, 4, D, 4, Dy5, D, des Wiirfels der Reihe nach mit
D,, D,, Dy, D, und betrachten die durch die Deckabbildungen her-
vorgerufenen Permutationen dieser Diagonalen, was fiir einige
Deckabbildungen in der folgenden Tabelle zusammengestellt ist.

Untergruppe Beschrieben als Beschrieben als | Beschrieben als
von & Untergr. von S, Untergr. von ©; | Untergr. von &,

Drehungen

um 1’6’ {(1234) (65678)) {(2345)) {((1234))
Drehungen

um D, , {(245) (386)) {(123)(4586)) {(243))
Drehungen

um M, ( Mg, | ((14)(28)(35)(67)) | ((12)(35)(46)) ((14))

Es bleibt noch nachzuweisen, daB die den 24 Deckabbildungen
von @& entsprechenden Permutationen der vier Diagonalen tat-
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sachlich gerade die Elemente der &, sind. Dazu betrachten wir die
Untergruppe {(1234), (243)>, deren Elemente nach obiger Tabelle
als Permutationen der vier Diagonalen auftreten. Nach F(7.8) hat
diese Untergruppe mindestens die Ordnung 4.3 = 12. Da sie
aber offensichtlich nicht die ¥, ist, folgt mit {(1234), (243)) = &,
die Behauptung.

RegelmiiBiges Dodekaeder und Ikosaeder B (13.7)

Die Betrachtungen iiber Dodekaeder (Abb.9a) und Ikosaeder
(Abb. 9b) verlaufen entsprechend denen in B (13.6), wenn sie auch
wesentlich komplizierter sind. DieAbzahlung der Symmetrielagen der

in Abb. 9c ineinandergezeich-
neten dualen Figuren ergibt
fir jeden oberen Punkt des
Ikosaeders 5 verschiedene und
somit insgesamt 12.5 =60 La-
gen. Die Gruppe & der Deck-
abbildungen enthilt also 60
Elemente; es ist iiblich, sie als
Tkosaedergruppe zu bezeichnen.
Wir beschreiben die Deckabbil-
dungen wieder nach zyklischen
Abb.9c Untergruppen geordnet,
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Durch je zwei gegeniiberliegende Eckpunkte des Ikosaeders, etwa
1" und 12 (d. h. durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender Fli-
chen des Dodekaeders), geht eine fiinfzihlige Symmetrieachse.

2n 2n

Drehungen um die Winkel 0, 2—57—' , 2-—6—, 5 und 4. ?575 liefern

auBer der identischen noch vier weitere Deckabbildungen, womit
insgesamt 6.4 4 1= 25 verschiedene Deckabbildungen gekenn-
zeichnet sind. Sie liegen in sechs zyklischen Gruppen der Ord-
nung 5.

Durch je zwei gegeniiberliegende Eckpunkte des Dodekaeders,
etwa 1 und 18 (d. h. durch die Mittelpunkte gegeniiberliegender
Flachen des Ikosaeders), geht eine dreizihlige Symmetrieachse.

Drehungen um die Winkel 0, ?37? und 2. g_;_; liefern auBer der iden-

tischen noch zwei weitere Deckabbildungen, d.h. insgesamt
20 untereinander verschiedene, bisher noch nicht aufgefiihrte
Deckabbildungen. Sie liegen in zehn zyklischen Gruppen der
Ordnung 3.

Die noch fehlenden 15 Deckabbildungen sind die nichttrivialen
Drehungen um 15 zweizdhlige Symmetrieachsen, die durch die
Mittelpunkte je zweier gegeniiberliegender Kanten sowohl des
Dodekaeders wie des Ikosaeders verlaufen, etwa durch M, ¢ und
M, .. Sie liegen also in 15 zyklischen Gruppen der Ordnung 2.

Es ist wieder klar, daB3 die Ikosaedergruppe zu je einer Unter-
gruppe der symmetrischen Gruppen &,, und &,, isomorph ist, was
zu ihrem Studium jedoch kaum handliche Hilfsmittel liefert.
Wichtig ist die Tatsache, daB die Ikosaedergruppe isomorph zur
alternierenden Gruppe ¥; ist.

Der Grundgedanke des entsprechenden Beweises in B (13.6) war
der, daB vier Figuren (nimlich die Wiirfeldiagonalen) in die Grund-
figur eingezeichnet und deren Permutationen den Deckabbildungen
eineindeutig zugeordnet wurden. Wir haben also hier fiinf solche
Figuren zu finden, die bei den Deckabbildungen des Ikosaeders
ineinander ibergefithrt werden, wobei diese Permutationen der
fiinf Figuren genau die Elemente der %, ergeben miissen. Dies
leisten fiinf Oktaeder, die auf die folgende Weise dem Ikosaeder
einbeschrieben werden.

Man geht von einem beliebigen Paar gegeniiberliegender (also
paralleler) Kanten des Ikosaeders aus. Zu diesem gibt es genau
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zwei weitere solche Paare, die untereinander und zu dem ersten
Paar senkrecht sind. Die Mittelpunkte dieser sechs Kanten bil-
den die Eckpunkte eines Oktaeders (vgl. Abb. 10). Aus den Sym-
metrieeigenschaften des Ikosaeders folgt, daB man von jedem Paar

Abb. 10

gegeniiberliegender Kanten ausgehen und somit insgesamt 30:6 =5
verschiedene Oktaeder einbeschreiben kann. Wir bezeichnen sie
mit O;, O,, .. ., O,.

Offensichtlich entspricht nun jeder Deckabbildung des Ikosaeders
eine Permutation der fiinf Oktaeder. Alle so vermittelten Permu-
tationen der O,, ..., O, bilden eine Untergruppe U der sym-
metrischen Gruppe &;, die hochstens 60 verschiedene Permuta-
tionen enthalten kann. Wir zeigen, daf3 diese Untergruppe die %
enthalt, woraus 1 = 9% folgt.

Dazu beweisen wir, daB jeder dreigliedrige Zyklus (O; O, O;) in U
enthalten ist (vgl. S(11.6)): Die Mittelpunkte der Kanten jeder
Ikosaederfliche gehoren, da diese Kanten nicht senkrecht aufein-
ander stehen, zu drei verschiedenen Oktaedern. Aus Symmetrie-
griinden gibt es dabei zu jedem Tripel O,, O;, O, wenigstens eine
Ikosaederfliche, deren Kantenmittelpunkte gerade Eckpunkte
von O;, O, und O, sind. Die Drehungen um die durch den Mittel-
punkt dieser Fliche gehende dreizihlige Symmetrieachse liefern
bereits die Permutationen (O; O,0,) bzw. (O; O, O,) der Okta-
eder O;, Oy, O.

Auf die Aufzihlung der 59 verschiedenen Untergruppen der Ikosa-
edergruppe bzw. der 9; wollen wir hier verzichten. Wir vermerken
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nur, daB es unter anderem fiinf Untergruppen der Ordnung 12 gibt,
deren Elemente dadurch charakterisiert sind, daB sie jeweils eines
der fiinf einbeschriebenen Oktaeder in sich iiberfiihren.

SchlieBlich untersuchen wir einige geometrische Gebilde, deren
Deckabbildungen unendliche Gruppen bilden. Da wir dabei die
geometrischen Sachverhalte als bekannt voraussetzen diirfen, be-
schranken wir uns im folgenden auf eine mehr referierende Dar-
stellung.

Gerade, Kreis, Doppelkegel B (13.8)

Die unendlich vielen Symmetrielagen einer Geraden und die ihnen
entsprechenden Deckabbildungen entstehen durch alle moglichen
Verschiebungen der Geraden in sich und Umklappung dieser Ge-
raden um jeden beliebigen ihrer Punkte. Die Gruppe & aller Deck-
abbildungen ist nicht kommutativ, wie man sich durch Nachein-
anderausfithrung einer beliebigen Verschiebung und einer belie-
bigen Umklappung in beiden Reihenfolgen tberlegt. Dagegen bil-
den die Verschiebungen eine kommutative Untergruppe £ &.
Sie ist namlich isomorph zur additiven Gruppe der reellen Zahlen,
da man jede Verschiebung nach Linge und Richtung durch eine
reelle Zahl kennzeichnen kann; der Nacheinanderausfithrung der
Verschiebungen entspricht dann offensichtlich die Addition der
zugehorigen reellen Zahlen. Weiterhin ist jede Umklappung durch
eine fest vorgegebene Umklappung # mit nachfolgender Verschie-
bung zu beschreiben. Dies lehrt die Zerlegung

G=9\Uu 9.

Fiir den Kreis und damit fiir den Doppelkegel gilt genau das Ent-
sprechende, wobei die Umklappungen um einen beliebigen Durch-
messers des Kreises erfolgen und mit den reellen Zahlen in der
von der Trigonometrie her gewohnten Art modulo 2z zu rech-
nen ist.

Kreis und Doppelkegel stehen dabei in dem gleichen Verhéltnis
wie regelmaBiges #-Eck und die dariiber errichtete Doppelpyramide
und kénnen als Grenzfall dieser Figuren fiir # — co aufgefait werden.

Ebene B (13.9)

Fiir die Ebene gibt es die folgenden Arten von Deckabbildungen:
die Parallelverschiebungen der Ebene in sich in einer beliebigen
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Richtung um eine beliebige Strecke, die Drehungen der Ebene
in sich um jeden ihrer Punkte als Zentrum um jeden Winkel, die
Umklappungen der Ebene um jede in ihr liegende Gerade und die
aus je einer Umklappung und Parallelverschiebung zusammen-
gesetzten Gleitspiegelungen. Sie zusammen bilden die Gruppe der
Deckabbildungen dieser Ebene, aufgefat als geometrisches Ge-
bilde des dreidimensionalen Raumes. Diese Gruppe entspricht
natiirlich der Kongruenzgruppe dieser Ebene, aufgefalit als zwei-
dimensionaler Raum, worauf wir im nichsten Paragraphen mit zu
sprechen kommen.

Kugel B (13.10)

Die Deckabbildungen einer Kugel sind alle méglichen Drehungen
um alle moéglichen Durchmesser der Kugel. Die Gruppe der Deck-
abbildungen der Kugel fillt also mit der Drehungsgruppe der
Kugel zusammen. Alle ihre Elemente kénnen aus den Drehungen
um zwei orthogonale Durchmesser zusammengesetzt werden.
Untergruppen sind u. a. die Deckabbildungsgruppen aller regel-
maBigen geometrischen Gebilde.

Aufgaben zu § 13

1. Man zeige, daB bei nichtidentischen Deckabbildungen eines geometrischen
Gebildes G die Gesamtheit aller eventuell in Ruhe bleibenden Punkte
von G entweder nur aus einem Punkt besteht (Symmetriepunkt) oder
eine Gerade ist (Symmetrieachse).

2. Der Beweis von S(13.1) ist nach den Bemerkungen im Text erneut durch-
zufiihren.

3. Welche Struktur hat die Gruppe der Deckabbildungen eines gleichschenk-
ligen, aber nicht gleichseitigen Dreiecks ?

4. Man beweise, daB die Gruppe der Deckabbildungen eines von einem
Quadrat verschiedenen Rechtecks bzw. die einer symmetrischen Doppel-
pyramide mit diesem Rechteck als Grundfliche isomorph zur KiLEIN-
schen Vierergruppe %, ist. Das gleiche gilt fiir die Gruppe der Deck-
abbildungen eines Quaders mit nichtquadratischen Seitenflichen.

5. Man bestimme die zur Diedergruppe P, isomorphen Untergruppen von &, .

6. Man beschreibe die den Untergruppen der symmetrischen Gruppe &,
entsprechenden Untergruppen der Oktaedergruppe.

7. Man kennzeichne die Struktur der Gruppe der Deckabbildungen eines
Kegels.

8. In welchem Verhaltnis stehen die Gruppen der Deckabbildungen von
Doppelkegel, Zylinder und Rotationsellipsoid ?

9. Man kennzeichne die in B(13.9) beschriebenen Deckabbildungen durch
die Anzahl ihrer Fixpunkte.
































































































































































































