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IX. POLYNOME

Die ersten Schritte zu einer Behandlung algebraischer Gleichungen
laufen auf eine genauere Untersuchung von Polynomen hinaus. Indem
man namlich die Losungen einer algebraischen Gleichung als Null-
stellen des Polynoms kennzeichnet, welches die linke Seite dieser
Gleichung bildet, driangt sich die Frage auf, welcher Zusammenhang
allgemein zwischen Polynomen und ihren Nullstellen besteht. Ihre
Beantwortung und die zu ihr notwendigen Betrachtungen und Be-
griffsbildungen (Ableitungen, symmetrische Funktionen, Diskrimi-
nante, Resultante) stellen einen wesentlichen Teil der Theorie der
Polynomringe dar. Auch der weitere Ausbau der Teilbarkeitslehre in
Polynomringen (Satz von Gauss, Irreduzibilititskriterien) erhilt Be-
deutung durch die engen Beziehungen, die zwischen Teilern und
Nullstellen bestehen.

Bei all diesen Uberlegungen wird eine konkrete Kenntnis der Null-
stellen nicht benétigt und auch nicht unmittelbar gewonnen. Dennoch
spielt die Tatsache, daB siein einem geeigneten Bereich stets existieren,
eine mitunter recht entscheidende Rolle. Es ist daher empfehlens-
wert, die entsprechenden Existenzbeweise, welche ihrem Zusammen-
hang nach in den ersten Paragraphen des nichsten Kapitels gefiihrt
werden, bereits im AnschluB an § 44 zu studieren. Fiir den wichtigen
Fall, daB die Koeffizienten der betrachteten Polynome (komplexe)
Zahlen sind, geniigt statt dessen auch die Kenntnis des sog. Funda-
mentalsatzes der klassischen Algebra, auf den wir im letzten Para-
graphen dieses Kapitels niher eingehen.

Alle auftretenden Ringe setzen wir in diesem Kapitel als Integri-
tiatsbereiche mit Einselement voraus.

§ 44. Nullstellen von Polynomen

Die folgenden Betrachtungen schlieBen sich im wesentlichen an die
Ergebnisse aus § 32 an, denen zufolge iiber jedem Ring R mit Eins-
element ein bis auf Isomorphie eindeutig bestimmter Polynomring
R[x] in einer Unbestimmten x existiert (S(32.1), $(32.2)). Dabei ist
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R 4] kommutativ bzw. nullteilerfrei, falls diese Aussagen fir R zu-
treffen. Ferner erinnern wir an die in F (32.5) aufgestellten Grad-
beziehungen und an das Einsetzungsprinzip S (32.6).

Wir interessieren uns nun fiir den Fall, daB ein Polynom aus $(x]
beim Einsetzen eines Elementes aus einem (nicht notwendig echten)
Oberring ®* von R in das Nullelement o € R tibergeht. Um unnétige
Schwierigkeiten zu vermeiden, ist es dabei zweckmiBig, sowohl R
als auch ®* als Integrititsbereich mit Einselement anzunehmen;
das zieht die Ubereinstimmung der Einselemente von ® und N*
nach sich und gestattet, jedes Element aus ®* in jedes Polynom aus
R [x] einzusetzen (vgl. S(32.6)).

Definition D (44.1)

Ein Element o € R* heift Nullstelle des Polynoms f(x) € R[x],
wenn f(a) = o ist.
Jedes Element aus R*, das Nullstelle eines Polynoms aus R[x] ist,

nennt man algebraisch iber R, jedes andere Element aus R* trans-
zendent siber R.

Beim Einsetzen von & € R* wird also aus dem Polynom

F(%) = apx® 4+ ay_y2" 14 . . . + ayx + a5 € R[#]

eine Gleichung in R*:
,(a) = ana” + an-la"—1+ oot aa+ag=o.

Die Aufgabe, eine Nullstelle a des Polynoms f(x) zu bestimmen, be-
zeichnet man auch als Auflésung der algebraischen Gleichung

HH) = a2+ au g2ttt ayx ot Gy = .

Dabei ist das erste Zeichen ,,="‘ wirklich das Gleichheitszeichen im
Polynomring R [#], wihrend das zweite Zeichen ,,=*‘ die Forderung?)

1) Man beachte den Unterschied zwischen der Forderung f(x)== o und der (in Poly-
nomringen definierten) Gleichheit f(x) = o0, nach der alle Koeffizienten von f(x) gleich
osind. Er entspricht der in der Analysis iiblichen Unterscheidung zwischen ,,f(x) = o*
und ,,f (*¥) = o** ((x) verschwindet fiir einen geeigneten Wert der Variablen x bzw. f(x)
verschwindet identisch fiir alle Werte der Variablen #, jeweils im vorgegebenen Defi-
nitionsbereich). Jedoch ist eine Ubernahme dieser Bezeichnungen hier unzweckmisBig,
da in der Algebra das Zeichen = von vornherein die Identitit bedeutet und das
Zeichen = schon fiir die Kongruenz vergeben ist.



§ 44. Nullstellen von Polynomen 7

ausdriickt, die Unbestimmte x so durch ein geeignetes Element « aus
R* zu ersetzen, daB eine Gleichheit in R* entsteht?).

In diesem Sinne nennt man « statt ,,Nullstelle des Polynoms f(x)*
auch ,,Losung der Gleichung f(x) = o0*‘?).

‘Wir bemerken, da die Begriffe ,,Unbestimmte iiber R‘* und ,,iiber R trans-
zendentes Element’* die gleiche Bedeutung haben. Werden sie nebeneinander
verwendet, so hat man im allgemeinen bei dem Wort ,,Unbestimmte’* die Er-
zeugende eines Polynomringes im Blick, widhrend man mit ,,transzendent*
feststellt, daB irgendein Element eines Oberringes von R keiner algebraischen
Gleichung mit Koeffizienten aus fi geniigt. In diesem Sinne pflegt man auch
von ,,mehreren Unbestimmten iiber R** erst zu sprechen, wenn sie ,,voneinander
unabhingige Unbestimmte'* sind (vgl. die Ausfilhrungen vor S(32.3)), wihrend
man von ,,mehreren iiber R transzendenten Elementen’’ schon dann spricht,
wenn — unbeschadet ihrer gegenseitigen Beziehungen — jedes einzelne trans-
zendent iiber R ist.

Wir treffen zunichst einige fiir das Weitere grundlegende Fest-
stellungen:

Satz S (44.2)
Ein Element o € R* ist Nullstelle von f(x) € R[x] genau dann, wenn
in R* [x] esne Zerlegung existiert:

f®) = (x— a) - g(2).
Beweis
Es sei o Nullstelle von f (x). Dividiert man f (x) in ®* [x] durch (*— a),

was moglich ist, da der héchste Koeffizient von (x — «) das Eins-
element ¢ ist (vgl. Aufg. 1 von § 40), so erhdlt man

f) = (x — o) - g(x) + 7 ().
Der Rest 7(x) hat dabei einen kleineren Grad als (¥ — «), ist also ein
Element » € ®*. Durch Einsetzen von o ergibt sich r = o wegen
f(a) = o, also wie behauptet:

f@) = (x—a) - g(x).
Die Umkehrung ist unmittelbar klar. qed.

1) Bei Rechnungen, die zur Auffindung solcher Elemente « fiithren _sollen, Yerwendet
man stellvertretenderweise firr & ebenfalls das Symbol %, das dann jedoch nicht mehr
als Unbestimmte, sondern als Unbekannte aufzufassen ist.

2) Es ist unterschiedlich iiblich, Nullstellen von Polynomen oder Losungen von alge-
braischen Gleichungen auch als ,,Wurzeln* zu bezeichnen. Insbesondere sind natirlich

die Wurzeln ’i/a— im engeren Sinne (vgl. Aufg. 2 von § 27) nichts anderes als Nullstellen
spezieller Polynome, namlich sog. reiner Polynome a®—a.
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Satz S (44.3)
Voneinander verschiedene Elemente oy, . . ., a, aus R*1) stnd Null-
stellen von f(x) € R([x] genau dann, wenn in R*[x] eine Zerlegung
exishert fo) = (= ). (x— o) - € (a).

Beweis

Es seien a,, ..., a, Nullstellen von f(x). Der Fall A= 1 ist mit

S(44.2) bereits erledigt; wir fiihren vollstindige Induktion von A — 1
auf » durch. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also

fo)=(x—a) ... (x— oay) - &1(%).
Durch Einsetzen von a, ergibt sich

Flog) = (an— &) - - - (00— &py) - g1 (0n) = 0,
woraus wegen der Verschiedenheit der «; und der Nullteilerfreiheit

von Wt e =0, also g0 = (v— @) -g)
nach S(44.2). Damit erhalten wir
o) =(x— o) ... (x— any)(x— an) - g(#).

Die Umkehrung versteht sich wieder von selbst. qed.

Es sei noch darauf hingewiesen, daB diese Aussagen trivialerweise
auch fiir , konstante’‘ Polynome richtig sind, d.h. sowohl fiir Poly-
nome vom Grad O (also fiir f(x) = a, == 0), die keine Nullstelle be-
sitzen, als auch fiir das identisch verschwindende Polynom f(x) = o,
das jedes Element a € R* als Nullstelle hat. Im folgenden werden

wir jedoch oft das Nullpolynom aus ersichtlichen Griinden auszu-
schlieBen haben.

Folgerung F (44.4)

Ein Polynom f(x) == o aus R[x] vom Grad n hat in jedem Oberring R*
von R hichstens n voneinander verschiedene Nullstellen.

1) Wir erinnern daran, daB wir fiir alle auftretenden Ringe nur Integrititsbereiche mit
Einselement zulassen. In der Tat sind S(44.3) und F(44.4) von der Voraussetzung
der Nullteilerfreiheit abhingig. So hat etwa das Polynom f(z) = x? + 17 aus R[] mit
mh=" T'/(21) in ®* = R die vier Nullstellen 2, 5, 16, 19, wozu die beiden Zerlegungen
gehoren:

Ha) = (x — 2)(x — 19) = (+ — &) (x — 16).
Dagegen ist keine Zerlegung etwa mit den Nullstellen 2 und 6 méglich.
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Der Beweis ergibt sich aus S (44.3) sofort durch Annahme des Gegen-
teils und Gradvergleich.

Eine genauere Ubersicht {iber die méglichen Nullstellen eines Poly-
noms erhilt man durch Einfithrung der Vielfachheit einer Nullstelle «
als den héchsten Exponenten, mit dem (x — &) in f(x) aufgeht:

Definition D (44.5)

Ein Element o € R* heift k-fache Nullstelle des Polynoms f(x)== o
aus R [x], wenn gilt:

f(x) = (x— a)* - g(x) mit g(a) =*o.

Insbesondere spricht man bei k= 1 von einer einfachen, bei k > 1 von
einer mehrfachen Nullstelle.

Diese Definition ist in der Tat eindeutig (und damit iiberhaupt sinnvoll), da
bei der sukzessiven Division von f(#) durch (¥ — a), (¥ — a)?, ... wegen M III*
der Komplementérfaktor jeweils eindeutig bestimmt ist und das Verfahren mit
maximalem %2 wegen g (a) == o abbricht.

Allerdings wire es zundchst denkbar, daB a als Nullstelle von f(x) in verschiede-
nen Oberringen von R auch verschiedene Vielfachheiten besitzt. Dies ist jedoch
nicht so: Fiir den Fall a € R* < R** folgt das unmittelbar aus der eben durch-
gefiihrten Uberlegung, die namlich gar nichtaus iR* [#] herausfiihrt, auch wenn
man formal in R**[#] arbeitet. Der allgemeine Fall zweier beliebiger Oberringe
R* und R** von RN 148t sich auf den eben betrachteten zuriickfithren, indem
man die Vielfachheiten von « beziiglich #* und R** mit der Vielfachheit von «
beziiglich des gemeinsamen Unterringes R* N\ R** vergleicht.

Satz S (44.8)

Voneinander verschiedene Elemente oy, ..., o, aus R* sind Null-
stellen etnes Polynoms f(x) == o aus R[x] jeweils von der Vielfachheit
ky, ..., k, genau dann, wenn in R*[x] eine Zerlegung existiert:

Fx)= (x—a)ki. .. (x— ap)kn-g(x) mit g(ag) 0 (6=1,..., h).

Beweis

Es seien q, ..., a, Nullstellen von f(x) mit den angegebenen Viel-
fachheiten. Fiir 4 = 1 fillt die Behauptung mit der Definition D (44.5)
zusammen. Wir fithren daher vollstindige Induktion durch und
nehmen an, daB fiir # — 1 die Aussage

110) = (= s .. (x— ap_Jros- gy(x) mit gylo) 0 (i=1,..., h—1)

bereits bewiesen sei.
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Einsetzen von a, weist a, als Nullstelle von g,(x) nach, fiir deren
Vielfachheit wir zunichst / annehmen:
&%) = (x— )t - g (x) mit gla) 0 (i=1,..., h).
Damit erhalten wir
fa) = (x— a)br ... (8 — ap_y)orer- (8 — a)! g &) = (¥ — )t - (%)

mit g,(a,) = o,

und aus der eindeutigen Bestimmtheit der Vielfachheit folgt / = k.

Die Umkehrung ergibt sich sofort aus D (44.5). qed.

Beriicksichtigt man, daB in S (44.6) natiirlich 2'%; nicht groer als
der Grad von f(x) sein kann, ergibt sich unmittelbar:

Folgerung F (44.7)
Ein Polynom f(x) == o aus N [x] vom Grad n hat in jedem Oberring R*
von R hichstens n Nullstellen, jede gezihit mit shrer Vielfachheit.

Als nichstes untersuchen wir mehrere Polynome auf gemeinsame
Nullstellen. Dabei ist es empfehlenswert, den Koeffizientenbereich
der betrachteten Polynome als einen Korper & vorauszusetzen. Dies
bedeutet keine Einschrinkung der Allgemeinheit, da sich die bisher
betrachteten Polynome mit Koeffizienten aus % als solche mit Kocf-
fizienten aus dem Quotientenkérper von R auffassen lassen?).

Satz S (44.8)
Es seien f(x) und g(x) zwer Polynome aus R [x]. Dann ist ein Element o
eines Oberringes N* von R genau dann gemeinsame Nullstelle von
f(x) und g(x), wenn o Nullstelle des groften gemeinsamen Teilers d (x)
von f(x) und g(x) ist.

Beweis

Es sei a € R* gemeinsame Nullstelle von f(x) und g(x). Nun gibt es
in dem euklidischen Ring ®(x] (vgl. S(40.11)) zwei Polynome A (x)
und k(x), die den groBten gemeinsamen Teiler d(x) = (f(x), g(x))
linear zu kombinieren gestatten:

d(x) =1(x) - h(x) + g(x) - k(x).
Einsetzen von « lehrt d(a) = o.

1) Ubrigens werden wir spiter sehen (vgl. etwa § 48), daB es manchmal auch niitzlich
ist, diesen () bergang in der umgekehrten Richtung zu vollziehen, d. h., Polynome aus
R[#] als solche mit Koeffizienten aus einem geeigneten Unterring i} von & anzusehen.



§ 44. Nullstellen von Polynomen 11

Umgekehrt ist eine Nullstelle « von d(x) wegen

1(2) = d(x) - f1(x), g(x) = d(x) - g (%)
ersichtlich auch Nullstelle von f(x) und g(x). qed.

Verwendet man, daB jedes nichtkonstante Polynom in einem geeigneten Ober-
bereich stets eine Nulistelle hat (vgl. die Ausfiilhrungen am Ende dieses Para-
graphen), so 148t sich S (44.8) auch wie folgt formulieren:

Zuwei von o verschiedene Polynome f(x) und g (x) aus & [x] haben in einem geeigneten
Oberbereich R* von R dann und nur dann eine gemeinsame Nullstelle, wenn ihy
grofter gemeinsamer Teiler (f(x), g(x)) € & [x] nicht konstant ist.

Mit andeven Worten: f(x) und g(x) sind genau dann teilerfremd, wemn sie in
keinem Oberbereich R* von R eine gemeinsame Nullstelle besitzen.

Eine wichtige Folgerung aus S (44.8) ist der auch als Fundamental-
satz liber irreduzible Polynome bezeichnete

Satz S (44.9)
Es sei f(x) ein drreduzibles und g(x) ein beliebiges Polynom aus R[x].
Haben dann f(x) und g(x) in einem Oberring R* von K eine gemein-
same Nullstelle, so ist f(x) ein Teiler von g(x).

Beweis

Die Voraussetzung der gemeinsamen Nullstelle besagt nach S (44.8),
daB f(x) und g(x) einen nichtkonstanten gréBten gemeinsamen Teiler
besitzen, der wegen der Irreduzibilitit von f(x) (vgl. S (40.12b)) mit
(%) tibereinstimmen muB. qed.

Aus diesem Satz ergibt sich die fiir die Auflésungstheorie algebra-
ischer Gleichungen grundlegende Einsicht, daB es in der Gesamtheit
aller Polynome, die ein bestimmtes algebraisches Element als Null-
stelle haben, bis auf konstante Faktoren nur ein irreduzibles Poly-
nom gibt (vgl. auch Aufg. 4):

Satz S (44.10)

Es sei o ein iiber R algebraisches Elementl). Dann existiert genau ein
trreduzibles Polynom @(x) € &(x] mit hichstem Koeffizienten e, das o
als Nullstelle besitzt.

@(x) wird auch das Minimalpolynom von o diber R genannt. Es
ist als Faktor jedes Polynoms mit der Nullstelle o das Polynom niedrig-
sten Grades dieser Art mit Koeffizienten aus .

1) Erginzend sei bemerkt, daB ein iiber i algebraisches Element a auch iber dem
Quotientenkorper ® von R algebraisch ist und umgekehrt (vgl. Aufg. 3).
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Beweis

Es sei f(x) ein Polynom aus ®[x] mit f(«) = o. Zerlegen wir /() in
seine irreduziblen Faktoren

1@) = @1 (%) @2 (%) - - - @, (%),
was in dem euklidischen Ring ®[x] méglich ist, so muB zufolge der
Nullteilerfreiheit von §[x] wenigstens einer dieser Faktoren die Null-

stelle « haben. Es gibt also irreduzible Polynome aus $[x] mit der

Nullstelle a.

Alle irreduziblen Polynome dieser Art sind nach S(44.9) gegen-

seitig Teiler voneinander, also zueinander assoziiert. Insbesondere

gibt es unter ihnen genau eines mit dem hochsten Koeffizienten e.d
qed.

So ist z.B. @(x) = 22— 2 € P[x] Minimalpolynom von & = }2 (und
auch von —}/Q) iiber P, und jedes Polynom f(x) € P [x] mit der Null-
stelle Y2 enthilt 22 — 2 als Faktor.

Als ein weiteres Beispiel geben wir @(x) = x4— 1022+ 1 € P[x]
als Minimalpolynom von a=}2+}3 iiber P an. Man gewinnt es,
indem man zunichst a? =5+ 2}/6 und dann (a%— 5)% = 24 bildet,
woraus sich die Relation af— 10 a2+ 1= 0 ergibt. In der Tat ist
das so gewonnene Polynom ¢(x) mit @(a) = 0 auch irreduzibel, also

das gesuchte Minimalpolynom, wie sich aus den Uberlegungen in
§ 48 ergeben wird (vgl. Aufg. 3 von § 48).

AbschlieBend machen wir noch folgende wichtige Feststellung: Bei
allen Aussagen dieses Paragraphen sind wir von einem festen Ober-
bereich :* von R ausgegangen und haben diejenigen Nullstellen von
Polynomen aus R{x] betrachtet, die in diesem Oberbereich R* vor-
handen sind. Sollte es in R* fiir ein Polynom f(x) € R[x] gar keine
Nullstellen geben, so werden unsere Aussagen zwar nicht falsch,
laufen aber natiirlich leer.

Selbstverstindlich wird man nun den Oberbereich :* von R gerade
so zu wihlen suchen, daB ein vorgegebenes Polynom f(x) € R[x]
vom Grad # in R* wenigstens eine Nullstelle oder sogar die maxi-
male Anzahl von # Nullstellen besitzt, im letzteren Falle also gemiB
S(44.6) vollstindig in Linearfaktoren zerfillt. Es ist nun von ent-
scheidender Bedeutung, daB dies in der Tat stets moglich ist. Die
entsprechenden Beweise fithren wir im Rahmen der allgemeinen
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Korpertheorie in § 53; wir empfehlen aber dem Leser, bereits jetzt
die Paragraphen 52 und 53 zu studieren, da wir von nun an zur Ab-
rundung der Aussagen von der Existenz der Nullstellen in geeigneten
Oberbereichen Gebrauch machen werden (vgl. z. B. auch den Klein-
druck nach S (44.8)).

Fiir den wichtigen Fall, daB R ein Unterring des Kérpers Z der kom-
plexen Zahlen ist, kann man sich statt dessen auch auf den sog.
Fundamentalsatz der klassischen Algebra stiitzen, nach dem jedes
Polynom aus Z[x] vom Grad # in Z bereits # Nullstellen besitzt.
Wir werden auf den Fundamentalsatz ausfiihrlich in § 51 eingehen;
auch dieser Paragraph kann mit einiger Vorbereitung aus § 50 (vgl.
die FuBnote auf S. 55) schon jetzt gelesen werden.

Aufgaben zu § 44
1. Das Polynom
fA) ="+ — 2 —HA— 22—+ 2+ 1€T[4]
hat die Nullstellen 1, —1, ¢, — . Man bestimme ihre Vielfachheiten.
2. Als Beispiel zu S (44.8) bestimme man die gemeinsamen Nullstellen von
fA)=4"— 22— 2*+ 2undg(x) = 2% — 32t — x+ 3.
3. Man beweise die Behauptung in der FuBnote auf Seite 11.

4. Man fiihre einen zweiten Beweis fiir S (44.9) und S (44.10), indem man ver-
wendet, daB alle Polynome f(x) € ®[#] mit f(a) = o ein Ideal bilden.

6. Unter Verwendung von F (44.4) beweise man:

Ist f(»,, #,, . . ., #,) =F 0 ein Polynom aus R[#,, #,, . . ., #,), dann gibt es in
jeder unendlichen Teilmenge It eines Oberringes R* von R ein System von

Elementen B, B, . . ., By mit f(By, By, . - -» By) F 0.

Mit anderen Worten: Ist f(B,, B,. ..., Bs) =0 fiir jedes System f,, B,, ..., Bq,
welches aus einer solchen unendlichen Teilmenge IR ausgewihlt werden
kann, so ist f(x,, 43, . . ., ¥,) = 0.

§ 45. Ableitungen von Polynomen

In diesem Paragraphen wenden wir uns einer ausfiihrlicheren Unter-
suchung von Polynomen mit mehrfachen Nullstellen zu. Eine grund-
legende Rolle spielt dabei die Bildung der Ableitungen von Poly-
nomen, die wir hier natiirlich unabhéngig von Grenzwertbetrachtungen
einfithren und behandeln miissen. Es wird sich aber herausstellen,
daB der so gewonnene Begriff der Ableitung mit dem der Analysis
iibereinstimmt, falls die Koeffizientenbereiche der Polynome iiber-
haupt einer analytischen Behandlung zugénglich sind.
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Es sei also f(¥) = Xa,»” ein Polynom aus R[x]. Wir adjungieren
zu R[x] eine weitere Unbestimmte 4 und entwickeln im Polynom-
ring R [x][#] = R[x, ] das Polynom f(x + 4) nach Potenzen von A:

1+ B =3a,(x+hy

=fx)+h&)-h+fax) B2+ + () B

Definition D (45.1)

Als Ableitung f (x) des Polynoms f(x) € R[x] bezeichnet man den
Koeffizienten f,(x) von h in der Entwicklung von f(x + h) € R(x, k)
nach Potenzen von h.

Ist R etwa der Kérper der reellen Zahlen, so kénnen wir % als eine
zweite Variable deuten und in

SEINIE _ )+ fa() Bty (1) B

h gegen Null gehen lassen, was in der Tat die in der Analysis iibliche
Ableitung liefert. Diesen ProzeB kann man algebraisch nach dem
Einsetzungsprinzip S (32.6) als Ersetzung der Unbestimmten 4 durch
das Nullelement des Ringes R[«] in einem Polynom aus R [x][k] auf-
fassen.

Etwas Ahnliches spiegelt sich wider in der

Folgerung F (45.2)

Es sei f(x) ein Polynom aus R|[x) und « ein Element aus einem Ober-
ring R* von R. Dann gilt:

aus g(x) = 1210 pagt o) = f(a).

—
Beweis

@ () ist ein Polynom aus R*[x], welches man aus der obigen Be-
ziehung erhilt, indem man die Unbestimmte # durch « — x ersetzt:

) = flo) — f(#)

& —Xx

¢(x =h@ +h®@—2+... + ) (@— 2

Ersetzt man hierin die Unbestimmte x durch a, ergibt sich die Be-
hauptung. qed.
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Als Nichstes wenden wir uns den der Analysis analogen allgemeinen
Regeln fiir die Bildung von Ableitungen zu:

Folgerung F (45.3)

a) Summenregel: (f(x) + g(x))’ = f (x) + & (»).

b) Produkiregel: (f(x) - g(x))’ = f(x) - g(x) + f(x) - & ().
Beide Regeln gelten entsprechend fiir mehr als zwei Summanden bzw.
Faktoren.

c) Die Ableitung eines konstanten Polynoms ist das Nullelement o 1).
d) Die Ableitung von f(x) = x ist das Einselement e.
e) Die Ableitung von f(x) = Xa, x” ist f'(x) = Zv.a,x"1.

Beweis

Zur Abkiirzung geben wir bei a) und b) die D (45.1) zugrunde lie-
gende Formel nur modulo 4% also im Restklassenring R[x, &]/(h?)

an: fx+ k) = f(x) + £ (¥) b mod &2.
Dann ergibt sich unmittelbar durch Ausrechnen:
a)fx+h)+ex+h)=[fx)+7Hh+el) +gR)h

= (f() +g(®)) + (f ¥) + & () 4.
b)f(x+h)-glx+ k) = (f(x) + 1 (x)h) - (g(x) + ¢ (x)h)

= (f(x) - g(®) + (f (%) - g(2) + f(x) - & (%)) b.
Die Ausdehnung auf mehr als zwei Summanden bzw. Faktoren er-

gibt sich sofort durch wiederholte Anwendung der bereits gewonne-
nen Formeln.

c) Aus f(x) = a, folgt f(x + k) = a, =a,+o0-h.
d)Aus f(x) ==x folgt f(x +h)=x+h=x +e - h.

e) Es gentigt nach a) die Ableitung der einzelnen Summanden zu
bilden, und diese ergeben sich nach b), indem man g, " als Pro-

dukt von » + 1 Faktoren auffaBt und c) und d) verwendet.
ged.

1) Die aus der Analysis gewohnte Umkehrung dieser Aussage ist im allgemeinen nicht
richtig. So hat z.B.das Polynom f(%) = ® + 2 in R[#) mit R = I'/(3) zufolge e) die
Ableitung f'(¥) = 0, ohne daB f(x) konstant ist. Dagegen gilt die Umkehrung von c)
offensichtlich in Ringen der Charakteristik 0.
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Wir bemerken noch, da8 man auch bei diesen algebraischen Betrachtungen die
Symbolik d
@) =—-f%
benutzt und von Differentiation nach der Unbestimmten # spricht. Dies ist be-
sonders vorteilhaft, wenn man in einem Polynomring R[#,, . . ., #,] mit mehre-
ren Unbestimmten arbeitet. In diesem Falle ist beim Bilden der Ableitung von
f#, . 2y) ER[xy, ..., 2]

natiirlich jeweils eine Unbestimmte #; auszuzeichnen, wdhrend die anderen
als ,,Konstante’’, d.h. als Elemente des erweiterten Koeffizientenringes
R, .. .0 %_g, Xjpqs - - -0 ¥] VOD

f(xp ooy 47”) = F(ﬁ") 6 iR[z,, Y [IRTE. VRN Z'] [x.-]
aufzufassen sind. Die Ableitung F’(x;) von F (x;) wird dann auch als die partielle
Ableitung von f(%,, . .., #,) nach #; bezeichnet:

g 1 he) = = F s

Nach Bereitstellung dieser Hilfsmittel gehen wir nunmehr auf die
Zusammenhinge ein, die zwischen den Ableitungen von Polynomen
und den Vielfachheiten ihrer Nullstellen bestehen.

Satz S (45.4)
Eine Nulistelle « eines Polynoms f(x) = 0 aus R [x] ist mehrfach genau
dann, wenn f'(x) = o ist.

Mit anderen Worten: Eine Nullstelle a von f(x) = o aus R [x] ist ein-
fach genau dann, wenn f («) = o ist,

Beweis
Wegen f(a) = o gilt unter Verwendung des in F(45.2) auftretenden
Folynoms ¢ (+) fo) = (= o) 9 ().

Daher ist & mehrfache Nullstelle von f (%) genau dann, wenn @ (x) =0,
also nach F(45.2) f (x) = o ist. ged.
Damit ergibt sich erneut, daB die Eigenschaft von & € R*, einfache Nullstelle
von f(#) € R[»] zu sein, nicht von der Wahl des Oberrings R* von R abhingt;

denn das Kriterium f’(a) 5= o ist eine Beziehung, die allein zwischen & und
Elementen von R besteht.

Man beachte, daB S(45.4) sich auf eine bestimmte Nullstelle & von
/() bezieht, also die Kenntnis von « als Element eines Oberringes R*
von R voraussetzt. Dagegen kann man die Frage, ob ein Polynom
/(%) € R [#] (in einem geeigneten Oberring #* von R) tiberhaupt mehr-
fache Nullstellen besitzt oder ob jede Nullstelle von f(x) einfach ist,
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unabhingig von der Kenntnis konkreter Nullstellen von f(x) beant-
worten!). GemdlB S(45.4) ist ndmlich jede mehrfache Nullstelle
von f(x) gemeinsame Nullstelle von f(x) und f'(x), also nach
S (44.8) eine Nullstelle des groBten gemeinsamen Teilers (f(x), f (x)),
und umgekehrt. Der gréBte gemeinsame Teiler (f(x), f (x)) 1iBt sich
aber allein aus den Koeffizienten von f(x) in ®[x] (® Quotienten-
korper von R) berechnen. Verwendet man noch, daB jedes nicht-
k(?nstante Polynom wenigstens eine Nullstelle besitzt, so erhalten
wir:

Folgerung F (45.5)

Ein Polynom f(x) = o aus K |x] hat genau dann keine mehrfache Null-
stelle, wenn f(x) und [ (x) teilerfremd sind.

Wir wenden uns nun wieder der Fragestellung nach der Vielfachheit
einer vorgegebenen Nullstelle von f(x) zu:

Satz S (45.6)

Eine k-fache Nullstelle o eines Polynoms f(x) = o aus R|[x] ist minde-
stens (k—1)-fache Nullstelle von f (x).

Beweis
Aus f(x) = (x— a)* - g(x) folgt unmittelbar?)
F@) =k (x— a1 g®) + (r— )t - ¢'(%)
= (= a1 (k- g®) + (v — &) - £ (). qed.

Eine Verschirfung dieser Aussage ist allgemein nicht méglich; falls
nimlich die Charakteristik von % ein Teiler von £ ist, wird & - g(x) = o
und die Vielfachheit der Nullstelle « von f (x) groBer als 2—1. Damit
ist erst recht keine Umkehrung des Sachverhaltesmoglich. Dagegen gilt:

Satz S (45.7)
Es sei R ein Ring der Charakteristik O und o eine Nullstelle von
(%) & 0 aus R[x]. Dann ist « eine k-fache Nullstelle von f(x) genau

dann, wenn o eine (k—1)-fache Nullstelle von f (x) ist.

1) Insbesondere ist es also nur von dem Polynom selbst abhingig, welcher dieser beiden
Fille eintritt, was sich natiirlich auch aus den allgemeineren Uberlegungen im An-
schluB an S(53.7) ergibt.

2) Die Ableitung von (¥ — a&)* erhilt man entweder unter Benutzung von F(45.3Db)
oder einfacher mit Hilfe der ,,Kettenregel* (vgl. Aufg. 1).

2 Lugowski-Weinert, Algebra III
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Beweis

Ist « eine k-fache Nullstelle von f(x), so haben wir gemaB dem Be-
weis von S (45.6) nur noch zu zeigen, daB das Polynom

k-g(x) +(x—a) - g'(x)
nicht durch (x — «) teilbar ist. Das folgt aber unmittelbar, da & - g(x)

bei Charakteristik 0 nicht verschwindet und g(«) = o ist nach Vor-
aussetzung iiber die Vielfachheit von « als Nullstelle von f(x).

Fiir die Umkehrung beweisen wir zunichst die folgende schwichere
Behauptung fiir eine Nullstelle « von f(x) durch vollstindige Induk-
tion:

Ausf(x) = (x — )1 h(x) folgt f(x)= (x— a)*-g(®).
Dabei wird der Induktionsanfang fiir £ = 1 trivial; die Aussage werde
also fiir #= ! — 1 als richtig angenommen. Nun folgt aus

f(®) = (x— a)=1. kb (x) erstrecht f(x)= (x— a)!2. hy(x)
und damit nach Induktionsvoraussetzung

fx) = (x— o)t gy (%).

Daraus ergibt sich
@)= 0—1)(x— a)2 gx) + (x— ) - g (%),
was zusammen mit obigem die Relation liefert:
(2 — o)t by(x) = (0 — 1)(x — )2 - gy(%) + (x — &)*2 - g1 (x).
Durch Vereinfachung erhalten wir
(—1) - gx) = (¥ — a) (b (%) — g1 (7)),

d.h., a ist Nullstelle von (/ — 1) - g, (x) und daher von g,(x). Also ist
g (%) = (* — &) - g(x) und mithin

Hx) = (x— o)~ g(#).
Damit haben wir jedenfalls gezeigt, daB eine Nullstelle a von f(x),

die (k— 1)-fache Nullstelle von f'(x) ist, mindestens k-fache Null-
stelle von f(x) ist.

Andererseits ist a als (k— 1)-fache Nullstelle von f(x) hochstens
k-fache Nullstelle von f(x), wie S (45.6) lehrt. ged.

Unter Verwendung der durch mehrfaches Ableiten gebildeten héhe-

ren Ableitungt.an ') =(fx), 'x=("x),... erhilt man
durch sukzessive Anwendung dieses Satzes:
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Folgerung F (45.8)

Es sei R ein Ring der Charakteristik 0 und & eine Nullstelle von

f(%) % 0 aus R[x]. Dann ist « eine k-fache Nullstelle von f(x) genau
dann, wenn gilt:

f(a)= o, ’“(a)= 0..., f(k_l)(a)= o, f(k)(a) *o0.

Dieses Kriterium fiir die Vielfachheit einer Nullstelle a € R* von f(x) € R[x]
zeigt (wenigstens fiir Charakteristik 0) erneut die Unabhingigkeit der Viel-
fachheit von der Wahl des Oberringes R*.

Weiterhin 14Bt sich aus S(45.7) ein fiir die praktische Auflésung
algebraischer Gleichungen wichtiges Rechenverfahren herleiten:

Satz S (45.9)

Es sei R ein Ring der Charakteristik 0 und & der Quotientenkorper
von R. Dann kann man zu jedem Polynom f(x) & o aus R[x] allein
durch Rechnungen in R[x] ein Polynom g(x) konstruieren, welches
genau die gleichen Nullstellen wie f(x) hat, aber jede mit der Vielfach-
heit 1. Man erhilt g (x) als Quotienten von f(x) und dem groften gemein-
samen Teiler von f(x) und [ (x):
f(#)
0) = e, rem’

Beweis

Es sei o € R* eine k-fache Nullstelle von f(x), also gemif 5(45.7)
eine (& — 1)-fache Nullstelle von f'(x). Wir betrachten nunmehr f(x),
(fx), f (x)) und g(x) als Polynome aus £*[x], wobei &* der Quotien-
tenkérper von R* ist.

Da ®*[x] ZPE-Ringist, tritt im groBten gemeinsamen Teiler (f (%), f' (x))
der Primfaktor (¥ — «) genau (¢ — 1)-mal auf und damit im Quo-
tienten g(x) genau einmal; g(x) hat also jede Nullstelle von f(x) als
einfache Nullstelle.

Ist andererseits & eine Nullstelle von g(x), so erst recht von dem
Vielfachen f(x); g(x) hat also auch keine anderen Nullstellen als die
von f(x). qed.
Aufgaben zu § 45
1. Man beweise in R[#] die sog. Kettenregel:

Aus F (x) = f(g () folgt F'(x) = f'(g(#)) - &' ().

2‘
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2. Die D(45.1) zugrunde liegende Beziehung
fE+ B =f@) + HhWE+ f(®) B+ ...+ fa(x) B

kann mit Hilfe der hoheren Ableitungen von f(#) zur ,, TavLorschen Formel‘

umgeschrieben werden ( ( £ ()

"(» ”(%, %
I R O RE AR K AR A
falls die Charakteristik die Bildung der auftretenden Nenner zuldBt. Man zeige
dies, indem man das Polynom f(x+ k) € R(#, 4] nach der Unbestimmten A
ableitet.
Andere iibliche Formen der TavLorschen Formel erhdlt man, wenn man
entweder die Unbestimmte » durch ein Element z, € R (insbesondere durch
%y = 0) oder weiterhin in der so entstandenen Formel die Unbestimmte A
durch (¥ — #,) € R[#] ersetzt.

3. Man 16se Aufg.1 von § 44 erneut mit Hilfe von F(45.8).

4. Unter Verwendung von F (45.5) stelle man fest, ob das Polynom

fF)=2*—56+24 622+ 4x— 8¢ T'[x]

mehrfache Nullstellen besitzt.

5. In Fortsetzung von Aufg.4 bestimme man gemiB S(45.9) zu f(x) ein Poly-
nom g (%), das die gleichen Nullstellen wie f(x), jedoch mit der Vielfachheit 1
besitzt. Auf diese Weise ermittle man die Nullstellen von f(¥) und nach
F (45.8) ihre Vielfachheiten.

§ 46. Separable und inseparable Polynome

Die Frage nach mehrfachen Nullstellen von Polynomen interessiert
natiirlich besonders, wenn die betrachteten Polynome irreduzibel
sind, zumal ja dann mehrfache Nullstellen nicht wie sonst durch
mehrfach auftretende Faktoren entstehen kénnen. Es wird sich heraus-
stellen, daB irreduzible Polynome in den weitaus meisten Fillen nur
einfache Nullstellen besitzen. Bei den entsprechenden Untersuchun-
gen setzen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den Koeffi-
zientenbereich wieder als einen Kérper voraus.

Definition D (46.1)

Ein irreduzibles Polynom f(x) € R|x] heift separabel, wenn es nur
esnfache Nullstellen hat, sonst inseparabel?).

Entsprechend nennt man ein iiber § algebraisches Element separabel

bzw. inseparabel, wenn das zugehdrige Minimalpolynom separabel bzw.
inseparabel ist.

!) Man beachte, daB der fiir unsere Fragestellung sinnlose Fall f(z) = a4 € & bereits
durch die Voraussetzung ,,irreduzibel* (d.h. Primelement von ®[#]) ausgeschlossen ist.
Ubrigens findet sich an Stelle von pseparabel bzw. , inseparabel* in der Literatur

auch noch die urspriinglich von Stemirz eingefithrte Bezeichnung ,,von erster Art‘
bzw. ,,von zweiter Art",
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Wir werden zundchst Kriterien aufstellen, die zu entscheiden ge-
statten, ob ein (irreduzibles) Polynom separabel oder inseparabel ist.

Satz S (46.2)
Ein irreduzibles Polynom f(x) € ®[x] ist gemau dann inseparabel,
wenn f'(x) = o ist.

Beweis

GemiB F (45.5) ist / (x) genau dann inseparabel, wenn (f(x), ' (x)) == e,
wegen der Irreduzibilitit von f(x) also (f(x), /' ()) = f(x) gilt. Letz-
teres ist aber mit f(x) |f (x) gleichwertig und dieses aus Gradgriinden
wiederum mit f (x) = o. qed.

Folgerung F (46.3)

a) Hat & die Charakteristik O, so ist jedes irreduzible Polynom aus
K[x] separabel 1).

b) Hat & die Charakteristik p, so ist ein irreduzibles Polynom f(x)€ R[]
genau dann inseparabel, wenn es die Gestalt

f(x) = Z'b,(x7)i = F (x7)
hat, also als Polynom itn x® aufgefaft werden kann.

Beweis

Es sei f(x) = Xa,x”, also f'(¥) = X' ». a,2*~1. Dann bedeutet f (x) = o
das Verschwinden aller Koeffizienten ».a,. Wegen f(x) &= a, ist
dies fiir Charakteristik 0 nie moglich, wihrend es bei Charakteristik p
genau dann eintritt, wenn alle @, mit py» verschwinden. qed.

Trotz dieser genauen Kennzeichnung bleibt es zunichst noch offen, ob es iiber-
haupt inseparable Polynome gibt; denn es kdnnten ja alle Polynome von der in
F (46.3b) angegebenen Gestalt reduzibel sein und somit fiir unsere Unter-
suchungen gar nicht in Betracht kommen. Letzteres ist z. B. stets der Fall, wenn
man als Koeffizientenbereich einen Primkorper der Charakteristik p vorliegen
hat, da dann gilt (vgl. Aufg. 8 von § 32):
f(x) = F (x?) = (F (2))P.

Es gibt jedoch tatséchlich auch irreduzible Polynome der in F(46.3b) beschrie-
benen Art. So sind etwa die Polynome

2 —¢ und 227 2t.47 (2 —1)
irreduzibel und damit inseparabel, wenn man als Koeffizientenbereich den
Quotientenkorper II, (¢) des Polynomrings II,[¢] in einer Unbestimmten # iiber
[1, = T'/(p) nimmt. Allerdings werden wir die Irreduzibilitit dieser Polynome
erst nach Bereitstellung geeigneter Hilfsmittel (vgl. § 48), dann aber sehr leicht
erkennen.

') DaB ein irreduzibles Polynom bei Charakteristik 0 nur einfache Nullstellen besitzt,
kann man ibrigens unter Verwendung von F (45.5) auch direkt aus S(45.9) entnehmen.
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Weiterhin folgt gemaB S (45.4) aus /' (¥) = o sofort, daB ein inseparab-
les Polynom f(x) nur mehrfache Nullstellen besitzt. In Verschérfung
dessen zeigen wir:

Satz S (46.4)

Es sei 8 ein Korper der Charakteristik p und f(x) € R[x] ein insepa-
rables Polynom vom Grad n. Dann existiert eine Darstellung

f() = p(x),
wobet ¢ (z), als Polynom in R (2] betrachtet, separabel ist. Dabei ist der
Exponent e eindeutig bestimmt und gentigt der Beziehung
n=m- pe,
wenn man mit m den Grad von @(z) € K[z] bezeichnetl). Jede Null-
stelle o von f(x) hat die Vielfachheit pe.
Man nennt m den reduzierten Grad und e den Exponenten von f(x).

Der separable Fall ordnet sich (auch fir Charakteristik 0) mit m = n
und ¢ =0 ein.

Beweis

Nach F(46.3) gibt es eine Darstellung f(x) = F (x?) = F (y). Wegen
der Irreduzibilitit von f(x) ist F(y), aufgefaBt als Polynom in f[y],
ebenfalls irreduzibel (vgl. auch Aufg. 2) und entweder separabel oder
inseparabel. Im letzteren Falle setzen wir das Verfahren fort und er-
halten aus F(y) = G(y?) eine Darstellung f(x) = G (x?"). Offensicht-
lich muB das Verfahren abbrechen, und es ergibt sich wie behauptet

f&) =9 (#*) = p(2)
mit einem in & [2] (wieder irreduziblen und) separablen Polynom y (2).
Es bleibt noch die Behauptung iiber die Vielfachheit der Nullstellen

von f(x) zu beweisen. Wegen f(a) = y(«?°) = o ist a?® Nullstelle von
p(2) € 8][z], gestattet also eine Darstellung

p(a) = (z—ar) - g(2).
Das liefert fiir das urspriingliche Polynom
f@) = p () = (2° — ar) . g (47°) = (x — ). g (27°),
letzteres nmach F(27.4). Damit ist o mindestens pe-fache Nullstelle
von f(x). Andererseits kann die Vielfachheit von « nicht groBer sein,

denn sonst wire g(a?°) = 0 und damit nicht mehr einfache Nullstelle
von ¢(2) . qed.

1) Man beachte, daB dabei durchaus p|m gelten kann,
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So gilt z.B. fiir p 5= 2:
S =2 —20.27 4 (A — 1) =y ()
Y =2 —2t.z 4 (f—1);

alsoist m = 2 und ¢ = 2.

mit

Aufgaben zu § 46

1. In einem geeigneten Oberbereich haben die inseparablen Polynome x? — ¢
bzw. 22P° — 24P 4 (12— ¢) Nullstellen, die sich wie folgt symbolisieren

lassen:
3 ' ]
% bzw. g t+Ve, th__ B

Mit Hilfe von S(46.4) gebe man die Zerlegung der beiden Polynome in
Linearfaktoren an und iiberzeuge sich durch Nachrechnung von der Richtig-
keit dieser Zerlegungen.

2. Im ersten Teil des Beweises von S(46.4) schlieBt man von der Irreduzibili-
tit des Polynoms f(x) auf die Irreduzibilitit des Polynoms F(y). Man be-
griinde einerseits die Richtigkeit dieses Schlusses und zeige andererseits am
Beispiel der Polynome

fB) =241, F@p)=342+1

mit Koeffizienten aus IT, = I'/(3), daB ein umgekehrtes SchlieBen nicht
moglich ist.

§ 47. Interpolationsformeln

Bevor wir zu Uberlegungen weitergehen, die sich zunichst nicht mehr
unmittelbar auf den Begriff der Nullstelle beziehen, bringen wir im
AnschluB an F (44.4) noch eine praktische Anwendung.

Sind gewisse voneinander verschiedene Elemente oy, a4, ..., &,
aus einem Koérper & vorgegeben, so kann man ohne weiteres ein
Polynom f(x) € &[] konstruieren, das diese Elemente als Nullstel-
len besitzt:

Fo) = (r— o) (r— @) ... (5 — @)

Allgemeiner entsteht die Frage, ob es moglich ist, ein Polynom anzu-
geben, das fiir solche Elemente «, auch bestimmte von o verschiedene
Werte annimmt. In der Tat kann man sogar auf verschiedene Weisen
derartige Polynome finden, die jedoch bei geeigneter Gradbeschrin-
kung tibereinstimmen.
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Satz S (47.1)
Es seien n -+ 1 verschiedene Elemente oy, 0, . . ., &, und n -+ 1 belie-
bige Elemente By, By, - - ., Bs aus einem Korper ® vorgegeben. Dann

gibt es genau ein Polynom f(x) € ®[x] vom Grad < m, fiir welches die
n -+ 1 Beziehungen f(a,) = B, erfillt sind. Dieses Polynom f(x) erhalt
man

a) durch die LAGRANGE sche Interpolationsformel:

2o (x —og) e (B — i) (F — i) (F — ),
=Y ;
1) f:oﬂ‘ (o6 — oxg) o o (0 — 05_4) (0% — 0%i1q) o o o (05 — )

b) durch die NEwTON sche Interpolationsformel:
F(#) = Ao+ A (% — o) + A (¥ — ag) (x— &) + . ..
et i — g (x— ). (x— agy),

wobei die Koeffizienten Ay, Ay, . . ., Ay durch sukzessives Einmsetzen
VON Gy, &y, - - ., O, Destimmt werden.

Beweis

Man sieht zunichst unmittelbar, da8 durch die angegebenen Formeln
Polynome aus &[x] bestimmt werden, die hochstens den Grad »
haben. Weiterhin erfiillen sie f(«,) = 8,. Das folgt in der LAGRANGE-
schen Formel daraus, daBB beim Einsetzen von «, simtliche Briiche
verschwinden bis auf den k-ten, der gleich dem Einselement wird.

Bei der NewTonschen Formel ist f(a,) = B, nach Konstruktion klar,
denn man berechnet ja der Reihe nach:

Ao aus f(ag) = o= Ay,
Ay aus fay) = By = Ay + Ay (&, — o),
Ay aus f(og) = By = Ao+ A (g — ag) + Ag(op — ) (0 — &;), usw.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, daB es zwei Poly-
nome f(x) und g(x) aus ®[x] mit f(«,) = g(«,) = B, gibt, beide vom
‘Grad < 7. Dann ist aber die Differenz f(x) — g(x) = A(x) ein Poly-
nom vom Grad < #, welches die #+ 1 verschiedenen Nullstellen
%, &y, - - -, Gy besitzt. Das ist gemiB F(44.4) nur méglich, wenn
h(x) = o, also f(x) = g(x) ist. qed.

Mit Hilfe dieser Formeln ist man in der Lage, von gegebenen Werte-
paaren einer funktionalen Abhingigkeit auf gewisse Zwischenwerte
(ndherungsweise) zu schlieBen, indem man den genauen Funktions-
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verlauf durch den eines Polynoms ersetzt. Solche Interpolations-
aufgaben konnen z.B. bei der Auswertung von MeBreihen auftreten
oder auch bei der Benutzung von Funktionstafeln, die ja die tabel-
lierte Funktion auch nur durch eine Anzahl geschickt ausgewihlter
Wertepaare angeben (vgl. auch Aufg. 1).

Fiir das praktische Rechnen erweist sich im allgemeinen das NEwToN-
sche Verfahren als das giinstigere. Insbesondere hat es den Vorteil,
daB man bei der Hinzunahme weiterer Wertepaare zur Erhéhung der
Genauigkeit nicht wie bei der Methode von LAGRANGE die gesamte
Rechnung von vorn beginnen muB, sondern auf der bisherigen Rech-
nung aufbauend lediglich weitere Koeffizienten A; zu ermitteln hat.

AbschlieBend bemerken wir noch, daB man mit Hilfe des Polynoms
@ (%) =Il (* — )

und seiner Ableitung
P =3l — o) (= ) () - a)

der LAGRANGE schen Interpolationsformel die Gestalt geben kann:

n
? (%)
x) = s —— .
fe) ,é;ﬂ' @ () (# — o)

Aufgaben zu § 47
1. Man iiberlege sich, daB die iibliche Art, bei Tafelwerten linear zu inter-

polieren, der NEwroNschen Formel fiir » = 1 entspricht.
2. Man berechne mit Hilfe beider Interpolationsformeln ein Polynom f(») vom

Grad < 3, welches die Beziehungen erfiillt:

f(=1)=—1, f(0)=3, f(1) =3, f(2)=5.

3. Als Beispiel einer sukzessiven Anndherung einer Funktion durch Polynome

behandle man die Funktion ¢ (¥) = |V#|im Intervall 0 < » < 9. Dazu benutze
man fiir » = 1 die Stellen ay = 0, &, = 9; fiir = 2 nehme man die Stelle
&y = 4 und schlieBlich fiir » = 3 noch die Stelle a3 = 1 hinzu. Die Annéhe-
rung veranschauliche man sich durch eine Skizze.

§ 48. Primzerlegung in Polynomringen iiber ZPE-Ringen

Fiir alle Uberlegungen, bei denen Teilbarkeitsfragen von Polynomen
in einer Unbestimmten eine Rolle spielen, erscheint es zundchst am
giinstigsten, den Koeffizientenbereich sofort als einen Korper an-
zunehmen, denn der Polynomring (] ist ja euklidischer Ring und
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damit ZPE-Ring. In der Tat haben wir davon in den vorausgehenden
Paragraphen mehrfach Gebrauch gemacht, was auch ohne Einschran-
kung der Allgemeinheit durch Ubergang zum Quotientenkérper des
Koeffizientenbereiches moglich war. Andererseits wiesen wir schon
in B(40.19) darauf hin, daB es unter Umstinden vorteilhaft ist, bei
Teilbarkeitsbetrachtungen in Polynomringen den Koeffizienten-
bereich wirklich als einen Ring vorauszusetzen. Die Durchfithrung der
diesbeziiglichen Untersuchungen ist Gegenstand dieses Paragraphen.

Dazu erinnern wir nochmals daran, daB ein Polynomring R[], dessen
Koeffizientenbereich & kein Korper ist, nicht Hauptidealring ist (vgl.
Aufg. 8 von § 40 und Aufg. 5 von § 42). Zur Beantwortung der Frage,
ob R([x] ZPE-Ring ist, konnen wir also die uns bisher bekannten
Kriterien nicht anwenden. Notwendig fiir diese Eigenschaft von R [x]
ist jedenfalls, daB R selbst ZPE-Ring ist, da ein Element von R aus
Gradgriinden auch in R[x] nur Primfaktoren aus R besitzen kann.
Diese Bedingung ist aber auch hinreichend. Wir kommen zum Be-
weis dieser wichtigen, auf C.F. Gauss zuriickgehenden Aussage
nach Bereitstellung gewisser Hilfsmittel.

Definition D (48.1)

Es set R ein ZPE-Ring und f(x) ein Polynom aus R(x]. Dann be-
sitzen die Koeffizienten von f(x) in R einen bis auf Einheiten eindeutig
bestimmien groften gemeinsamen Teiler d, den man den Inhalt von

f(x) nennt. Insbesondere spricht man von einem primitiven Polynom,
wenn es den Inhall e hat.

Man kann damit ein beliebiges Polynom f(x) € R [x] durch Ausklam-
mern seines Inhaltes 4 in der Form

f(x)=d.F(x)
zerlegen, wobei gemiB F(41.9) F(x) ein primitives Polynom ist. Mit
d ist auch F(x) bis auf Einheiten aus % (die ja auch die Einheiten

von R[] sind) eindeutig bestimmt. Wichtig ist nun, daB sich diese
Zerlegung fiir ein Produkt von Polynomen

h®) =d,-Fi(x), ..., f(x)=d, F,(x)
einfach durch Multiplikation der Inhalte und der zugehorigen primi-
tiven Polynome ergibt, d.h., fiir
Ho) =h(x) ... f,(0) =d-F(»)
gilt d=d,...d, und F(x)=F(x)...F,(x).
Offenbar folgt dies sofort aus dem
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Hilfssatz S (48.2)
Das Produkt primitiver Polynome ist wieder primitiv.

Beweis

Es seien F(x) = Za,x” und G (%) = Zb,x# primitive Polynome aus
R [x]. Wire dann ihr Produkt
F(x) G(x) =3 c;x* mit ¢; =3I a,b,
v+u=34

nicht primitiv, so miiBte wenigstens ein Primelement € R in allen
Koeffizienten c; aufgehen. Um dies zum Widerspruch zu fithren, be-
denken wir, daB p nach Voraussetzung iiber F(x) und G (x) weder in
allen @, noch in allen b, aufgehen kann. Also gibt es jedenfalls Indizes

7 und s mit
plag, play, ..., pla,_y, pia,,

Ploo, plby, - .., Ployrs DY,

wobei natiirlich auch » = 0 bzw. s = 0 méglich ist. Daraus folgt, daB
# in allen Summanden 4,5, des Koeffizienten c,,, mit Ausnahme des
Summanden a, b, aufgeht:

Cria = arba +a._, ba+1 + ar—absn +...
+ ar+1bc-l+ ar+2ba-—2 + ...

Daraus wire aber  { c,,, zu schlieBen, wihrend doch ¢ | ¢, fiir alle 4
angenommen wurde. qed.

Wollen wir nun ein Polynom f(x) € R[»] in Primfaktoren zerlegen,
so ist nach unseren obigen Uberlegungen mit

f(x) =d-F(x)

bereits ein erster Schritt geleistet, wobei beide Faktoren bis auf Ein-
heiten eindeutig bestimmt sind. Da & € R nur in Primfaktoren aus R
zerfallen kann und R nach Voraussetzung ZPE-Ring ist, bleibt nur
zu zeigen, daB jedes primitive Polynom F(x) € R[x] eindeutig (bis
auf Einheiten und Reihenfolge) in ein Produkt von (notwendig primi-
tiven) irreduziblen Polynomen zerlegbar ist.

Dazu verwendet man als Hilfsmittel den R [x] umfassenden Polynom-
ring R[] tiber dem Quotientenkérper K von R, der ja ZPE-Ring ist.
In der Tat werden wir aus der in ®[x] existierenden eindeutigen
Primzerlegung von F (x) auf eine solche in R[x] schlieBen kdnnen.
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Allerdings miissen hierzu zuvor die Beziehungen zwischen primitiven
Polynomen aus R[x] und den Polynomen aus &[] gekldrt werden.

a) Jedes Polynom @ (x) € K(x] lapt sich in der Form ¢(x) = k-F (x)
mit einem Element k € R und einem primitiven Polynom F (x) € R [#]
schreiben; dabes sind k und F (x) bis auf Einheiten von R eindeutig be-
stimmt.

Diese Darstellung erhilt man nidmlich durch Ausklammern des
Hauptnenners # der Koeffizienten von ¢(x) (vgl. S (41.13)) und des
Inhaltes d des verbleibenden Polynoms f(x) € R[x]:

9(1) = =f(®) = - (@-Fw) = k-F(x).
Sind weiterhin zwei Darstellungen
d d,
9(#) = 2F () = 2F, (@)
gegeben, so ist der Inhalt des Polynoms
dynyFy (x) = dyn, Fy (x) € R[]
gemiD F (41.8) einerseits d; #, und andererseits d,n,; aus d,n, = edyn,

mit einer Einheit ¢ von R ergeben sich dann die behaupteten Ein-
deutigkeitsaussagen.

Jedes Polynom /.¢(x), welches sich von ¢(x) um einen Faktor /3= 0 aus &,
also gerade um eine Einheit von &[] unterscheidet, bekommt dabei dasselbe
primitive Polynom F(¥) zugeordnet, welches seinerseits bis auf eine Einheit
von R bestimmt ist. Mit -anderen Worten: Durch ¢ (¥) = % - F (v) entsteht eine
eineindeutige Zuordnung zwischen den Klassen der in ®[x] zueinander asso-
ziierten Polynome und den Klassen der in R [#] zueinander assoziierten primi-
tiven Polynome.

b) Ist @(x)=k.F(x) ein irreduzibles Polynom in R|x], so ist F (x)
ein trreduzibles Polynom in R[x]Y).

Da k& eine Einheit von ®|«x] ist, sind jedenfalls in ®[x] die beiden
Polynome ¢(x) und F(x) gleichzeitig irreduzibel oder nicht. Eine
nichttriviale Zerlegung

F(x) = Fy(x) - F,(x)

eines primitiven Polynoms F (x) in R [x] wire aber auch eine nicht-
triviale Zerlegung von F(x) in ®[x], da die Faktoren als ebenfalls
primitive Polynome nicht konstant sein kénnen.

!) und iibrigens auch umgekehrt, wenn man von dem trivialen Fail absieht, daB beide
Polynome konstant sind ; dies wird sich jedoch erst im folgenden ergeben.
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Man be.achte, daB gerade bei diesem letzten SchluBl die Primitivitit von F (x)

wresen.thch verwendet wird. So ist etwa das Polynom 324 3 € I'[#] irredu-

;1be11: in P[#], wihrend es in I [#] die nichttriviale Zerlegung 342 4 3= 3(x241)
esitzt.

c) Hat man fiir ein Polynom f(x) € R[x] eine Darstellung f (x) = k- G(x)

mit einem Element k € & und einem primitiven Polynom G (x) € R|[x],
so liegt k bereits in R und ist somit gleich dem Inhalt d von f(x).

Man braucht ndmlich nur die Darstellungen f(x) = k-G(x) und
f(x) = d.F(x) zu vergleichen und erhilt nach a) sofort, daB sich &
und 4 (und iibrigens auch G (x) und F (x)) nur um eine Einheit von R
unterscheiden.

Nunmehr konnen wir fiir ein primitives Polynom F (x) € R[x] die
Existenz der Primzerlegung in R[x] beweisen. Dazu sei

Flx)= @) ... g, ()

die Primzerlegung von F(x) in ®[«]. Unter Verwendung von a) er-
halten wir daraus

F(x) = kFy(%)...k,F,(x)=k-Fy(x)...F,(x) = k-G(x).

Die auftretenden primitiven Polynome F,(x) sind dabei gemiB b)
irreduzibel in R [x]. Ihr Produkt G(x) ist nach S(48.2) primitiv; also
lehrt c), daB % der Inhalt von F(x) und damit eine Einheit von R ist.

Mit diesen Uberlegungen haben wir auch die bereits angekiindigte
Umbkehrung von b) gewonnen; denn aus der Zerlegbarkeit von F(x)
in R[] (r = 2) folgt ja eine entsprechende Zerlegung in R|[x].

SchlieBlich beweisen wir fiir ein primitives Polynom F(x) € R{x]
die Eindeutigkeit der Primzerlegung in R([x]. Dazu betrachten wir
zwei solche Zerlegungen

F(x)=F,(x)...F,(x)=G,(x)...G,(x

in R[] als Zerlegungen in ®[x]. Da nach der eben bewiesenen Um-
kehrung von b) die Polynome F;(x) und G,(x) auch in &[«] irredu-
zibel bleiben und ®[x] ZPE-Ring ist, gilt = s und bei geeigneter
Numerierung

Fy(x) = Gy(x) in ®x],

d.h. F,()=k-G,(x) mitk¢ R
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Unter Verwendung von c) folgt dann wieder, da8 ]e, der Inhalt von
F,(x) und damit eine Einheit von & ist, d.h., es gilt sogar

F,(x) =G, (x) in R[x].

Damit sind wir am Ziel unserer Uberlegungen angelangt:

Satz von GAUSS S (48.3)
Mit R ist auch R(x] esn ZPE-Ring.

Folgerung F (48.4)
Ist 8 ein beliebiger Korper bzw. R ein ZPE-Ring, so sind auch die
Polynomringe K|x,, . - ., %,] bzw. Ry, ..., x,] 1n n Unbestimmien
Z PE-Ringe.

In der Tat sind ja ®[x,] und nach S(48.3) auch R[x,] ZPE-Ringe, wor-
aus sich die Behauptung durch sukzessive Anwendung von S(48.3)
ergibt.

Nach diesen prinzipiellen Einsichten in die Struktur der Teilbar-
keitsverhdltnisse in Polynomringen iiber ZPE-Ringen wenden wir
uns im zweiten Teil dieses Paragraphen der Fragestellung zu, wie
man die Irreduzibilitit bzw. das Zerfallen vorgelegter Polynome er-
kennen kann?). Derartige Untersuchungen stiitzen sich auf Teilbar-
keitsbeziehungen zwischen Elementen des Koeffizientenbereiches,
der also als Ring (bzw. als Unterring des gegebenenfalls vorliegenden
Koeffizientenkorpers &) anzunehmen ist. Dennoch werden damit auch
Aussagen iiber Polynome aus ®[x] ermoglicht; als Grundlage dazu
dienen Zusammenhinge, die wir bereits beim Beweis des Satzes von
Gauss erkannt haben und die wir hier nochmals sogleich etwas all-
gemeiner formulieren:

Satz S (48.6)

Es ser R ein Z PE-Ring mit dem Quotientenkérper & und f(x) ein nicht-
konstantes Polynom aus R (x).

Ist dann [(x) zerlegbar als Polynom von R[x], so auch schon als Poly-
nom von R[x].

Mt anderen Worten: Ist f(x) irreduzibel in R x), so bleibt es irreduzibel
beim Ubergang zu ().

') Wir beschrinken uns dabei wieder auf den Fall einer Unbestimmten, zumal sich
entsprechende Uberlegungen fiir mehrere Unbestimmte oft darauf zuriickfithren lassen.
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Beweis

Mit f(x) ist auch das zugehérige primitive Polynom F (x) zerlegbar
in $[x], woraus sich (entsprechend der Umkehrung von b) im An-
schluB an den Existenzbeweis fiir S(48.3)) die Zerlegbarkeit von
F(x) in R[#] und damit die von f(x) in R[x] ergibt. qed.

Beispiele:

1. Das Polynom 8% — 422+ 2x— 1 € I'[x] hat offensichtlich die
Nullstelle 4, spaltet also in P[x] einen Linearfaktor ab:

823 —4y2+2x — 1= (x — }) (8224 2).

In der Tat ist mit dieser Zerlegung in P[x] auch eine solche in I'[x]
gegeben:

(x—3) B2 +2) = §(2x—1)-2(422 +1) = (2% — 1) (422 +1).

2. In §46 war der Beweis fiir die Irreduzibilitit des Polynoms
x#? —t € ®[x] mit ® =1II,() offengeblieben. Wir koénnen ihn nun
fithren, indem wir die Irreduzibilitit von x? — ¢in R [x] mit R = IL[4],
also II, [#][x] = IL, [x, ¢] = II [x][¢] zeigen. Wiirde nun x?—¢ als
Element dieses Ringes zerfallen, so kann das fiir ein solches in ¢
lineares Polynom nur so zustande kommen, daB sich ein gemeinsamer
Teiler der als Koeffizienten auftretenden Polynome in x ausklammern
lieBe. Die Polynome x? und —1 sind aber teilerfremd.

Um nun allgemein festzustellen, ob vorgelegte Polynome mit Koef-
fizienten aus einem ZPE-Ring Zerlegungen gestatten oder nicht?),
sind im Prinzip zwei Wege moglich. Man kann nimlich einmal nach
Kriterien fragen, die unmittelbar aus gewissen Eigenschaften der
Koeffizienten eines Polynoms auf seine Irreduzibilitit schlieBen
lassen. Andernfalls kann man versuchen, simtliche denkbaren Zer-
legungen der Reihe nach zu diskutieren in der Hoffnung, auf diese
Weise entweder vorhandene Zerlegungen aufzufinden oder die Unzer-
legbarkeit zu beweisen.

1) Bei Charakteristik 0 wird man im allgemeinen vorher durch Bildung des groBten
gemeinsamen Teilers (f(#), f'(¥)) nachpriifen, ob mehrfache Nullstellen vorhanden
sind. Trifft dies nimlich zu, so ist f(x) jedenfalls nicht irreduzibel, und man kann sogar
gemiB S(45.9) ein Polynom konstruieren, welches dieselben Nulistellen wie f(x),
aber mit der Vielfachheit 1 besitzt. Dieses Polynom ist dann gerade das Produkt der
ersten Potenzen aller Primfaktoren von f (%) aus &[#] (also auch, abgesehen von konstan-
ten Faktoren, aus R[x]).
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Als Beispiel fiir das erstere begniigen wir uns mit dem besonders
wichtigen und einfachen?)

Satz von EISENSTEIN S (48.6)

Es sei f(x)=anx"+ ay_y2" '+ ...+ a5+ a, ein Polynom vom
Grad n mit Koeffizienten aus einem ZPE-Ring R. Falls es dann in R
etn Primelement p gibt, das die Beziehungen

pian, Plauys .., play und play, aber piya,
erfullt, so besitzt f(x) in R[x] keinen echten Teiler, abgesehen von kon-

stanten Faktoren?). Es ist also insbesondere irreduzibel, wenn man zum
Quotientenkirper des Koeffizientenbereiches dibergeht.

Beweis

Wir zeigen, daB in R|[x] eine Zerlegung f(x) = g(x) - #(x) mit Poly-
nomen g(x) und A(x) vom Grad > 1 unter den angenommenen Vor-
aussetzungen iiber die Koeffizienten von f(x) nicht moéglich ist. Aus
einer solchen Zerlegung

é(’)a,x’ (Zb x#) ( ‘;clxl)

folgte namlich zunichst wegen a,= b,c, ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit p|b, und  { ¢,. Andererseits kann $ nicht in allen Koeffi-
zienten b, von g(x) aufgehen, da sonst p auch Teiler aller Koeffizien-
ten a, von f(x) sein miiBte, wihrend doch p { a, vorausgesetzt wird.
Es gibt also einen Koeffizienten b, von g(x) mit

Plbe, P1by, - .., Plb,1, PO,
wobei insbesondere 0 < 7 < m < » gilt. Damit sind aber in der Dar-
stellung 8, = boc, + b,y + ... +b,_1¢, +b,c

alle Summanden mit Ausnahme von b, ¢, durch p teilbar, woraus sich

P } a, im Widerspruch zur Voraussetzung ergeben wiirde. qed
ed.

Beispiele:

1. Aus dem Satz von EIsensTEIN folgt, daB etwa das Polynom
4 25— 18 x% 4 30 % 4 12 in I'[x] lediglich 2(2 x5 — 9 x% 4 15 &2 4 6)
als Zerlegung gestattet (man wihle p=3); alsoist es in P[] irreduzibel.

1) FERDINAND GOTTHOLD MAX EISENSTEIN, 1823—1852.

%) Natiirlich ist die Bedingung pla, von selbst erfiillt, wenn der betreffende Koeffizient
gleich o ist; insbesondere setzt die Bedingung $® 4 4, auch @, o voraus.
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2. Der noch ausstehende Nachweis der Irreduzibilitit des Polynoms
2P —2¢x% 4 (2 —4) € R[x] mit R=TL,(f) (vgl. §46) laBt sich
nunmehr mit Hilfe des Satzes von EISENSTEIN leicht erbringen. Wir
betrachten nimlich wie im zweiten Beispiel zu S(48.5) dieses Poly-
nom in R [x] mit R = II,[f] und beriicksichtigen, daB in R die Un-
bestimmte ¢ Primelement ist. Nun gilt:

tie t|2¢ und ¢|2—¢, aber 24 £2—¢;

also ist das Polynom irreduzibel in §[x], also auch in &[x]. Ubrigens
hitte man auch bei dem schon genannten Beispiel x? — ¢ auf die
gleiche Weise den Satz von EIsENSTEIN anwenden kénnen.

Beim Beschreiten des zweiten Weges geniigt es offensichtlich, alle
denkbaren Zerlegungen eines Polynoms in zwei Faktoren zu betrach-
ten. Wir nehmen zunichst den Fall vorweg, daB einer dieser Fakto-
ren vom ersten Grade ist, untersuchen also, unter welchen Bedingun-
gen ein Polynom f(x) in R[«] einen Linearfaktor abspaltet. Ist ins-
besondere der hochste Koeffizient von f(x) gleich e, so hat ein solcher
Linearfaktor die Gestalt (¥ — «), wobei « eine in R gelegene Null-
stelle von f(x) ist. Aus f(x) = (¥ — ) - g(x) ergibt sich « als Teiler
des Absolutgliedes 4, von f(x), und man hat also nur nachzupriifen,
ob unter den Teilern von @, Nullstellen von f(x) auftreten.

So spaltet z.B. das Polynom x® — x + 7 in I'[x] keinen Linearfaktor
ab, da die Teiler + 1, + 7 von @, = 7 offensichtlich keine Nullstellen
sind. Als Polynom dritten Grades ist es damit sogar irreduzibel in
I'[#] (und auch in P[x]).

In Verallgemeinerung dieser Uberlegung zeigen wir (fiir ein Beispiel
vgl. Aufg. 1):

Satz S (48.7)
Es sei f(x) = a,x® + ...+ ay ein Polynom aus R[x]. Dann hat jeder
in R[x] gelegene Linearfaktor von f(x) die Gestalt Bx — y, wobei B ein
Teiler von a, und y ein Teiler von a, ist. Ist also keiner der Quotienten

%’, mit B|a, und y|ay Nullstelle von f(x), so spaltet f(x) in R[x] keinen
Linearfaktor ab.
Beweis
Aus einer Zerlegung mit Koeffizienten aus R

F8) = (B% — 9) (a2 + oo ) = Bbyya®+ ...+ (—7) by
folgt sofort a, = Bb,_, und @, = (—)b,. qed.

3 Lugowski-Weinert, Algebra III
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Den eben gefithrten Schliissen liegt der Gedanke zugrunde, die zu
untersuchende Zerlegung f(x) = g(x) - A(¥) mit noch unbekannten
Koeffizienten anzusetzen und durch Koeffizientenvergleich zu Be-
dingungsgleichungen zu gelangen. Versucht man aber, auf diese
Weise allgemeine Aussagen fiir das Abspalten von Faktoren hoheren
Grades zu gewinnen, werden die Ergebnisse viel zu unhandlich, um
noch von praktischem Nutzen zu sein. Dagegen kann ein solches Vor-
gehen im konkreten Fall erfolgreich sein, wenn es gelingt, die ent-
stehenden Gleichungssysteme entweder zu 16sen oder zum Wider-
spruch zu fithren (vgl. Aufg. 3).

Derartige Untersuchungen lassen sich unter Umstidnden verein-
fachen, indem man zu Kongruenzen nach einem geeigneten Ideal m von
R iibergeht. Falls nimlich der héchste Koeffizient von f () modulo m
nicht verschwindet, folgt aus einer Zerlegung von f(x) in nichtkon-
stante Faktoren in R[x] eine ebensolche Zerlegung in (R/m) [x], so
daB also die Unmoglichkeit einer solchen Zerlegung von f(x) in
(R/m) [x] die in R[x] nach sich zieht?).

Wir betrachten dafiir als Beispiel das Polynom 4x% — 542 4- 14 € I'[«]
und rechnen modulo 3:

4x4—5x2+ 14 = x4 4 %24 2 mod 3.

Das Polynom x*+ x2+4 2 ist in (I'/(3))[x] irreduzibel. Es spaltet
namlich zunichst keinen Linearfaktor ab, da 0, 1 und — 1 nicht Null-

stellen dieses Polynoms sind (vgl. S(44.2)). Wiirde es in zwei qua-
dratische Faktoren

WM+ a2+ 2= (x+ ax+ b)(x2+ cx + d) mod 3

zerfallen, so ergeben sich durch Koeffizientenvergleich die Kongru-

€enzen i
O=a +¢
1=%
+d+ac mod 3.
=ad+ be
2= bd

Aus der letzten Kongruenz folgt ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit b = 1(3), d = 2(3); daraus ergibt sich aus der zweiten Kongruenz
1=ac(3), also entweder a=c=1(3) oder a=c=— 1 (3). In

1) Eigentlich rechnet man dabei mit Reprisentanten von Restklassen aus dem Rest-

klassenring R([+)/(m), der aber gemiB Aufg. 5 von § 34 i
isomorph ist. ’ & g 6 von § 34 zum Polynomring (R/m)[x)
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beiden Fallen erhalten wir aber @ + ¢ = 0 (3) im Widerspruch zur
ersten Kongruenz.

Von besonderer Bedeutung ist schlieBlich der Gedanke, durch Ein-
setzen geeigneter Werte o, o,, . . .1) aus R fiir » notwendige Bedin-
gungen fiir das Bestehen einer angenommenen Zerlegung f (x) =g (x) & (x)
zu gewinnen. Aus f(a,) = g(a,) #(x,) folgt nimlich, daB die Faktoren
fir a; Werte annehmen miissen, die Teiler von f(a,) sind. Damit hat
etwa der Faktor g(x) folgende Forderungen zu erfiillen:

1. g(x) ist ein Polynom mit Koeffizienten aus i vom Grad m, wobei
m durch die zu betrachtende Zerlegung festgelegt ist.

2. g(x) muB fiir gewisse Elemente a,, o, . . . aus R, iiber deren Wahl
und Anzahl man geschickt verfiigen kann, Werte g(ag) = o,
g(a;) = B,, ... annehmen, wobei fiir jedes B, jeweils siamtliche
Teiler von f(«;) in Frage kommen.

Nun ist nach unseren Uberlegungen in § 47 ein Polynom m-ten Grades
durch seine Werte an m + 1 Stellen eindeutig bestimmt. Falls also
der Ring R so beschaffen ist, daB jedes seiner Elemente, insbesondere
also jedes f («,), nur endlich viele (konstruktiv angebbare) Teiler hat,
sind nach 2. nur endlich viele Wertsysteme Sy, f,, . . ., ., moglich,
zu denen man jeweils ein Polynom g (x) mit Hilfe der Interpolations-
formeln konstruieren kann?). Unter diesen Polynomen miissen daher
alle Faktoren m-ten Grades von f(x) auftreten, wenn iiberhaupt
solche vorhanden sind, was also nunmehr durch endlich viele Divi-
sionen feststellbar ist.

Um auf diese Weise alle moglichen Zerlegungen eines Polynoms
f(x) vom Grad # zu erfassen, braucht man nur m der Reihe nach die
Werte 1, 2, . . . durchlaufen zu lassen, wobei man sich unter Beriick-

sichtigung des Komplementirfaktors auf m < 7 beschrinken kann.
ZusammengefaBt ergibt sich somit das folgende auf KRONECKER zu-
riickgehende Verfahren:

1) Dje Bezeichnung ist aus sofort ersichtlichen Griinden im Einklapg n:!it der in §47
gewihlt; die a; sind hier also nicht notwendig Nullstellen von f (%), jaes ist sogar sinn-
los, den Fall f(a;) = o zu betrachten, da man dann sofort durch # — &; dividieren und
das so entstehende Polynom niedrigeren Grades weiterbehandeln kann,

%) Diese Konstruktion erfolgt dabei in ®[#] (§ Quotientenkdrper von R), doch inter-
essieren hier natiirlich nur solche Polynome, die sogar in R[x]) hegen.’ Auch kopnen ge-
wisse Wertsysteme zu Polynomen fiihren, deren Grad kleiner als # ist und die damit
ebenfalls aus der Betrachtung ausscheiden.

3.
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Methode von KRONECKER S (48.8)

Es sei R ein ZPE-Ring mit nur endlichen vielen Einheiten, in dem jede
Faktorzerlegung in endlich vielen Schritten herstellbar ist. Dann kann
man die Primzerlegung eines Polynoms f(x) € R{x] vom Qrad n auf
folgende Weise ebenfalls in endlich vielen Schritten konstruieren:

a) Ist s die groBte natiirliche Zahl mit s < 3 » S0 gebe man sich will-
kiirlich s + 1 Elemente &g, o4, . . ., &, aus & vor.

ZweckmiBigerweise wird man dabei sowohl die a; giinstig wéhlen als auch dar-
auf achten, daB die entstehenden Elemente f(a;) moglichst wenige Teiler be-
sitzen. Unter Umstinden ist es auch vorteilbaft, mehr als die bendtigten
s+ 1 Paare a;, f(o;) zur Auswahl bereitzustellen.

b) Man ermittle fiir alle f(a,) sdmtliche in % vorhandenen Teiler.

¢) Fiir jedesm =1, . . ., s stelle man zu &g, &,, . . ., &, alle moglichen
Kombinationen By, 8y, - - ., Bm mit f;|f(«,) auf und konstruiere zu
jeder dieser Kombinationen ein Polynom g(x) vom Grad z mit

g () = By

Dabei ist es empfehlenswert, die Elemente ag, ay, . . ., & nach steigender An-
zahl der Teiler von f(a;) zu ordnen.

Zur Konstruktion von g(x) bedient man sich am besten der Interpolations-
formel von NEwroN, da man die dort auftretenden Koeffizienten A; jeweils
fiir alle nachfolgenden Werte §;,,, ;.. ... weiter verwenden kann. Poly-
nome g(x) € ®[»], die nicht in R[+] liegen oder einen Grad kleiner als m
haben, brauchen dabei nicht weiter beriicksichtigt zu werden.

Ferner kann man unter Umstinden erhebliche Rechenarbeit einsparen, wenn

man vorher (etwa durch Restklassenbildung) gewisse Werte fiir » von vorn-

herein als unméglich nachweist. Insbesondere wird man meist den Fall
= 1 nach S(48.7) erledigen.

d) Jedes der so konstruierten Polynome g(x) ist daraufhin zu iiber-
priifen, ob es in f(x) aufgeht.

Dies wird man natiirlich bei jedem erhaltenen Polynom g () sofort durchfiihren.
Im Falle g(x) | f(x) ist es unter Umstdnden giinstiger, das gesamte Verfahren
mit dem Komplementirfaktor erneut anzusetzen, um moglichst rasch zu Ende
zu kommen.

Bei dieser Nachpriifung selbst wird man den schwerfélligen Divisionsalgorith-
mus erst dann anwenden, wenn man nicht schon auf andere Weise das jeweils
betrachtete g(») ausschlieBen kann. So ist etwa zu beachten, daB nur solche
g (#) in Betracht kommen, deren hochster Koeffizient (bei Anwendung der Inter-
polationsformel von NtwrtoN also A,,) ein Teiler des hochsten Koeffizienten
von f(x) ist. Weitere notwendige Bedingungen fiir g(x) | f(#) bestehen darin,
daB beim Einsetzen von Werten «; aus R, die nicht zur Konstruktion von g (x)
verwendet wurden, ebenfalls g («;) | f(x;) gelten muB.
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Beispiel:
Es ist das Polynom x5+ 13— 2x2— 2 € I'[#] in Primfaktoren zu
zquegen. Der Ring %= T erfiillt die verlangten Voraussetzungen;
wir geben die einzelnen Schritte entsprechend der Gliederung von
S (48.8) an:
a) Wegen # = 5 ist s = 2, und wir wihlen:
ag= 0 mit f(a)=—2
= 1 mit f(a)=-—2
a;=—1 mit f(a,)=—86.
Wir nehmen noch hinzu
63 =—2 mit f(a;)=—>50.
b) Als Teiler liegen vor von
Hlog) =—2 :£1, £2;
fla)=—2 141, £2;
flag)=—6 :+1, £2, £3, +6;
flag)=—50:+ 1, +2, +5, + 10, +25, +50.
c) Den Fall m = 1 schlieBt man sofort durch Anwendung von S (48.7)
aus. Fiir m = 2 gibt es zu &, o,, o, fiir By, f,, B, insgesamt 4.4.8
= 128 Kombinationen. Allerdings braucht man die Hilfte davon
nicht zu beriicksichtigen, da man etwa f, stets positiv wihlen kann;
gilt ndmlich fiir g(x)
g(oo) = Bo, &loy) = P1, g(aa) = fo,
so folgt fiir —g(x)
—g(ag)=—PFo, —8la)=—p1, —glag)=—Pp,,
und es geniigt offensichtlich, entweder g(x) oder —g(x) zu finden?).
Damit sind noch 64 Polynome der Form
g(x) = Ao+ A(x — ag) + A (v — &) (x — oy)
= Mo+ Ax+ A, (62— %)
zu diskutieren. Dabei beschrianken wir uns auf die 8 Fille
ﬂ0= 1, ﬂ1=2, ﬂ2=:|:1: ﬂ:2’ :l:3; :l:6;
an denen sich alles Interessante veranschaulichen la8t.
1) Eine entsprechende Uberlegung lehrt, daB man auch im allgemeinen Fall bei den
Kombinationen der f; fir ein f3; (am besten fiir fy) von jeder Klasse zueinander asso-

ziierter Teiler nur einen zu berticksichtigen braucht, da von zuginander assoziierten
Polynomen g(x) jeweils eins zur Nachpriifung von g(x) | (%) geniigt.
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d) Die Werte von 4, und 4, sind fiir alle 8 Fille die gleichen:

Ay =g (o) = fo=1,
2 =€(°‘1)—lo= Bi—2 =1.
1 & — &g Xy — g

Entsprechend berechnet man 4, als Funktion von §,:
Ae = glog) — A — A(oxg— ) _ Ba,
2 (g — oxg) (% — &%y) 2
Damit fallen die Werte 8, = +1 und f, = +3 weg, da der hichste
Koeffizient A, von g(x) eine ganze Zahl werden muB. Desgleichen
ist B = + 6 unméglich, da fiir 4, nur Teiler des hochsten Koeffizien-
ten 1 von f(x) in Frage kommen. Im Falle 8, = — 2 erhalten wir das
Polynom gx)=—x24+2x+1;
dieses ist aber nicht Teiler von f(x), da g(«;)= — 7 nicht in f(ag) = — 50
aufgeht. Dagegen liefert §, = 2 das Polynom
gx)=42+1,

welches sich durch Division als Teiler von f(x) herausstellt:

Hx) = (2 + 1)(x* — 2).
Dies ist bereits die gesuchte Primzerlegung von f(x), da wir schon
nachgepriift haben, daB keine Linearfaktoren vorhanden sind.

Aufgaben zu § 48
1. Mit Hilfe von S(48.7) zerlege man das Polynom
f(¥) = 2x* — 2%+ 622 Tx — 5 € I'[#] in irreduzible Faktoren.

2. Unter Verwendung von S(48.7) gebe man eine Abschitzung fiir den Betrag
der rationalen Nullstellen eines Polynoms f(¥) = a,2™ + ...+ ay € I'[»]
an.

3. Man beweise die Irreduzibilitit von x4 — 10224 1 € T'[4].

4. Man zerlege unter Verwendung der Methode von KRONECKER
f(x) = 2% — 515+ 62* — 343 + 1642 — 1754 — 3 € I'[#] in Primfaktoren.

§ 49. Symmetrische Funktionen

Bezeichnet man die # Nullstellen eines Polynoms f(x) vom Grad n
mit &y, &, . . ., &, so ist die damit vorgenommene Durchnumerierung
der Nullstellen offenbar voéllig willkiirlich. Daher miissen Aussagen,
die kleine speziellen Eigenschaften einzelner Nullstellen betreffen,
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sondern in die alle » Nullstellen gleichberechtigt eingehen, von einer
nachtriéglichen Abénderung dieser Numerierung unabhingig sein.
Das fithrt dazu, allgemein Funktionen von # Argumenten zu betrach-
ten, die beliebige Vertauschungen dieser Argumente zulassen, wobei
wir zunichst ganze rationale Funktionen mit Koeffizienten aus einem
Integrititsbereich & mit Einselement untersuchen?):

Definition D (49.1)
Ein Polynom Fxy, %, ..., %) ER[xy, %y, . . ., x,] heift eine sym-
metrische Funktion?) in den n Unbestimmten X1, Xy, + o oy Xy, WENN

es bet jeder Permutation
( 12...n )
s=1.. .
iyl 0. .iy

dieser Unbestimmien in sich iibergeht:
sf(xy, %, .oy x,) = f (%, %55 -0 0o x,-.) = f(%y, xg, ..., %,).

Durch diese Begriffsbildung werden also unter allen Polynomen
von R[x,, %,, . . ., x,] diejenigen ausgewihlt, die gegeniiber allen !
Permutationen der symmetrischen Gruppe ©, invariant sind, wor-
aus sich ja auch deren Name ableitet.

Als Beispiele geben wir zunichst gewisse symmetrische Funktionen
an, welche im folgenden eine besondere Rolle spielen und die » elemen-

tarsymmetrischen Funktionen in den n Unbestimmten x,, x,, . . ., %,
genannt werden:
o, =2% =%+ %+...+%,,
i
Oy =22%% ==x%+%+...+%%+x%+...+2%_,%,
<j
Oy =2 X %%, = X, X %3 + %1 X Xy + - o« + Xy g%y 1%,
1<i<k
= %1%y . . . %,.

1y Ubrigens geniigt es fiir D (49.1), S (49.2), S (49.3) und S (49.5), R als kommutativen
Ring mit Einselement vorauszusetzen; lediglich die Aussage H(/-g)'= H())-H (g)
im ersten Teil des Beweises von S (49.3) ist dann dahingehend einzuschrinken, daB die
Koeffizienten von H (f) und H (g) nicht Nullteiler sind, was aber bei den nachfolgenden
Anwendungen dieser Aussage ohnehin stets der Fall ist.

%) Diese Bezeichnung hat sich an Stelle von ,,symmetrisches Polynom** bzw. ,,sym-
metrische ganze rationale Funktion‘* eingebiirgert, die an sich zutreffender wire.
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In der Tat sind diese Funktionen symmetrisch. Um dies zu zeigen,
adjungieren wir zu R[x,, %,, . . ., %,] eine weitere Unbestimmte x und
betrachten in R[x,, #,, . . ., #,][#] das Polynom

Fa)=(x—2)(x— %) . .. (¥ — %)
= %" — gy 2" 1+ 02" 2 — + ...+ (—1)%a,.

Aus der ersten Darstellung dieses Polynoms geht hervor, da8 es
gegeniiber einer Vertauschuug der x, invariant ist. Also miissen auch
die Polynome a,, 0y, . . ., 0, aus R[x,, %,, . . ., 4], die ja (mit alter-
nierenden Vorzeichen) die Koeffizienten von F (x) sind, bei jeder Per-
mutation der ¥, in sich iibergehen?).

Weiterhin ist das Quadrat
P2=P2(%), %5, ..., %) =[] (%, — %,)?
u<sv
des Differenzenprodukts P in # Unbestimmten x,, x,, ..., x, eine
symmetrische Funktion, da wir bereits in S(10.4) feststellten, daB
sP = 4 P fiir alle s € &, gilt.

SchlieBlich sind die sog. Potenzsummen offensichtlich symmetrische
Funktionen in den auftretenden Unbestimmten:

S, =S, %, ... %) =x=x1+%+...+2% v=012..)

Uber die Gesamtheit aller symmetrischen Funktionen eines Ringes

R{x,, %5, . . ., x,] lassen sich die folgenden grundlegenden Struktur-
aussagen machen:

Satz S (49.2)

Summe, Differenz und Produkt symmetrischer Funktionen sind wieder
symmetrische Funktionen.

Mit anderen Worten: Die Menge der symmetrischen Funktionen bildet
einen Unterring von R[x,, %,, . . ., %,)].

Beweis

Es geniigt zu zeigen, dal die Differenz und das Produkt zweier sym-
metrischer Funktionen f(x;, %, . . ., %,) und g(x,, %, . . ., x,) eben-

1) Der Beweisgedanke entspricht der Tatsache, daB die elementarsymmetrischen
Funktionen bis auf das Vorzeichen angeben, wie sich entsprechend den VIETAschen

qurzels.’;tzen die Koeffizienten eines Polynoms durch seine Nullstellen ausdriicken
assen.
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f?,lls symmetrische Funktionen in x,, x,, . . ., %, sind. Aus der Iden-
titat h(xy, %y ooy 20) = f2y, %, . .., x,) — g(x,, Xy oeer Xy)
folgt aber fiir jedes s = (:1 12’::) €6,

ho(%s,, %00 x,-n) =f(x, %, ..., x,-ﬂ) — g, xiy,e e x,-n),

und da nach Voraussetzung die rechten Seiten gleich sind, ergibt
sich:

b, %, ..., xi,.) =h(%, %, ..., %,).
Entsprechend schlieBt man fiir das Produkt. qed.
Hauptsatz liber symmetrische Funktionen S (49.3)
Jede symmetrische Funktion f(x,, x,, . . ., x,) € R(%,, %,, . . ., x,,] lift
sich emndeutig als Polynom @(oy, 0y, . . ., 0,) in den elementarsymme-
trischen Funktionen oy, oy, . . ., o, mit Koeffizienten aus R darstellen.
Mt anderen Worten: Der Unierring der symmetrischen Funktionen
von R[xy, %, . . ., x,] 15t der Polynomring R[oy, 0y, . . ., 6,] in den
(voneinander unabhingigen) Unbestimmien oy, o,, . . ., 0.

Beweis

Der hier gewdhlte Beweis ist konstruktiv und stiitzt sich auf eine ge-
schickt gewihlte Anordnung der Glieder des zu betrachtenden
Polynoms, die wir vor dem eigentlichen Existenz- und Eindeutigkeits-
beweis auseinandersetzen.

1. Lexikographische Anordnung:

Wie man im Lexikon aus der alphabetischen Anordnung der Buch-
staben eine solche der Worte durch Betrachtung der ersten, der
zweiten, . . . Buchstaben ableitet, gewinnt man aus der groBenmaBi-
gen Anordnung der Exponenten eine solche der Potenzprodukte

x:' x;‘ - x;" durch Betrachtung des Exponenten von x,, von %,,...,
von x,. In diesem Sinne nennt man

V1 .72 » 1 1 & M1 M3 Hn
%%y .. xn  lexikographisch hoher als  x{"x*. .. #/m,
wenn die erste nichtverschwindende Differenz », — u, positiv ist,

d.h., wenn gilt:
V=l s Vioy = Bioqs Vi 2D e
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Die damit gegebene Anordnung der Potenzprodukte iibertragen wir
auf die Glieder eines Polynoms f(x,, %,, . . ., #,) und bezeichnen ins-
besondere mit H (f) das (lexikographisch) hochste Glied von f. Das
héchste Glied des Produktes zweier Polynome ist dann das Produkt
der hochsten Glieder der Faktoren:

H(f-g)=H(f)- H(g).

Diese Behauptung ist jedenfalls richtig fiir den Fall » =1 (vgl. Be-
weis von S(32.4)). Der allgemeine Beweis ergibt sich durch vollstin-

dige Induktion von # — 1 auf #n. Dazu schreiben wir f(x,, %,, . . ., %,,)
und g(x,, %,, . . ., ¥,) als Polynome in x,
r 8 .
[=3x4; g=3xB,
i=0 =0
mit Koeffizienten 4,= 4,(x,, ..., x,) und B; = B,(x,, ..., x,) aus

Rixy, ..., %,
Offensichtlich ist H(f) = x1- H(4,) und H(g) = x1- H(B,) und wegen

feg= x;'“A,B,—i— A

H(f-g)=a7"'H (4,B,). Nach Induktionsvoraussetzung ist aber
H(A,B,)=H(A,) - H(B,) und damit
(A

H(f)-H(g) = #1H(A,) - x{H (B,) = %, "H(4,B,) = H(fg).

Wenden wir die lexikographische Anordnung nunmehr speziell auf
eine symmetrische Funktion f(x,, %,, ..., ¥,) an, so gewinnen wir
einen besseren Uberblick iiber deren Glieder. Mit jedem ihrer Sum-

manden a, ,, ., %' % ... x5 treten ja nach Definition auch die-

jenigen Summanden a, , . % %t .. x4 auf, die durch Anwen-
. . . .l 2
dung einer beliebigen Permutation "

12...n
s= . 3 .
7'1’2---%)

auf die Indizes der Unbestimmten aus dem ersteren hervorgehen. Fiir
die aus ihnen gebildete Teilsumme von f(x, %,, . . ., %,) schreiben
wir auch
P “
;a"l‘“z““‘nxl Xt xn,

wobei natiirlich nur iiber solche s € &, zu summieren ist, die ver-
schiedene Glieder liefern.
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Ordnet man die Unbestimmten wieder in der urspriinglichen Reihen-
folge

By s by bR, Bk, 2
a X, ... X, = a ‘x,t. . n
Hifhseeelt, Vg i, Hillzee o by xl xa x" ’
so erkennt man, daB man die aus a,, pr...ny ¥y %4 . . . xhn entstehenden

Summanden ebensogut durch Anwendung der jeweils zu s inversen
Permutation . .
sl (tl z,...1,,) _ (1 2...n )
12...n kykgooiky
auf die Indizes der Exponenten erhalten kann. Offensichtlich liefert
dabei der Fall pp, > pp, > ... = g den lexikographisch hdchsten
dieser Summanden, den man zweckmiBigerweise an Stelle eines be-

liebigen von ihnen zur Kennzeichnung der Gesamtheit der durch
Permutation auseinander hervorgehenden Summanden verwendet.

Beispiele:
In diesem Sinne kann man die elementarsymmetrischen Funktionen schon
durch Angabe eines Summanden charakterisieren:

0,=23'%, O,=2%%, O=23%%%,..
8 8 8
Weiterhin kénnen wir die symmetrische Funktion
[, %, %) = 2”: —|-x':xa+x?x3+xl x:+xlx’3+ 2x:+x:x3+x2x: +2x: ’

die wir zunichst in lexikographischer Anordnung ihrer Glieder hingeschrieben
haben, abkiirzend darstellen durch

(%15 %5, 23) = nz 2‘:+ ?’:xz'

2. Existenzbewers :

Es sei f(%,, %, - . -, %,) eine beliebig vorgegebene symmetrische Funk-
tion mit dem héchsten Glied

H{f)=a "x;‘x;'. AT

Dy Paens n

Wir werden zunichst zeigen, daB wir f(x,, %,, . . ., x,) ganzrational
durch elementarsymmetrische Funktionen und eine symmetrische
Funktion g, (%,, %, . - ., ¥,) ausdriicken konnen, wobei das héchste
Glied H (g;) lexikographisch niedriger ist als H (f).

Dazu bilden wir, was wegen » > v,>...>7v, moglich ist, die
symmetrische Funktion

Y1—9vs P17 P5—1"" "% g'n
o 62 e dn—l O‘n ,
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deren hochstes Glied als Produkt der héchsten Glieder

71—y D% Tt 7}
H(o}'™) =%
H(o,’g—’.) — xv.-—v. x’, 73
2 1
3= P4 — I8V 4 V3T Ve 4PV
H(og™) =ap7"x" "%
H( n-—l ’n) = x;u 1 'nx n—1" s . x'u—ll—'-
n—
H(o7") AL
genau das Potenzprodukt «7'«}'. .. x)» ist. Bildet man also die
Differenz
_ Vi—Py Vp— 1, n—1""n "0
f(xl' Xar o x") aa.v,...v,, % %, 0 O
=g (%, 22, - - -, xn)’

so erhilt man daraus die behauptete Darstellung von f(x;, %5, . . ., %,);
insbesondere ist nach Konstruktion H (g,) niedriger als H (f), da sich
die héchsten Glieder auf der linken Seite gerade wegheben.

Auf die gleiche Weise gewinnt man g, (%;, %,, . . ., ¥,) als ganze ra-
tionale Funktion von g;, 0y, . . ., g, und einer symmetrischen Funk-
tion g,(%,, %,, . . ., %,), wobei wiederum H (g,) niedriger ist als H (g,).
Offenbar muB dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten ab-
brechen, und man erhilt schlieBlich f(x,, #,, . . ., #,) als ganze ratio-

nale Funktion ¢(oy, 0,, ..., 0,) in den elementarsymmetrischen
Funktionen g,, 0y, . . ., g, mit Koeffizienten aus R.
Beispiel:

Wir stellen die oben angegebene Funktion
f(%,), %p, %3) = %‘ 247 4 %‘ %,
als Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen o,, 0,, g, dar. Es ist
H (f) = 2} ; wir haben also 20}7° ¢} 6= 20} zu bilden:
20] = 2(x, + %, + ;)3 = ‘.Z' 273 + 3 6435, + 122, 7,2, .
8
Damit ergibt sich:
81 (%1, %g, %) = f (%1, %3, %) — 2"3 =— E 5214y — 12%,%,%,.

Entsprechend verfahren wir mit g, (#,, #,, #;) und bllden wegenH (g,) = — 5x

den Ausdruck — 56}~ 10;"%0) = — 60, 0,:

— 80,0y = — b (%) + %3 + %;) (%, 23 + 2,23 + 2, %3)
=— 3 bx1%, — 162, %,7,.
$§
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Also ist
8a(%y, %a, %) = g, (%, %3, %) + 6 0,0, = 3 %, 43%,.

Offenbar ist schlieBlich 3, 7,2, = 3 d;, so daB man erhilt:

f (#1, %3, #3) = 20} — 66,0, + 30, = 9 (9, 0,, 7).

3. Eindeutigkeitsbewess:

Wiirden fiir eine symmetrische Funktion zwei verschiedene Dar-
stellungen dieser Art

T, %gs - . ., %) = @1 (01, G, - -+, Op) = @u(0y, Op, - . -, Op)
moglich sein, so existiert eine algebraische Gleichung

Y(01, 05, ..., 0p) =, (01, 03, . . ., 0p) — @p(0y, 05, . . ., Gp) =0
mit nicht lauter verschwindenden Koeffizienten aus i (mit anderen
Worten: ¢y, gy, . . ., 0, Wiren keine voneinander unabhingigen Un-

bestimmten iiber R).
Wir fithren diese Annahme wie folgt zum Widerspruch: Jedes Glied
ao’l“ o;’. .. a':ﬂ von y(0y, Oy, . - ., 0,) Mit a & o schreiben wir in der

Form

adjial. .. ":"—_1' ai" =ac gl gheiTEn gl
mit gy =2An, ppa=24s+ 4w, oo ti=4 + 23+ ... + 4. Un-
ter allen diesen Systemen u,, s, - . ., p, gibt es ein lexikographisch

hochstes System v, ,, .. ., 7,.

Gehen wir nun von vy(g,, 0,, ..., g,) durch Einsetzen der Unbe-
stimmten x,;, %,, . . ., X, zZu

w(0oy, 05, ..., 0p) =%, %5, ..., %) =0
iiber, so liefert das System #,, #,, ..., v, entsprechend den Uber-

legungen im zweiten Teil des Beweises das lexikographisch hochste
Potenzprodukt ax}'#}*...#» mit a % o. Dieses Glied kann sich
nicht gegen die sonst nur noch vorhandenen lexikographisch niedrige-
ren Summanden wegheben. Zwischen den Unbestimmten x,, x,,..., %,

kann aber keine algebraische Relation bestehen.
ged.

Wenn auch der eben durchgefiihrte Existenzbeweis konstruktiv ist,
so liefert das ihm zugrunde liegende Verfahren doch keineswegs immer
den einfachsten Weg, um die Darstellung einer gegebenen symmetri-
schen Funktion f(x;, %,, . - ., %) als Polynom in den elementarsym-
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metrischen Funktionen zu finden. Oft ist es vielmehr empfehlenswert,
unter geschickter Ausnutzung notwendiger Bedingungen f(xy, %,. . . %)
als Polynom in @,, d,, . . ., 6, mit noch unbekannten Koeffizienten
anzusetzen und letztere durch Koeffizientenvergleich oder auch mit
Hilfe des Einsetzungsprinzips S(32.6) zu bestimmen. Als Beispiel
hierzu driicken wir
P2 = P(xy, %y, %3) = (% — %)* (% — %a)* (% — %g)?

als Polynom in

Oy =%+ X3+ X3, Op= X%+ X1 X3+ Xy%3, Og= %;%3%3
aus.
Nach der im Beweis von S (49.3) angegebenen Methode hitte man P,
auszumultiplizieren und lexikographisch zu ordnen

3,3 3,2 2,2 2
PP=3x12f — 23 aixoxs — 2 3 a1 x5 + 2 3 2343 %3 — 621453
8 L] 8 8

und dann schrittweise das jeweils lexikographisch héchste Glied durch
Potenzprodukte der o; zu ersetzen, eine insgesamt doch recht miihe-
volle Rechnung.

Statt dessen iiberlegen wir uns zunichst, welche Potenzprodukte
der o, in der gesuchten Darstellung iiberhaupt auftreten konnen. Das
ist in diesem Fall einfach, weil P2 homogen von Grad 6 in x,, x,, x5

ist. Da mit den ¢, auch jedes Produkt o' o} o;' homogen in den x,

ist, kommen hier nur diejenigen in Frage, die ebenfalls den Grad 6
haben:
Wir ordnen sie als Funktionen der x, lexikographisch

@, ota,. olol, ota,, ol 0,00, ot
und stellen fest, daB die ersten beiden wegzulassen sind, da sie lexiko-
graphisch héhere Ausdriicke enthalten als H (P?) = x4x2. Diese not-
wendigen Bedingungen liefern den Ansatz?)

= 2 42 3 3 2
p2 ¢, 0862+ c,080,+ c, 0% + ¢,0,0,0,+ c 2.

Dabei ist zunichst unmittelbar klar, da8 der Koeffizient ¢, des
héchsten Gliedes gleich 1 ist. Zur Bestimmung der iibrigen Koeffi-

1) Man beachte, daB man fiir diese Art der Betrachtung mit der Produktdarstellung
von P? auskommt; auch H(P%) = x: xg 148t sich unmittelbar aus ihr entnehmen. Sie
ist auf Grund ihrer gréBeren Ubersichtlichkeit sogar viel vorteilhafter als die ausmulti-
plizierte Form, wenn auch in diesem Falle die lexikographisch héchsten Glieder ihrer

Summanden gerade die zu verwendenten Potenzprodukte der 0; liefern und damit
eine recht deutliche Entsprechung zwischen ibr und dem obigen Ansatz besteht.
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zienten verwendet man das Einsetzungsprinzip, indem man fiir
%), %, %3 solche Werte auswihlt, daB die zugehérigen Werte von
0,, Oy, 03 die sukzessive Berechnung der ¢, erlauben. Wir geben den
Gang der Rechnung in Form einer Tabelle an:

X | %| %3 | 0y | 6p | O Einsetzung Ergebnis
11| 0]2| 1] 0[|0=1-44¢4-1 Cg=—4
1|1|—2(0|-3|—-2|0=—4.(—27)+¢; -4 c;=—21
212|-1|3| 0|—4|0=c,-(—108) —27-16 Cg=—4
11| 13| 3| 1/0=1.81—4.27—4.274¢,-9—27.1|c,= 18

Damit erhalten wir

= 22
P2= oo — 4080, — 408 + 180 0,0, — 27 2.
Man wird natiirlich angesichts dieser Berechnung von P2?(x,, #,, #,) die Frage
stellen, ob man nicht die fiir beliebiges # definierte symmetrische Funktion
P2(x,, %,, . . ., #,) auch allgemein als Polynom in den elementarsymmetrischen
Funktionen explizit angeben kann, ohne die Anzahl #» der Unbestimmten dabei
festzulegen. Dies ist in der Tat moglich, jedoch unter Verwendung eines prinzi-
piell anderen Gedankenganges (vgl. S (50.6)).
Etwas Ahnliches liegt bei den Potenzsummen S, (#,, %,, . . ., #,) VOr, WO man
auch durch Uberlegungen, die wir hier jedoch nicht darstellen wollen!), zu
einer allgemeinen Losung gelangen kann, welche fiir den einzelnen Fall die An-
wendung der oben auseinandergesetzten Konstruktionsverfahren iiberfliissig
macht. Diese besteht in den sog. NEwTonschen Formeln, die sukzessive die
Potenzsummen
Sy(%, %0 - o Zg), Sa(%, X oo X))y -
aus den » elementarsymmetrischen Funktionen g,, g,, . . ., 0, in # Unbestimm-
ten zu berechnen gestatten:

S,— g =0
S;— 6,5+ 20, =0
Sg— 0,5, + 035, — 304 =

Sp— 0,Sp_1+ 0:Sp—s— + ...+ (—1)*no, =o0

und dariiber hinaus

Sask— 01Spik-1 + 03Sptk-2— + - o+ (—1)*Sp=0.
Diese Formeln lehren sogar, daB man umgekehrt o,, 0y, . . ., 6, ganzrational
durch S, S,, ..., S, ausdriicken kann, wenn nur -, .. ., % als Koeffizienten
zur Verfiigung stehen, wozu natiirlich notwendig ist, daB die Charakteristik

1y Hierfiir verweisen wir auf die im Literaturverzeichnis angegebenen Lehrbiicher von
KOCHENDORFFER (S. 123) und TSCHEBOTAROW (S. 162).
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von R entweder 0 oder eine Primzahl p > # ist. Mit anderen Worten: Unter
diesen Voraussetzungen kann man ebensogut die Potenzsummen wie die ele-
mentarsymmetrischen Funktionen als Erzeugendensystem des Ringes der sym-
metrischen Funktionen nehmen:

Rig,, 05, ..., 0] = R[S;, S,..-., Syl

Mit dem Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen haben wir, ab-
gesehen von seiner strukturellen Bedeutung, ein fiir viele Anwendun-
gen grundlegendes Ergebnis erhalten. So ist es mit seiner Hilfe mog-
lich, bereits bekannte Aussagen iiber die elementarsymmetrischen
Funktionen auf alle symmetrischen Funktionen zu iibertragen. Dabei
ist zu beachten, daB $(49.2) und S(49.3) weitergelten, wenn man
gemdB dem Einsetzungsprinzip die Unbestimmten x,,x,,..., %,
mit Elementen eines Oberringes von R identifiziert. Auf diese Weise
erhalten wir die wichtige

Folgerung F (49.4)

Es sei f(x) ein Polynom aus R[x] vom Grad n mit hochstem Koeffi-
zienten e und den Nullstellen oy, o, . . ., &,.

Dann lipt sich jede in diesen Nullstellen symmetrische Funktion (mit
Koeffizienten aus R) als ganze rationale Funktion in den Koeffizienten
von f(x) (mit Koeffizienten aus R) darstellen, ist also ein Element von R.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar, wenn wir in dem vorn betrachte-
ten Polynom
Fx)=(x—2)(x — =) ... (x —x,)

die Unbestimmten #,, ,, . . ., x, mit den Nullstellen a,, a,, . .., &,
von f(x) und damit F (x) mit f(x) und also die elementarsymmetrischen
Funktionen gy, a,, . . ., g, (jedenfalls bis auf das Vorzeichen) mit den
Koeffizienten von f(x) identifizieren.

Als Beispiel fassen wir P%(xy, %,, . . ., x,) als Quadrat des Differen-
zenprodukts der Nullstellen a,, a,, . . ., &,

Pay, oy, . .oy o) = JT (%, — a,)2
u<ln
eines Polynoms?)

) =%+ ax" 14 ...+ a, 2+ a, € R[]

‘) Fiir das Folgende el;yve_ist es sich im allgemeinen als praktischer, die Koeffizienten
eines Polynoms gegenliufig zu den Exponenten zu numerieren.
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auf. Damit wird P2 zu einem Element von R, das als ganze rationale
Funktion der Koeffizienten von f(x) berechnet werden kann und das
genau dann gleich o ist, wenn f(x) mindestens eine mehrfache Null-
stelle besitzt. Dabei hat P2 beziiglich der Koeffizienten 4,, a,, . . ., a,
von f(x) den Grad 2% — 2 (vgl. Aufg. 4). So ist etwa

fir n=2: P’= (a; — &)= a2 — day;
fir n=3: P2P= (a;— ay)? (a7 — &3)? (a0g — a1,)?
= a2a? —4ala, — 443 +18a a,a, — 2742.

Wir erginzen diese Uberlegung noch fiir den Fall, daB in dem be-
trachteten Polynom

Hx) = apgx™ + a2 1+ ... + a,_,x + a, € R[x]

der héchste Koeffizient a, = e ist. Man hat dann einfach in F (49.4)
die Koeffizienten von f(x) durch die Quotienten

a %
Y
zu ersetzen, so daB man die in den Nullstellen von f(x) symmetrischen
Funktionen als Polynome in diesen Quotienten erhilt. So ergibt sich
z.B. fiir das Quadrat des Differenzenprodukts der Nullstellen von f(x)

2
a a
firn=2: P2=-1 42,
ad ay
2 92 3 8 2
a’a ata a a.a.a a
firn=3: P2=-12% _ 4 1‘3 —4——:-{-18—‘—’3—“—27-—:
ao ao ao ao ao

Da es zur Feststellung mehrfacher Nullstellen doch nur auf das Ver-
schwinden oder Nichtverschwinden dieses Ausdruckes ankommt, be-
trachtet man statt dessen

fir n=2: a2 P*= a2 — 4a,4,;
i 2 g2
fiir n=3: a3P2=aiag——4afa3—4aoag+18a0a1a2a3—27a0a3.

Allgemein definiert man die Diskriminante des Polynoms f(x) als

D=a?P = ai" [T (&, — &,)%
p<r

4 Lugowski-Weinert, Algebra I1I
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Offensichtlich erreicht man durch die Multiplikation mit ag"~%, daB
P? nunmehr in die beziiglich a,, 4,, . . ., 4, homogene Funktion D
vom Grad 27z — 2 iibergeht (vgl. Aufg. 4). Fiir a4, = ¢ wird natiirlich
wieder D = P2

Nachdem wir mit den vorstehenden Betrachtungen einen Einblick
in die wichtigste Art der Anwendung von S(49.2) und S(49.3) ge-
wonnen haben, wollen wir diese Struktursitze iiber symmetrische
Funktionen in zwei Richtungen verallgemeinern. Dazu betrachten
wir einmal Polynome, die in mehreren Reihen von Unbestimmten,
jedoch nicht in allen zugleich symmetrisch sind; zum anderen dehnen
wir unsere Uberlegungen auf gebrochene rationale Funktionen aus.

Satz S (49.5)
Jedes Polynom

Fl, o o2 Yoo ¥ 2,000, 2,)
aus R[x, ..., %5 Y, Voo %, ..., 2], welches unabhingig
voneinander in x,, ..., %, MY, ..., Y,, ..., SchiieBlich in 2, ., 2,
symmetrisch ist, lift sich eindeutig als Polynom

1P A AR AT T 3

in den elementarsymmetrischen Funktionen o, der x,, v, der vy,, . . .,
o; der z, mit Koeffizienten aus R schreiben.

Beweis

Wir fassen zunichst f als Polynom in x,, ..., , mit Koeffizienten
aus R*=R[y,,...,%; ...; 2,...,2,] auf und erhalten nach
S(49.3) eine Darstellung als Polynom aus ®*[q,, .. ., g,]. Dieses
Polynom betrachten wir nunmehr als ein solches in Vi« -, Y, Mit
Koeffizienten aus R{q,, . . ., Gy; -3 2%y, . .., 2] und ersetzen wieder-
um nach S(49.3) diese Unbestimmten y,, . . ., y, durch die entspre-
chenden elementarsymmetrischen Funktionen Ty, .- T, So fort-
fahrend erhalt man die gesuchte Darstellung von /.

Ihre Eindeutigkeit ergibt sich, indem man ¢ als Polynom in [ Y A
die dabei auftretenden Koeffizienten als Polynome in 7,, . . ., 7, usw.
auffaBt und jedesmal die Eindeutigkeitsaussage von S (49.3) anwendet.

qed.
Insbesondere lehrt der Beweis von S(49.5), da in dem Poly-

nom f auch noch eine Reihe von weiteren Unbestimmten u,,...
auftreten kann, in denen f nicht symmetrisch ist. Sie gehen dann ein-
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fach wiederum als Unbestimmte in das Polynom ¢ ein. Diese Aus-
sage ordnet sich aber als Spezialfall in S(49.5) ein, wenn man jeweils
#, v, ... fiir sich als ,,Reihe‘‘ von Unbestimmten ansieht; trivialer-
weise ist ndmlich f in der einzelnen Unbestimmten # symmetrisch
und # selbst die einzige elementarsymmetrische Funktion von u.

Setzen wir den Koeffizientenbereich als einen Kérper & voraus und
betrachten gebrochene rationale Funktionen g(x,, x,, ..., x,) aus
K (%, %, - - -, X,), S0 ist mit sg = g fiir alle s € &, analog zu D (49.1)
erklirt, was unter einer symmetrischen gebrochenen rationalen
Funktion zu verstehen ist. Die Gesamtheit dieser Funktionen aus
K(x,, %,, - . ., x,) bildet dann offensichtlich einen Unterkérper von
K(x,, %,, . . ., %,). Damit ergibt sich folgende Verallgemeinerung des
Hauptsatzes iiber symmetrische Funktionen:

Satz S (49.6)

Jede gebrochene rationale symmetrische Funktion g(xy, %y, ..., %y)
aus 8%y, %y, - - ., %) Wapt sich eindeutig (im Sinne der reduzierten
Quotientendarstellung) als gebrochene rationale Funktiony(0,, 0, .- ., 0p)
in den elementarsymmetrischen Funktionen oy, o,, . . ., 0, mit Koeffi-
zienten aus K darstellen.

Mit anderen Worten: Der Unterkorper der gebrochemen rationalen
symmetrischen Funktionen von R(%y, %y, ..., %,) st der Korper
R(0y, 03, - - ., 0,) 1 den (voneinander unabhingigen) Unbestimmien
0y, Ogy - -+, Oy

Beweis

Es geniigt zu zeigen, daB jede gebrochene rationale symmetrische
Funktion g(%,, %,, . . ., %,) Quotient zweicr ganzer rationaler symme-
trischer Funktionen ist, denn dann ist g(x,, %,, . . ., ¥,) ein Element
des Quotientenkorpers ®(ay, 0y, - - ., 6,4) VoD f[0y, 0y, - - ., O] und
damit eindeutig als reduzierter Quotient darstellbar (vgl. S(48.3)
und S(41.12)).

Dazu sel fl(xl;xQ)"'9xn)

fa(#1s %25 vs #y)
irgendwie als Quotient zweier Polynome aus §[x,, %,, . . ., x,] ge-
geben. Wir erweitern diesen Bruch mit dem Produkt

Hsfﬁ(xl’ L7 xn) = /; (xl' Xgy o xu)

€6,
8(1)

A

4‘
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aller Polynome, die aus f,(x,, %,, - . ., %,) durch Anwendung aller
Permutationen s = (1) aus &, entstehen:

_hfi

§= fa'f;

Dann ist der Nenner f,f3 nach Konstruktion eine symmetrische Funk-
tion in x,, %,, . . ., %,, von g gilt dies nach Voraussetzung; also ist

his = g - [,f; ebenfalls symmetrisch in x,, %, . . ., %,.
ged.
Aufgaben zu § 49
1. In Veralljgemeinerung von D(49.1) kann man Polynome f(x,, %, . . ., %)
aus R[x, 43, . . ., #,] betrachten, die sf = f fiir alle Permutationen s einer

Untergruppe § von &, erfiillen, die also gegeniiber dieser Untergruppe
invariant sind. So hatten wir schon in § 11 die alternierenden Funktionen als
solche kennengelernt, welche die Anwendung aller geraden Permutationen
gestatten und der alternierenden Gruppe %, ihren Namen geben.

Man zeige, daB ein Polynom, welches gegeniiber § < &,,, aber nicht mehr
gegeniiber einer umfassenderen Gruppe invariant ist, bei Anwendung aller
Permutationen in soviel verschiedene Polynome iibergeht, wie der Index
j=(©,: ) angibt. In diesem Sinne spricht man auch von j-wertigen Funk-
tionen.

. Man gebe die symmetrische Funktion

f (%1, %, %5, %) = ? x’:xa + %‘ 2:«::«: + %,‘ iz,

zunichst ausgeschrieben in lexikographischer Anordnung an und stelle sie
mit Hilfe des in S(49.3) angegebenen Konstruktionsverfahrens als Polynom
in den elementarsymmetrischen Funktionen 0y, Oy, 03 und o, dar.

. Die Potenzsumme 2} + #; 1 #} ist als Polynom in g,, d,, 0, anzugeben, wozu

man das Verfahren von S(49.3) und zum anderen den Ansatz mit unbekann-
ten Koeffizienten verwende.

. Das Quadrat des Differenzenprodukts P2(x,, #,, . . ., #,) hat, aufgefaBt als

Polynom in den elementarsymmetrischen Funktionen 0y, Oy, . .., Gy, den
Grad 27# — 2. Man zeige dies, indem man sich an Hand des Existenzbeweises
von S5(49.3) allgemein iberlegt, wie man den Grad des entstehenden Poly-
noms @ (0,, G, . . ., 0,) bestimmen kann.

. P%(x, %, . .., %,) 1dBt sich als Determinante

Se S;...S,4
S, Sp...S.
Pt =

Sn—lsu e Szu—’
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in den Potenzsummen S, (#,, #,, . . ., #,) schreiben. Man beweise dies unter
Verwendung der VANDERMONDESschen Determinante.

6. Das Polynom
S %3, %35 ¥1533) = 29,9, (*: + *‘: + ’:)
—3 (y: + yg) ("Z”H'*:”a +x1”: +x1"’s +x:"a+ ’ax:)

ist sowohl in x,, x,, #; als auch in y,, y, symmetrisch. Man stelle es als
Polynom der zugehorigen elementarsymmetrischen Funktionen gemiB
S (49.6) dar.

7. Man berechne erneut das in Aufg. 6 gesuchte Polynom, indem man das auf
Koeffizientenvergleich beruhende Bestimmungsverfahren fiir mehrere Reihen
von Unbestimmten ausdehnt.

§ 50. Resultanten

Mit der Diskriminante D eines Polynoms f(x) € R [x] haben wir im
vorigen Paragraphen einen Ausdruck kennengelernt, der allein mit
Hilfe der Koeffizienten von f(x) zu entscheiden gestattet, ob f(x)
mehrfache Nullstellen besitzt oder nicht. Wir wollen nunmehr die
weitergehende Frage, ob zwei Polynome f(x) und g(x) aus R[x] eine
gemeinsame Nullstelle besitzen, auf eine dhnliche Weise beantworten.
Dabei geben wir diesem Problem zunichst die Wendung, daB wir Be-
dingungen fiir die Existenz eines nichtkonstanten gemeinsamen
Teilers beider Polynome untersuchen, wobei wir den Koeffizienten-
bereich zum Quotientenkérper & von R erweitern.

Hilfssatz S (60.1)

Zwei Polynome f(x) und g(x) aus R[x] vom Grad n bzw. m haben genau
dann einen michtkonstanten gemeinsamen Teiler t(x) € K [x], wenn es
in R[x] zwer Polynome h(x) == o und k(x) = o gibt, die hichstens den
Grad n—1 bzw. m— 1 haben und der Beziehung genigen

f(%) - k(x) =g (x)-h(x).
Beweis
Ist ¢(x) gemeinsamer Teiler von f(x) und g(x), so erfiillen die in
F#) = t(x) - h(x) und g(x) = t(x) - k()

auftretenden Komplementirteiler /(x) und k(x) die genannten Bedin-
gungen. Die Gradbeschrinkungen ergeben sich nimlich unmittelbar,
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da der Grad von #(x) nach Voraussetzung mindestens 1 ist, und die
behauptete Beziehung folgt durch Multiplikation der linken Gleichung
mit £(x) und Einsetzen der rechten Gleichung.

Die Umkehrung ergibt sich daraus, daB ®[x] ZPE-Ring ist; simt-
liche Primfaktoren von f(x) miissen demzufolge in g(x)-k(x) auf-
gehen, und da %(x) nach Voraussetzung einen kleineren Grad als f(x)
hat, ist dies nur méglich, wenn wenigstens einer dieser Primfaktoren
von f(x) zugleich auch Teiler von g(x) ist.

qed.

Um aus diesem Kriterium Bedingungen fiir die Koeffizienten zu er-
halten, setzen wir die Polynome wie folgt an:

f(®)=apx® +ax"14 ...+ a,,
g(x) = bgam 4 byam-14 ...+ b,
h(x) = cex™ 1 42" 2 4 ...+ Coy,
Rx)=dyx" 1+ dxm2+ ...+ dy,_,,
wobei jedenfalls nicht alle ¢; und nicht alle d; verschwinden. Damit
ergibt sich aus
() - k(x) — g(x) - hx) =0

durch Koeffizientenvergleich:

+m-1 .

xnim-l: qod, — byt =0
+m-2 .

xmtm-2: g, d,+ ayd, —bycy— bycy =0
+m~3 .

xrtm=3 g, dy+ aydy + ayd, —bycy — bycy— byey =0
1

x Ayl _pt+ an—ldm—l — by Cpa— bm—lcn—l =0

x0 a, dm-—l - bm Cp1=0

Dies ist ein homogenes lineares Gleichungssystem von # + m Glei-
chungen inden 7+ m , Unbekannten' d,, ..., dp_y, —C, ..., —Cp_y,
welches genau dann eine nichttriviale Lésung besitzt, wenn die aus
den a4, und b, gebildete Koeffizientendeterminante verschwindet.
Man nennt diese Koeffizientendeterminante die Resultante der
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Po.lyngme f(%) und g(x) und gibt sie meist unter Vertauschung von
Zeilen und Spalten an:

aoal.l.a“
Ay ay...a
0.1.“_'1. m Zeilen
a, a, a
Rifg=|, , o™
o by ... by
bo by bm n Zeilen
bg by....0,

Eine solche Determinante heiBt auch SyLvesTErsche Determinante.
Fir die in ihr nicht bezeichneten Elemente ist selbstverstindlich o
zu setzen. Damit haben wir gezeigt:

Satz S (50.2)

Zwei Polynome f(x) und g(x) aus R[x] haben genau dann einen nicht-
konstanten gemeinsamen Teiler t(x) € K[x], wenn die als thre Resul-
tante R(f, g) bezeichnete ganze rationale Funkiton shrer Koeffizienten
verschwindet.

Mit diesem Satz ist auch unsere eingangs gestellte Frage in der an-
gestrebten Weise beantwortet; die Existenz eines nichtkonstanten
gemeinsamen Teilers ¢(x) € &[x] ist ja gleichwertig damit, daB der
groBte gemeinsame Teiler (f(x), g(x)) € §[#] nicht konstant ist, und
dies gemiB S (44.8) mit der Existenz einer gemeinsamen Nullstelle?):

Folgerung F (50.3)

Zwei Polynome f(x) und g(x) aus R[x] haben genaun dann eine gemein-
same Nullstelle, wenn ihre Resultante R (f, g) verschwindet.

Bei den bisherigen Uberlegungen sind wir davon ausgegangen, daB f(x) bzw.
g (#) den Grad » bzw. m haben, so daB unsere Resultantenbildung und damit
S(50.2) und F(50.3) zunichst @, == o und b, == o voraussetzen. Fiir manche
Anwendungen ist diese Einschrinkung aber unzweckméiBig, da man unter Um-
stinden von f(r) und g (») bloB weiB, daB sie h6chstens den Grad » bzw. m

1) Man beachte, daB erst hier die Existenz von Nullstellen nichtkonstanten Polynome
in geeigneten Oberbereichen verwendet wird. S(50.1), S(50.2) und ibrigens auch
F(50.4) (einschlicBlich der zugehdrigen Bemerkungen im AnschluB daran und am Ende
diescs Paragraphen)sind dagegen davon unabhéngig; wir werden sie sogar im néchsten
Paragraphen fiir einen Beweis des Fundamentalsatzes der klassischen Algebra heran-

ziehen.
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haben. In der Tat gelten alle unsere Betrachtungen weiter, wenn wenigstens
einer der beiden Koeffizienten a, und b, nicht verschwindet; wir haben ndmlich
lediglich im zweiten Teil des Beweises von S(50.1) den Grad eines der beiden
Polynome, und zwar (offensichtlich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) den
von f(x) verwendet.

Gilt dagegen sowohl g, = o als auch b, = o, so ist wegen des Verschwindens
aller Elemente der ersten Spalte trivialerweise R(f, g) = o, ohne daB die Re-
sultante noch etwas iiber die Existenz eines gemeinsamen Teilers aussagt.
Ubrigens umgeht man diesen Ausnahmefall bei Anwendungen meist dadurch,
daB man von vornherein (unter Hinzunahme einer weiteren Unbestimmten)
mit homogenen Polynomen arbeitet.

Als Beispiel betrachten wir in I'[x] die Polynome
fx)=2x+x2—4x+1, ghx)=x2—1.
Ihre Resultante

2 1-4 10
02 1-4 1
R(f.gy=| 1 0-1 0 0
01 0-10
001 0-1

verschwindet, wie sich durch Ausrechnen ergibt. In der Tat haben
f(x) und g(x) den gemeinsamen Linearfaktor (x — 1) und damit die
gemeinsame Nullstelle o = 1.

Wir wenden uns nunmehr einer genaueren Untersuchung der Eigen-
schaften der Resultante zweier Polynome zu. Zunichst ergibt sich
aus der Definition der Resultante als Determinante unmittelbar:

Folgerung F (50.4)
Die Resultante R (f, g) der Polynome
1(x) = Za, 2" und g(x) = Xb,xm—»

aus R [x] ist als ganze rationale Funktion der Koeffizienten dieser Poly-

nome homogen vom Grad m in ay, a,, . . ., a, und homogen vom Grad n
m by, by, ..., b,

Wir konnen also die Resultante in der Gestalt
R(f,g)= E‘,l,

schreiben, wobei die Koeffizienten ettty p, die Werte 0, 1 oder —1

b .b

e Py By iy av,' * 'avm B g
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haben. Insbesondere im Hinblick auf spitere Anwendungen wollen wir noch
eine genauere Kennzeichnung dieser Funktion vornehmen. Es treten namlich
genau die Summanden mit einem von 0 verschiedenen Koeffizienten auf, fiir
welche die Summe aller Indizes gerade m-» ist. Um dies zu beweisen, iiberlegen
wir uns, an welcher Stelle in der SYLVESTERschen Determinante die in einem
solchen Glied vorkommenden a, und b, stehen:

Zeilennummer | Spaltennummer
a,, 1 »+1
" 2 v+ 2
m Yy +m
’m
iy m—+1 p+1
e m— 2 Uy + 2
b mtn Uo+n
“n

Da aber aus jeder Spalte genau ein Element auftreten muB, folgt

D)+ et 2+ o A Em )+ D+ (et 2+ - (- n)
=14+24...4+ (m+ n)

m(m 4

1 ( 1
DA e vt gt g L) D)

_mAm) (mtm1)
- " ,

also in der Tat

nt vt .ottt et py=men

Dividiert man nun R(f, g) durch ag' b5, so e.rhéilt man gemiB F (50.4)
eine ganze rationale Funktion in den Quotienten

ay a, b b |
Ty e e ey Ty T 9ttt
% ay " by bo

Dies sind aber gerade die elementarsymmetrischen Funktionen der
Nullstellen o, , - - ., 65 und By, By, - - -, fm vOR f(x) bzw. g(x);
also ist

R(f,8)

m N
a, by
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nach S (49.2) sowohl in den «, als auch in den f; symmetrisch. Darauf
aufbauend zeigen wir weitergehend:

Satz S (50.5)
Die Resultante R(f, g) der Polynome
f(#)=a,JI(® —a,) wund g(x)=boI#I(x—ﬂ,‘)

aus R [x] lapt sich, aufgefaPt als symmetrische Funktion der Nullstellen
gjedes dieser Polynome, wie folgt darstellen:

R(f, g) = ag by [T (&, — Bu) = a3 [[g(x,) = (—1)*" bﬁgf(ﬂy)-
»u v

Diese Formel wird mitunter auch zur Definition der Resultante zweier Poly-
nome verwendet. Das ist sogar sehr naheliegend und entspricht dem Vorgehen
bei der Diskriminantenbildung. Geht man ndmlich davon aus, ein Polynom in

den Unbestimmten %, ..., 2, und y;, ...,y aufzustellen, das sowohl in den
%, als auch in den y, symmetrisch ist und beim Einsetzen der Nullstellen
Gy, ..., Gy von f(¥) und B, ..., By von g(x) genau dann verschwindet, wenn
a; = P, fiir wenigstens ein Indexpaar i, k gilt, so bietet sich

II (x v—Y y)

v, u

unmittelbar an. Es ist auch sofort klar, daB diese Funktion beim Einsetzen
dieser Nullstellen zu einem Polynom in den Quotienten

@, a, b by

Yooy _",.ac,_b

’
% a b

der Koeffizienten von f(¥) und g (¥) wird; nur ist die explizite Berechnung dieses
Polynoms auBerordentlich unbequem. In der Tat gehen diese Gedankenginge
in den nachfolgenden Beweis ein, der praktisch darauf hinauslduft, diese expli-
zite Berechnung von II (v, — y,) durch einen Vergleich mit dem durch die
SyLvEsTERsche Determinante gegebenen Ausdruck zu ersetzen.

Beweis

Die Ubereinstimmung der drei Produktformeln untereinander ist
unmittelbar aus den oben angegebenen Darstellungen von f(x) und
g (x) ersichtlich; wir werden uns auf sie im Verlauf des folgenden Be-
weises stiitzen.

Als erstes zeigen wir, daB 0% IT («, — f ) jedenfalls ein Teiler von
R(f, g) ist. Dazu bedenken wir: Alle bisherigen Uberlegungen um-
fassen auch den Fall, daB die betrachteten Polynome durch die
Vorgabe von Unbestimmten als Nullstellen

fx)=aJ[(x —x,), g(®) = bo IT (* — v,)
’ u
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festgelegt werden, also Koeffizienten besitzen, die sich aus a, bzw. b,
und den elementarsymmetrischen Funktionen der x, bzw. Yu Zusam-
mensetzenl). Dafiir wird aber

R(f,0)

mn
ao bo

zu einer Funktion in x, und .- Identifiziert man nun ein x, mit einem
¥ (vollzieht also eine homomorphe Abbildung modulo dem Ideal
(¥ — %)), so verschwindet diese Funktion nach F (50.3). Sie muB
daher (als Element des Kernes (x,— y,) dieser homomorphen Ab-
bildung) durch den Linearfaktor x,— y, teilbar sein. Dies gilt fiir
jedes Indexpaar ¢, %, also folgt

I (%, — ¥,) | R0
LY

mn
aO bo

da alle diese Linearfaktoren zueinander paarweise teilerfremd sind.
Setzt man fiir die Unbestimmten x, und y, wieder die urspriinglichen
Nullstellen «, und g, ein, ergibt sich die erste Teilbehauptung.
Nunmehr geht der Beweis rasch zu Ende: a* b2 IT (a, — f,) ist ndm-
lich als Produkt am™IIg(«,) homogen vom Grad # in &, b, ..., b,
und als Produkt (—1)»mprI1f(B,) homogen vom Grad m in
ay, a,, . .., a,. Da R(f, g) gemiB F (50.4) die gleichen Homogenitits-
eigenschaften besitzt, konnen sich beide Funktionen wegen der be-
wiesenen Teilbarkeitsbeziehung hochstens um einen konstanten Fak-
tor unterscheiden. Dieser Faktor ist aber gleich dem Einselement,
denn beide Funktionen enthalten das Glied ag by, .

qed.

Damit sind wir in der Lage, einen wichtigen Zusammenhang zwischen
der Diskriminante D eines Polynoms f(x) und der Resultante R(f, f’)
dieses Polynoms und seiner Ableitung herzustellen, der auch fiir die
Berechnung von Diskriminanten von Nutzen ist. Jedenfalls hat
R(f, 1) die gleiche Eigenschaft wie D, genau dann zu verschwinden,
wenn f(x) eine mehrfache Nullstelle hat, weil in diesem Fall gemil
S(45.4) f(x) und /' (x) eine gemeinsame Nullstelle besitzen. Dariiber
hinaus gilt sogar:

) Dann spielen sich die Betrachtungen alsoin R [%, .0 %0 ¥ oo Yll%] .ab, wpbei
die Koeffizienten sogar in dem Unterring R[oy, ..., 055 Ty, . .., Tpy) der (in beiden
Reihen von Unbestimmten) symmetrischen Funktionen von R [y, .. ., Eys VYoo o V)

liegen.



60 IX. Polynome

Satz $ (50.6)

Die Diskriminante D eines Polynoms f(x) € R|[x] vom Grad " stim»?t
mit der Resultante R(f, ') dieses Polynoms und seiner Ableitung bis
auf einen konstanten Faktor iberein):

n(n—1)

n(n-l) ,
D=(-1) ¥ —R(1.
Beweis
Wir gehen von der Produktdarstellung
H(x) = ap(x— &) (x — ap) . . . (¥ — &)
aus und berechnen:

f(x) = “02(" —oy) .. (8 — ) (0 —ay) . (8 —ay),

f(av) = “o("‘v - “1) coo (o, — av-l) (“v - av+l) oo (@, — an)'

Damit ergibt sich aus S(50.5) mit g(¥) = f(x) und m =n—1
R(t,/)=at ' [TT (@) = aﬁ”"lg(% — &)
» »u

Offensichtlich unterscheidet sich das rechts stehende Produkt von P?
nur dadurch, da8 an Stelle von (&, — a,)? fiir alle Paare u < v die
Faktoren (a,— a,) (a,— a,) stehen. Die Beriicksichtigung der Reihen-

folge der Indizes liefert also ('2’) =2 (”2—1) Vorzeichenwechsel. Ein-
setzung von

D= ag"—zﬂ (0 — a,)?
n<r

ergibt im Einklang mit unserer Behauptung
n(n—1)

R(f,f)=(=1) * -aD.
qed.

AbschlieBend gehen wir noch kurz auf eine besonders wichtige An-
wendung der Resultantenbildung ein. Sind nimlich zwei Polynome
in mehreren Unbestimmten gegeben, etwa '

f, oo %4, %) und gx, ..., %, x,)
aus R[xg, ..., 54,1,

1) Bei von O verschiedener Charakteristik p setzen wir zur Vermeidung von Sonder-
fallen p } »n voraus.
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so kann man sie ja als Polynome in einer dieser Unbestimmten, etwa
x,, auffassen
F(x)=1f(®,....,%,4,%) und G(x,)=gx, ..., %_,%,)
aus R(xy, .. ., x,4][x,]
und ihre Resultante R(F, G) = R, (1, 8) ,beziiglich x, bilden. Diese
ist als Element von R[x,,..., %, ;] ein Polynom in x,, ..., %,
dessen Verschwinden fiir ein Wertsystem ay, . . ., a,_, nach F(50.3)

kennzeichnend dafiir ist, daB die urspriinglichen Polynome ein Wert-
system «y, . . ., &,_;, &, als gemeinsame Nullstelle haben:

F(a,)=1f(0, ..., %, a)=0,

Ga,)=g(ar, ..., 4,5, a)=0.
Die damit mégliche Reduzierung der Anzahl der Unbestimmten findet
weitreichende Anwendungen vor allen Dingen in der Eliminations-
theorie und der algebraischen Geometrie, wobei es sich allgemein
darum handelt, die gemeinsamen Nullstellen mehrerer Polynome in

mehreren Unbestimmten bzw. die gemeinsamen Punkte der ihnen
entsprechenden geometrischen Gebilde festzustellen.

Als Beispiel bestimmen wir nach dieser Methode die Schnittpunkte
(&, B) der beiden Ellipsen

fx,y)=422+92—5=0, g(xy)=4x224+5y2—9=01).
Wir erhalten fiir die Resultante beziiglich ¥ das Polynom

40 y2—5 0
2_5 4y2—4 0
D(y)= 04 0y = 16 . =162 1)
4052—-9 0 0 4y*—4
04 0 592—9

wobei sich die Umrechnung durch Subtraktion der 1. bzw. 2. Zeile
von der 3. bzw. 4. ergibt. Aus @ (y) = 0 bekommt man fiir § die Werte
+1, 41, —1, —1 und damit aus f(x, §) = 0 und g(#, p) == 0 fiir «
die zugehoérigen Werte +1, —1, +1, —1.

Auch der im folgenden Paragraphen dargestellte Beweis des Fundamental-
satzes der klassischen Algebra hat als Kerngedanken eine solche Resultanten-

1) Dieses Beispiel soll das Verfahren selbst, nicht aber seinen Wert fiir praktische
Rechnungen veranschaulichen. Ohne Zweifel kommt man hier durch Subtraktion beider
Gleichungen wesentlich einfacher zu der entscheidenden Gleichung 92 —1=0 (vgl
aber Aufg. 6).
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bildung aus zwei Polynomen in zwei Unbestimmten. Dazu benétigen wir noch
eine Eigenschaft dieser Resultante, die (ausgesprochen fiir Polynome in r Un-
bestimmten) auch fiir weitreichende Untersuchungen der Eliminationstheorie
und der algebraischen Geometrie grundlegend ist. Aus unseren Bemerkungen
nach F(50.4) iiber die Indexsumme in einem Glied der Resultante ergibt sich
ndmlich: Sind f(#, . .., %) und g (%, . . ., #;) homogene Polynome vom Grad n
bzw. m, also in

feen ) =F () =a,2" a4 +... +a,,
E(F1see s 2,) =G (2,) = boal + 027 ' ... 4 by
die Koeffizienten a, homogene Polynome in #,, ..., ¥, vom Grad » und die

Koeffizienten b “ solche vom Grad y, so wird die Resultante R(F, G) = Rz f, &),
T

falls sie nicht (identisch) verschwindet, ebenfalls zu einem homogenen Polynom
in #, ..., %,_; und zwar vom Grad »n-m.

Entsprechend ergibt sich, falls f(x,,...,#,) und g(#, ..., %) beliebige Poly-
nome vom Grad » bzw.m sind, daB ihre Resultante Rz (f.8) in %, ..., %,
héchstens den Grad #-m hat. r

Aus diesen Uberlegungen folgt z. B., daB zwei Polynome in zwei Unbestimmten
héchstens so viel gemeinsame Nullstellen haben, wie das Produkt ihrer Grade
angibt (oder, falls namlich Rz = o, unendlich viele), bzw. geometrisch for-

muliert, daB zwei ebene Kurven n-ter und m-ter Ordnung hochstens » - m
Schnittpunkte besitzen (falls sie nicht sogar ein Kurvenstiick gemeinsam
haben)!).

Aufgaben zu § 50

1. Man untersuche die folgenden Polynome auf gemeinsame Nullstellen:
a)f() =2+ 2+ 65+ 6, g(x) =2+ 22+ a;
b) f(x) = 82% — bx+ 4, gx)=2*— 62— 37+ 2.

2. Mit Hilfe des Begriffes der Resultante beweise man die Identitit:

1 —«
1 —o
D= =aat+ a0+ ...t a, 04 a,
1 —«
G & ay %n

!) Dies ist eine wichtige Teilaussage des Satzes von BEZOUT (l:ZTIENNE BEZOUT,
1730—1783). Ihr Beweis wire sofort evident, wenn es zu jeder Nullstelle B von
di(y)'= R, (f,8) nur einen Wert & mit f(a, f) = 0 und g(a, B) = o gibe, d. h. geo-
metrisch formuliert, wenn keine zwei Schnittpunkte der entsprechenden Kurven auf
einer Parallclen zur x-Achse ligen. Das kann man aber stets durch eine geeignete Sub-
stitution (Koordinatentransformation) erreichen.
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3. Die Resultante zweier Polynome f(x) und g (#) aus R[#] vom Grad n bzw. m
148t sich in R[»] in der Form

R(f.8) = @) f(x) + vx)g(*)
darstellen; dabei haben ¢ (x) und ¢ (x) hochstens den Grad m — 1 bzw. n— 1.

Anleitung: Man multiplizierc die i-te Spalte der SyLvEsTERschen Deter-
minante mit a™+"~% fiiri = 1, 2, ..., m+ » und addiere alle so erhaltenen
Spalten zur letzten Spalte. Die so umgeschriebene Resultante entwickle
man nach der letzten Spalte.

4. Man berechne die Diskriminante eines Polynoms zweiten bzw. dritten Grades
unter Verwendung von S(50.6).
5. Fiir welche Werte des Parameters ¢ besitzen die Polynome
f@) =2+ (c+6) x4 4c+ 2€ T[],
gr) =2+ (c+2)x+ 2¢ €[]
einen linearen gréBten gemeinsamen Teiler?
6. Man ermittle die gemeinsamen Nulistellen der Polynome
fry)=20%— 2+ 95 gl y)=9"+ 9" —2*
nach der am Ende dieses Paragraphen angegebenen Methode.

§ 51. Der Fundamentalsatz der klassischen Algebra

Die bisher in diesem Kapitel entwickelten Aussagen betreffen Poly-
nome, deren Koeffizienten in einem beliebigen Integrititsbereich mit
Einselement bzw. in seinem Quotientenkdrper liegen. Auch in den
beiden folgenden Kapiteln werden wir einen solchen allgemeinen
Standpunkt einnehmen. Andererseits ist natiirlich gerade im Hinblick
auf die Auflésung algebraischer Gleichungen der Fall besonders
wichtig, daB3 die Koeffizienten sogar reelle oder komplexe Zahlen sind,
worauf wir in diesen Paragraphen etwas niher eingehen wollen.
Grundlegend ist dabei, daB jedes Polynom f(x) € Z[x] vom Grad n
im Korper Z der komplexen Zahlen selbst # Nullstellen besitzt, also
in Z[x] vollstindig in Linearfaktoren zerfillt!). Hiermit ist gleich-
wertig, daB jedes Polynom f(x) € Z [x] wenigstens eine Nullstelle a
in Z hat; denn man kann ja dann f(x) in Z[x] gemaB

fx)=(x— o) - g(x)
zerlegen und so schrittweise alle Nullstellen gewinnen.

Dieser Sachverhalt wurde bereits im 17. Jahrhundert vermutet,
jedoch gelang es erst Gauss in seiner Dissertation, einen stichhaltigen

1) Dies besagt fiir Polynome aus Z [x] also wesentlich mehr als die allgemeinen Aussagen
von § 53, denen zufolge ja nur die Existenz der Nullstellen eines Polynoms in einem
geeignet zu konstruierenden Oberbereich gesichert ist.
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Beweis zu fithren?). Man bezeichnet ihn heute meist als Fundamental-
satz der klassischen Algebra, wobei jedoch auch der Zusatz ,,klassisch
nicht dariiber hinwegtduschen darf, daB damit die Stellung dieses
Satzes in der Mathematik nicht richtig charakterisiert wird. Viel-
mehr miiBte er als eine den Kérper der komplexen Zahlen betreffende
Aussage eher als ein Satz der Funktionentheorie angesprochen wer-
den, der als Grundlage fiir die Untersuchungen der klassischen Al-
gebra dient. So ergibt er sich auch aus verschiedenen funktionen-
theoretischen Sitzen als eine unmittelbare Folgerung, wihrend sein
Beweis um so komplizierter wird, je mehr man auf nichtalgebraische
Hilfsmittel verzichtet. Ein rein algebraischer Beweis ist iiberhaupt
nicht méglich, da man wenigstens von speziellen Anordnungseigen-
schaften der reellen Zahlen irgendwie Gebrauch machen muB.

Wir geben im folgenden einen Beweis, der moglichst wenige nicht-
algebraische Hilfsmittel verwendet und iiberdies nur an einige Sitze
iiber ganze rationale Funktionen aus § 44 und § 50, also im wesent-
lichen an Bestandteile der klassischen Algebra anschlieBt?). Dabei
halten wir uns an einen 1876 von GorRDAN gegebenen Beweis3), der
seinerseits auf den zweiten Gaussschen Beweis zuriickgeht. Die be-
nétigten nichtalgebraischen Bestandteile gehen dabei lediglich in die
Beweise der folgenden beiden Sitze ein, von denen der erste auch fiir
sich interessant ist, wihrend es sich bei dem zweiten nur um einen
Spezialfall des Fundamentalsatzes handelt.

Satz S (51.1)

Jedes Polynom f(x) ungeraden Grades mit Koeffizienten aus dem Kor-
per A der reellen Zahlen hat wenigstens eine reelle Nullstelle.

1) C.F. GAUSS: ,,Neuer Beweis des Theorems, daB jede ganze rationale algebraische
Funktion in einer Variablen in reelle Faktoren ersten bzw. zweiten Grades zerlegt wer-
den kann", Helmstidt 1789; Ges. Werke Bd. III, S. 1 (Orig. lat.). Zwei weitere unab-
hingige Beweise gab GAUSS 1815 bzw. 1816, wihrend sein vierter Beweis von 1849 im
wesentlichen eine Uberarbeitung des ersten Beweises darstellt. Inzwischen sind iiber
50 Beweise des Fundamentalsatzes bekannt.

2) Statt dessen kann man auch die bereits in der FuBnote auf Seite 63 erwihnten all-
gemeinen Existenzaussagen aus § 63 verwenden und braucht dann nur den (wesentlich
einfacheren) Beweis zu fiihren, daB wenigstens eine dieser Nullstellen im Korper der
komplexen Zahlen liegt. Diesen Beweis findet man in den im Literaturverzeichnis an-
gegebenen Lehrbiichern von KRULL (S.128), KOCHENDORFFER (S.129) und VAN DER
WAERDEN (S. 240), im letzteren allerdings unter Verwendung allgemeinerer Begriffs-
bildungen. Insbesondere enthilt das Biichlein von KRULL eine interessante Diskussion
der notwendigen nichtalgebraischen Hilfsmittel,

Dagegen ersetzt umgekehrt der Fundamentalsatz der klassischen Algebra weitgehend
die Uberlegungen in § 52 und § 63, wenn man sich von vornherein auf Korpererweite-
rungen innerhalb des Korpers der komplexen Zahlen beschrinkt.

%) PAUL GORDAN, 1837—1912; Math. Ann. 10 (1876), S. 672.
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Beweis

Der queis bgruht auf dem bekannten Zwischenwertsatz von BoL-
ZANo fiir stetige Funktionenl), angewendet auf Polynome, und einer
Abschitzung innerhalb der reellen Zahlen.

Das betrachtete Polynom aus A[x] sei
f(#) = 2"+ 2" 1+ ...+ 8y T+ a,,

wobei die Annahme g,= 1 offenbar die Allgemeinheit nicht ein-
schriankt. Durch Umformung in A (x) ergibt sich

f(x):x"(l+%+...+a"“ +%)=xn(l+g(%)).

xn-l

Deutet man x als reelle Variable, so gibt es ersichtlich ein f > 0 mit
der Eigenschaft
1 -
le(5)|<1 far (=128

woraus man entsprechend der Voraussetzung iiber #
sgn f(x) = sgn x» = sgn x fiir |x| > p
erhilt. Also gilt fiir f(x) in dem abgeschlossenen Intervall — 8 < x < f
H(—B) <0und {(B) >0,

was nach dem Satz von BoLzaNo die behauptete Existenz einer reel-
len Nullstelle nach sich zieht. qed.

Hilfssatz S (61.2)

Aus jeder komplexen Zahl lipt sich im Bereich der komplexen Zahlen
die Quadratwurzel ziehen.

Beweis
Zum Beweis benétigt man die Tatsache, daB Quadratwurzeln aus
positiven reellen Zahlen wieder reelle Zahlen sind. Damit ergibt sich

aus dem Ansatz
a+ bi= (c+ di)?

) BERNHARD BOLZANO,1781—1848: Eine in dem abgeschlossenen Inf.ervall.a_< x< B
stetige Funktion f(#) mit f(a) < 0 und f(B) > 0 (oder umgekehrt) nimmt in diesem
Intervall wenigstens einmal den Wert 0 an.

5 Lugowski-Weinert, Algebra III
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durch leichte Rechnung die Formel

— 5 Va5 4 a . T};a’—rb’—a
Ya + bz-—-+l/*—2———+$iV—————2 ,

die man auch nachtriglich unmittelbar bestitigt?). 1
qed.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir in der Lage, den eigentlichen
Beweis rein algebraisch zu fiihren:

Fundamentalsatz der klassischen Algebra S (51.3)

Jedes Polynom f(x) mit Koeffizienten aus dem Korper Z der komplexen
Zahlen hat wenigstens eine Nullstelle in Z.

Also liegen auch alle Nullstellen von f(x) in Z, d. h., f(x) zerfdllt in
Z [x] volistindig in Linearfaktoren.

Beweis

1. Wir zeigen zunichst, daBl man sich auf die Betrachtung von Poly-
nomen mit reellen Koeffizienten beschrianken kann. Ist ndmlich

f(x)= g2+ g2+ ...+ a, ;x+ a,

ein Polynom mit komplexen Koeffizienten, so bilden wir durch Uber-
gang zu den konjugiert-komplexen Koeffizienten das Polynom

f(x) = @pan+ @yan i+ ... + 8, 2+ 3a,.
Dann ist das Produkt
1) - Fl2) = boatn + byttt ..+ by,

ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Um dies einzusehen, setzt man

fur die 4, bzw. @, die konjugiert-komplexen Werte @, bzw. @, = a,

ein, womit auch die b; (wegen der Relationstreue des durch z — Z in

Z erklirten Automorphismus) in die konjugiert-komplexen Werte b,

iibergehen: -

b1= E a,ﬁp —PZ (_t,a”= 2 a,a'” = bz.
y+u=2 v+u=i r+u=A4

1) Dabei ist die Wurzel im zweiten Summanden positiv oder negativ auszuziehen, je
nachdem, ob > 0 oder < 0 ist.

Natiirlich folgt unsere Behauptung auch sofort durch Anwendung des Lehrsatzes von
MOIVRE, doch gehen dann neben dem Ausziehen von Quadratwurzeln aus positiven
riellen Zahlen auch noch Aussagen aus der Goniometrie ein, wie etwa die Additions-
theoreme.
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Andererseits vertauschen sich dabei im Produkt f(x) - f(x) nur die
Faktoren, so daB sich b, = b, ergibt; also sind die b; reell?).

Damit ist das Problem auf Polynome mit reellen Koeffizienten zu-
riickgefiihrt, denn aus der Existenz einer Nullstelle & von fx) - f(x)
folgt die Existenz einer Nullstelle von f(x). Wegen fa) - Fla) = 0 ist
namlich entweder f(«) = 0 oder f(«) = 0, wobei man im zweiten Falle

zum konjugiert-komplexen Wert iibergeht und m= f(®) = 0 erhilt.

2. Der eigentliche Beweis, der nunmehr fiir Polynome mit reellen
Koeffizienten zu fithren ist, beruht auf einem InduktionsschluB. Wir
zeigen niamlich, daB jedes Polynom

f(x) € Alx] mit einem Grad n = 2k m (m ungerade)
wenigstens eine Nullstelle aus Z besitzt unter der Voraussetzung, daB
dies bereits fiir alle Polynome

g (x) € A[x] mit einem Grad »' = 2¥m’
gilt, falls 2 < % und natiirlich »’ ungerade, sonst aber beliebig ist.
Der Induktionsanfang wird fiir 2= 0 durch S (51.1) geliefert.

Um unsere Induktionsvoraussetzung ausniitzen zu konnen, kon-
struieren wir aus f(x) zwei neue Polynome, deren Resultante ein Poly-
nom g (x) mit einem Grad der gewiinschten Form ergibt (Teil a). Die
Existenz einer Nullstelle dieses Polynoms wird dann gestatten, auf
die Existenz einer Nullstelle von f(x) zu schlieBen (Teil b).

a) Wir nehmen

f@)=2+ax" 1+ ... 4 a, € Alx]
wieder mit hochstem Koeffizienten 1 an und bilden in Alx, y] die
Polynome f(x + ¥) und f(x — ¥). Dann ergibt sich

fr+y)+ia—y)=2("+ () 2" '+...+ () =26@#y),
fat+y)—fla—y)=2y(nx"" 1+ by (y) 2" 24t B (9)) = 29 H (%, y),

wobei die Grade von g,(y) und %,(y) jeweils hochstens gleich ihrem
Index ¢ sind. Weiterhin treten in g, (y) und &, (y) nur gerade Potenzen

1y Uberlegt man sich, daB der Ubergang zu Polynomen mit konjugiert-komplexen Koeffi-
zienten die durch x — x festgelegte Fortsetzung des Automorphismus von Z auf Z[x]

ist, kann man unmittelbar begrifflich schlieSen:
f#) - F#) =F(%) - F(#) = f(2) - f (0) = (%) - ).

5*
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von y auf, wie man am leichtesten sieht, wenn man in beiden Formeln
y durch — y ersetzt. Wir betrachten nun die Resultante der I"olynome
G(x, ) und H (%, y) beziiglich x, die also ein Polynom in y mit Koeffi-
zienten aus A wird:

1 gl(y) gu(y)
n—1 Zeilen
1 &) &%)
RGH=P@H)=|n mhO)... hl) l
»n Zeilen
n hl(y) L hn—l(y) |

Diese Determinante ist eine Summe von Produkten

8,y - - &, ) By, () - - By ()

aus jeweils n—1 Faktoren g, (y) und » Faktoren %, (y), unter go=1
und ky= n verstanden. In @(y) treten also ebenfalls nur gerade
Potenzen von y auf. Weiterhin ist entsprechend unserer Zusatziiber-
legung zu F(50.4) die Summe aller Indizes jedes Gliedes gleich # (n— 1),
mithin ist nach unserer obigen Feststellung iiber den Grad der g, (y)
bzw. der h,(y) der Grad von @ (y) hochstens n(n — 1). Wir zeigen,
daB er sogar genau n (n — 1) ist.

Zunichst ist klar, daB ein solches Glied nur dann den Grad #(n — 1)
haben kann, wenn jeder Faktor g, (y) bzw. &, (y) genau den Grad hat,
den sein Index angibt. Nur solche Glieder tragen zum Koeffizienten
von y*("=1) in @ (y) etwas bei, und auch in ihnen natiirlich nur die
Bestandteile hochsten Grades, d.h. fiir jedes g, (y) der Bestandteil
mit y” und fir jedes 4, (y) derjenige mit y*. Wie man sofort nach-
priift, entstehen letztere entsprechend der Konstruktion von G (x, y)
und H (x, y) jeweils aus (x + y)" und (¥ — y)*.

Wir kénnen also den hochsten Koeffizienten von @(y) berechnen,
indem wir das Ausgangspolynom f () speziell als f,(x) = x» und damit

Go (x' y) — (x + )" _; (# —y)® Ho (. y) _ (* 4+ — (@ —y)*

2y

’



§ 51. Der Fundamentalsatz der klassischen Algebra 69

wihlen und den héchsten Koeffizienten von Ry (Gy, Hy) = @y (y) be-
trachten?).

Nun ist aber Gy(#, y) eine homogene Funktion n-ten Grades, H,(x, )
eine solche (» — 1)-ten Grades und damit (vgl. den kleingedruckten
Absatz am Ende von § 50) die Resultante R (G,, Hy) = @, (y) homo-
gen in y vom Grad #(n — 1), falls sie nicht (identisch in y) verschwin-
det. Letzteres ist aber nicht méglich; denn dann hitten G, und H, fiir
jeden Wert von y gemiB S(50.2) einen nichtkonstanten gemeinsamen
Teiler ¢(x) € A[x], also etwa auch fiir y=1:

2Go(x, 1) = (x+ 1) + (v— 1) = £() G, (x)
2Hy(x,1)= (x+ 1)" — (x — 1)" = ¢(x) H, ().
Daraus ergibt sich
2 (x+ )" = £(x) (G, (%) + Hy(x))
2 (x— 1)" = (#) (G,() — Hy ().
Da A[x] ZPE-Ring ist, folgt damit aber der Widerspruch
bx) = (x+ 1)" = (x— 1)~.

Damit haben wir zu jedem f(x) € A[x] vom Grad # ein Polynom
@ (y) € Aly] konstruiert, welches den Grad #(# — 1) hat und in dem
nur Potenzen von y2 auftreten. Dies ermoglicht es sofort, zu jedem
Polynom f(x)€A[x] vom Grad # = 2¥m mit k> 1 ein Polynom mit
Koeffizienten aus A anzugeben, dessen Grad #’ genau einen Faktor 2
weniger enthilt als #». Wir brauchen nimlich @ (y) nur als Polynom
in y? aufzufassen und erhalten

D(y)=bo ()" + b, ()14 .. . + by=g(¥*);
£ (y?) hat dann als Polynom in ¥% = z wegen 2n’ = n{n—1) den Grad

" = "_(”2:.1_[ =2kl (n —1) = -1y,

wobei mit m und #—1 auch »’ ungerade ist.

1y Mit anderen Worten: Zerlegt man in der Determinante R(G, H) jedes Element gemiB
g, (¥) = Koeff. . 3 4 Rest, hﬂ (y) = Koeff. . y# + Rest

und schreibt dementsprechend R (G, H) als Summe von Determinanten, so ist diejenige
Determinante, in der gerade die unterstrichenen Elemente stehen, Rq(G4, Hy), und nur

sie liefert Terme mit y® (%=1),
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b) Wir kommen nunmehr zum eigentlichen Induktionsbeweis. Wie
eben festgestellt, gibt es zu f(x) € A[x] ein Polynom

g(2) = by + byzw -1+ ... + by € Al],

welches nach der Induktionsvoraussetzung eine Nullstelle € Z be-
sitzt. Nach S(51.2) existiert in Z ein Element 5= VC, welches offen-
sichtlich Nullstelle der Resultante @ (y) von G(x, y) und H (x, y) ist.
Also haben nach $(50.2) G(x, #) und H (%, n) in Z[x] einen nicht-
konstanten groBten gemeinsamen Teiler d(x), der hochstens den Grad
n — 1 besitzt. Dieses Polynom d (x) ist dann auch Teiler von f(x + %)
und f(x¥ — %), wie man unmittelbar aus den Darstellungen

fx+n)=Gx n)+ nH(x 7)),

Hx—m) = G(x, m) — nH(x 7)
erkennt. Nun folgt aber etwa aus f(x + %) = d(x) - k(%) eine nicht-
triviale Zerlegung von f(x) in Z[x] gemiB

fx)=a(x—mn) - hlx—n) = f1(x) - f(x),

wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit beide Faktoren mit
hochstem Koeffizienten 1 annehmen kénnen. Da f(x) reelle Koeffi-

zienten hat, erhalten wir durch Ubergang zu den konjugiert-kom-
plexen Koeffizienten eine zweite Zerlegung

1@) = h(®) - f(x)

in Z(x], was uns die Méglichkeit gibt, sogar eine Zerlegung in A |[x]
zu finden. Dazu bilden wir die gréBten gemeinsamen Teiler

dy (%) = (f, @), f_l () und  d,(x) = (falx), f;(x)) ,

welche mit £, (x) und f,(x) einen kleineren Grad als f(x) haben und
wegen der offenbar giiltigen Beziehung?)

(@) = (@), fi@) = @), f; @) = d(x)
reelle Koeffizienzen besitzen. Man muB nun zwei Fille unterscheiden:

o) Es sei wenigstens einer dieser groBten gemeinsamen Teiler, etwa
d, (%), nicht konstant. Dann liegt eine nichttriviale Zerlegung

%) = dy(x) - by (x)

‘)"Die‘ Eiggnschaften (*) und (**) des gréBten gemeinsamen Teilers (vgl. D(39.8)) bleiben
nimlich fl._tr Polynome aus Z[x] erhalten, wenn man in allen auftretenden Polynomen
zu konjugiert-komplexen Koeffizienten iibergeht.
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von f(x) in A[x] vor. Dabei ist ausgeschlossen, daB beide Faktoren
einen Grad besitzen, der durch eine hohere Potenz von 2 teilbar ist
als der Grad #» = 2*m von f(x). Also hat einer von beiden einen Grad,
in dem 2 entweder mit einem niedrigeren Exponenten als £ oder mit
dem gleichen Exponenten k auftritt. Im ersten Falle trifft die Induk-
tionsvoraussetzung zu und liefert also auch eine Nullstelle von f(x);
im zweiten Fall ist jedenfalls der Grad des betreffenden Faktors
kleiner als #, so daB bei sukzessiver Anwendung des Verfahrens
schlieBlich einmal ein Teiler von f(x) auftreten muB, welcher der In-
duktionsvoraussetzung geniigt.

p) Sind dagegen d, (x) und d,(x) beide konstant, so folgen aus der
Teilerfremdheit sowohl von f, (¥) und 7, (¥) als auch von £,(¥) und £, ()

und — —
fx) = hix) fo(x) = f, (@) - fo ()
die Beziehungen B _
h(x) =1, hLEF)=71hH6),
so daB sowohl f, (x) als auch f, (x) den Grad 3 haben.
Aus f(x) = f, (x) - f, (x) gewinnen wir

fla—n)=hE—mn) - hle—m),
wobei beide Faktoren ebenfalls zueinander teilerfremd sind. Da d (x),
wie bereits festgestellt, in f(x — %) aufgeht, muBes also entweder in
f,(x — n) oder f,(x — ) aufgehen. Nun kennen wir aber d(x), denn
aus der Setzung d(x — ) = f, (x) folgt ja d(x) = f; (x + 7), so daB aus
Gradgriinden nur gelten kann

d(x) = f(x +n) =hlx—n)

oder d(x) = f,(x + n) =hHhx—mn.

Setzt man " "

fi(x) = cox® + clxz’_l—t— oot en
2

an und berechnet f,(x + %), f,(* — ) und £ (x — ), s0 erhilt man
durch Koeffizientenvergleich aus der ersten Gleichung =0, aus
der zweiten Gleichung 7 = 7 (rein imagindr).

Im ersten Fall werden aber G (x, 5) und H (x, ) Polynome aus A [«],
so daB d(x) als Polynom mit reellen Koeffizienten vom Grad  nach
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Induktionsvoraussetzung eine Nullstelle hat, die auch Nullstelle von
f () ist.

Im zweiten Fall ist d(x) ebenfalls ein solches Polynom, 'wie man
hier durch den Ubergang zu konjugiert-komplexen Koeffizienten er-

kennt: d@) =he+it) =hiz—i),
dx)=Filx—it)=hix+i).

Eine Nullstelle « von d (x) liefert aber die Nullstelle & + ¢7 von f, (¥)
und damit von f(x). qed.

Uberblickt man diese im einzelnen sicher mithevolle und langwierige
Beweisfithrung in ihrer Gesamtheit, so wird man doch nicht umhin
konnen, den klaren und bestechenden Aufbau in bezug auf Gedanken-
gang und Methodik zu bewundern. Hier liegt ein Stiick klassischer
Mathematik im vollsten Sinne des Wortes vor, das kennenzulernen
sich wohl auch dann lohnt, wenn man weiB, daB das Ziel mit anderen,
etwa funktionentheoretischen Hilfsmitteln viel leichter oder mit den
Begriffsbildungen der modernen Algebra einfacher und sogar im Rah-
men allgemeinerer Aussagen erreicht werden kann. Der Korper Z der
komplexen Zahlen ist nimlich durchaus nicht der einzige Korper &
mit der Eigenschaft, daB jedes Polynom aus & [x] in &[] selbst voll-
stindig in Linearfaktoren zerfillt. Vielmehr existiert sogar zu jedem
Koérper ein solcher ,,algebraisch abgeschlossener* Oberkorper &, der
iiberdies bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist. Allerdings kénnen
wir auf die entsprechenden Untersuchungen hier nur hinweisen.

Natiirlich ist mit der im Fundamentalsatz gegebenen Existenzaus-
sage noch keinerlei Moglichkeit fiir die tatsichliche Bestimmung der
Nullstellen eines Polynoms gegeben. Bei der Beantwortung dieser
Frage sind zwei prinzipielle Richtungen zu unterscheiden:

1. Darstellung der Nulistellen durch Radikale

Darunter versteht man die Angabe von Ausdriicken, die simtliche
Nulistellen eines Polynoms f(x) aus seinen Koeffizienten in endlich
vielen Rechenschritten durch rationale Operationen und Ausziehen
von Wurzeln zu ermitteln gestatten, wie dies etwa bei quadratischen
und kubischen Gleichungen geldufig ist. Die Behandlung dieses rein
algebraischen Problems, welche iibrigens sofort wieder fiir beliebige
Korper als Koeffizientenbereiche durchgefiihrt werden kann, ist Ziel
unserer Untersuchungen in den nichsten Kapiteln, die in einer Dar-
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stellung der Garorsschen Theorie gipfeln. Mit ihr beherrscht man
diese zentrale Fragestellung der Algebra vollstidndig, wobei sich auch
ergibt, daB eine solche Auflésung durch Radikale von Gleichungen
héheren als vierten Grades im allgemeinen nicht mehr moglich ist.

2. Ndiherungsweise Berechnung der Nullstellen

In diesem Fall verzichtet man von vornherein auf die Angabe irgend-
welcher Formeln fiir die Nullstellen, sondern versucht, jede einzelne
von ihnen innerhalb der zulissigen Fehlergrenzen zu berechnen?).
Dieses Problem, das natiirlich an Rechnungen innerhalb des Bereiches
der komplexen Zahlen gebunden ist, fillt aber unter eine viel allge-
meinere Fragestellung der Analysis, nimlich die niherungsweise Be-
stimmung der Nullstellen belicbiger Funktionen. Allerdings kann man
iiber die diesbeziiglichen Methoden der Analysis (wie etwa: Regula
falsi, NEwToNsches Naherungsverfahren, Iterationsverfahren, gra-
phische Methoden usw.) hinausgehend fiir ganzrationale Funktionen
weitere Hilfsmittel und Verfahren entwickeln, wobei es natiirlich im
konkreten Fall wesentlich auf eine geschickte Auswahl und Kombi-
nation ankommt. Wir wollen daher hier auch nur einen groben Uber-
blick iiber dieses Gebiet und seine gebriuchlichsten Methoden geben
und verweisen auf die entsprechende Lehrbuchliteratur?).

Zunichst kann man, wie im ersten Teil des Beweises von S(51.3), zu
einem Polynom mit reellen Koeffizienten iibergehen und auch das
Aufsuchen komplexer Nullstellen auf die Bestimmung reeller Null-
stellen (geeigneter Hilfsgleichungen) zuriickfiithren (vgl. auch Aufg. 1
und 2). Weiterhin ist es empfehlenswert und teilweise sogar erforder-
lich, das urspriingliche Polynom gemiB S(45.9) durch ein Polynom
mit denselben Nullstellen in der Vielfachheit 1 zu ersetzen.

Es verbleibt die Aufgabe, die reellen Nullstellen eines Polynoms
mit rcellen Koeffizienten zu bestimmen. Dazu kann man sich etwa
mit Hilfe der folgenden Methoden zunichst einen Uberblick diber die
Lage der Nullstellen verschaffen:

!) Man beachte dabei, daB die Auswertung der gemaB 1. gewonnenen Formeln im kon-
kreten Fall ebenso nur eine anniherungsweise Berechnung der Nullstellen gestattet, da
die Bestimmung n-ter Wurzeln nur auf diese Weise moglich ist. Lediglich Nullstellen
mit rationalem Real- und Imaginirtcil werden nach 1. auch in der Ausrechnung exakt
erfaBt, wihrend sie nach 2. wie die iibrigen nur angenihert werden.

2) Man orientiert sich am besten in dem Artikel von A. P. DOMORJAD, Numerische
und graphische Methoden zum Auflésen vonGleichungen, Enzyklopadie der Elementar-
mathematik, Bd. II. Ein weiteres Literaturverzeichnis findet sich am Ende von Bd. I
dieses Werkes.
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Angabe einer oberen bzw. unteren Schranke fiir die Nullstellen,
welche sich auf verschiedene Weisen aus den Koeffizienten berechnen
lassen.

Abschitzung der Anzahl der positiven (und entsprechend der nega-
tiven) reellen Nullsteller aus den Vorzeichenwechseln der Koeffizien-
ten (DEscArTESsche Zeichenregel).

Abschitzung der Anzahl der reellen Nullstellen in einem angegebenen
Intervall aus den Vorzeichenwechseln der Kette der Ableitungen an
den Endpunkten dieses Intervalls (Satz von FOuRIER-BUDAN).

Angabe der Anzahl der reellen Nullstellen in einem Intervall mit
Hilfe der (komplizierteren) Bildung sog. SturMscher Ketten (Satz
von STURM).

Nach Moglichkeit wird man dicsc Verfahren zu einer Trennung der
Nullstellen benutzen, d. h. zur Bestimmung von Intervallen, in denen
jeweils nur eine Nullstelle des Polynoms enthalten ist. Das ist einc
oft sehr wertvolle Vorarbeit fiir die Anwendung von Verfahren zur
tatsichlichen (anndherungsweisen) Berechnung der Nullstellen wie
etwa:

Sukzessive Bestimmung der Dezimalstellen jeder einzelnen Null-
stelle (Verfahren von HORNER).

Sukzessive Berechnung der Nenner in der regelmiBigen Kettenbruch-
entwicklung jeder Nullstelle (Verfahren von LAGRANGE).

Ubergang zu einer Hilfsgleichung, deren Nullstellen o eine bestimmte,
hinreichend hohe Potenz der Nullstellen «, der ‘urspriinglichen Glei-
chung sind; dann lassen sich ndmlich die af durch die Quotienten je-
weils aufeinanderfolgender Koeffizienten der Hilfsgleichung annihern
(Methode von GRAEFFE, LOBATSCHEWSKI, BERNOULLI).

Aufgaben zu § 51

1. Unter den Nullstellen eines Polynoms f(r) mit reellen Koeffizicnten treten
(nicht reelle) komplexe Nullstellen stets als Paare konjugiert-komplexer
Nullstellen auf.

2. Es sei f(#) ein Polynom mit reellen Koeffizienten und D seine Diskriminante.
Dann liegt eine gerade bzw. eine ungerade Anzahl von Paaren konjugiert-
komplexer Nullstellen vor, je nachdem ob D > 0 oder D < 0 ist,



X. ALGEBRAISCHE KORPERERWEITERUNGEN

Im vorangegangenen Kapitel haben wir uns im wesentlichen mit
grundsdtzlichen Aussagen iiber die Beziehungen zwischen Polynomen
aus R[x] und Nullstellen dieser Polynome aus gewissen Oberringen
R* von R beschiftigt. Diese Oberbereiche selbst waren dabei allen-
falls im Hinblick auf ihre Existenz von Interesse. Als nichstes kom-
men wir nun zu dem entscheidenden Schritt der Konstruktion solcher
Oberbereiche und der Untersuchung ihrer Struktur, wobei sich auch
die bereits in § 44 aufgestellten allgemeinen Existenzbehauptungen
ergeben werden.

Fiir diese Betrachtungen erweist es sich als zweckmiBig, Koeffizien-
ten- und Oberbereich als (kommutative) Kérper anzunechmen. Damit
miindet die Aufgabenstellung in das Studium von Kérpererweiterun-
gen. Wir untersuchen also in diesem Kapitel allgemcin die Verhiltnisse,
die jeweils zwischen Unter- und Oberkérper oder, wie man auch sagt,
zwischen Grund- und Erweiterungskérper méglich sind. Im Vorder-
grund stehen dabei fiir uns die algebraischen Korpererweiterungen
und unter ihnen insbesondere die einfachen, endlichen, normalen und
separablen Korpererweiterungen und ihre gegenseitigen Beziehungen.
Dabei kommen wir auch auf bestimmte Korpertypen, wie Kreis-
teilungskorper und Gavois-Felder zu sprechen.

Es sei noch bemerkt, daB das Studium der Korpererweiterungen
von selbst auf eine allgemeine Koérpertheorie hinauslduft, da ja jeder
Koérper als Erweiterung seines Primkoérpers aufgefaBBt werden kann
und die Struktur aller méglichen Primkérper bekannt ist.

Im iibrigen schlieBen wir uns nun der in der Korpertheorie meist iiblichen
Gepflogenheit an, Kérper mit groBen griechischen Buchstaben zu bezeichnen.

§ 2. Korpererweiterungen

Wir wollen zunichst kliren, was es heiBt, einen Kérper K mit einer
vorgegebenen Menge M zu erweitern. In dieser allgemeinen Formu-
lierung ist das natiirlich nur sinnvoll, wenn zwischen den Elementen
von K und i iiberhaupt geeignete Rechenverkniipfungen bestehen;
zu diesem Zwecke nehmen wir an, daB sowohl K als auch I in einem
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gemeinsamen Oberkorper Q liegen. Dann bestimmt man den durch
Adjunktion der Menge M < Q zum Grundkirper K < C entstehenden
Erweiterungskorper A= K (M) als den Durchschnitt aller Unterkérper
von Q, die K und M unfassen. In der Tat ist dieser Durchschnitt
gemiB S (28.3) ein Korper und nach Konstruktion der kleinste Ober-
kérper von K, der die Menge I enthilt. Er besteht genau aus allen
Elementen, die mit Hilfe endlich vieler rationaler Rechenschritte aus
Elementen von K und I gewonnen werden kénnen (vgl. Aufg. 1).

FaBt man I als Vereinigung zweier Teilmengen M, und M, auf,
so erhilt man K () auch, indem man nacheinander M, und M, ad-

jungiert K(M, U M) = K(WM,) (M),

wofiir man wieder K (I,, I,) schreibt. Es enthdlt namlich einerseits
K (M, \J M,) sowohl K als auch M, und M,, also auch K (IM,) und M,
und damit auch schlieBlich K (IR,)(9M,). Andererseits umfaBt aber
K (M) (M,) ebenfalls K, M, und M,, d.h. K und M, \/ M, und daher
K (I, \/ ).

Es versteht sich, da8 jeder Oberkérper A von K in der Form
A = K (M) zu erhalten ist; man kann ja fiir N etwa die Differenz-
menge A\ K nehmen. Wir werden hier aber im wesentlichen nur solche
Korpererweiterungen betrachten, die bereits durch Adjunktion einer
endlichen Menge I zu gewinnen sind.

Allerdings 1aBt sich der andere Fall in einem gewissen Sinne darauf zuriick-
fithren, indem man K () als Vereinigung aller der Kérper K (R) beschreibt,
die durch Adjunktion einer endlichen Teilmenge i von It entstehen. Jedes
Element von K (JR) ist ja bereits durch endlich viele Elemente aus K und N
rational auszudriicken, liegt also in einem der Korper K () und damit in deren

Vereinigung, wihrend umgekehrt diese Vereinigung natiirlich in K(It) ent-
halten ist.

Fiir die Adjunktion einer endlichen Menge MM = {q,, &,, . . ., a,) gilt
gemiB unserer obigen Uberlegung

K(MM) = K(y, o, . - ., 6) = K(a;) (a5) . - . (xp),

so daB eine solche Korpererweiterung durch sukzessive Adjunktion
einzelner Elemente aufgebaut werden kann. Wir wenden uns daher
zunichst einer genaueren Untersuchung derartiger einfacher Korper-
erweiterungen K (o) zu.

Die am Ende von § 32 fiir die Quotientenkorper der Polynomringe K[x] bzw.
K{x, %, ..., #,) eingefilhrte Bezeichnung K (x) bzw. K(#, %, ..., #,) und
Sprechweise ,,Korperadjunktion von einer bzw. mehreren Unbestimmten*
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ordnen sich den hier geprigten Begriffsbildungen unter. LiBt man nimlich
diese Quotientenkorper, deren Existenz durch die Konstruktionen in § 32
und § 30 gesichert ist, die Rolle des Oberkorpers () iibernehmen und adjungiert
in ihnen x bzw. {#,, #,, . . ., #,} zu K, so entstehen sie selbst wieder (vgl. noch-
mals die Aufg. 1).

Beispiele fiir einfache Erweiterungskorper, bei denen das adjungierte Element
nicht transzendent, sondern algebraisch ist, sind etwa die in B(26.4) eingefiihr-

ten Korper P+ PYk = P(/k) und der Korper Z = A + Ai= A (i) der kom-
plexen Zahlen.

Struktur einfacher Erweiterungen S (62.1)

Fiir eine einfache Erwesterung K (a) von K gilt, je nachdem ob x diber

K transzendent oder algebraisch ist:

a) K(a) dst isomorph zum Quotientenkirper des Polynomringes K [x]
in einer Unbestimmien x.

b) K («) ist isomorph zum Restkiassenring K [x]/(@(x)) des Polynom-
ringes K [x] nach dem von dem Minimalpolynom @ (x) von o tber K
erzeugten Hauptideal.

Man bezeichnet @ (&) = o oder auch @ (x) =o als ,definierende Glei-
chung", g (x) selbst auch als ,,definierendes Polynom'‘ von K («) siber K.

Beweis

Die einfache Erweiterung K («) enthilt mit K und o jedenfalls die
Gesamtheit R aller ganzrationalen Ausdriicke f(a) = X'a,a” mit
a, € K. Diese Gesamtheit R kann aufgefaBt werden als homomorphes
Bild des Polynomringes K [x] vermdge der Zuordnung

f#)=Za, x> —f(a) = Za,a;

letztere ist nadmlich offensichtlich eindeutig und nach dem Einsetzungs-
prinzip S(32.6) auch relationstreu beziiglich Addition und Multipli-
kation. Der Kern m dieser homomorphen Abbildung besteht aus allen
Polynomen f(x) € K[#] mit f(«) = o, fiir die also a Nullstelle ist, und
nach dem Homomorphiesatz gilt:

R < K [x]/m.
a) Ist o transzendent iiber K, so ist m = (0) und daher R isomorph
zum Polynomring K{x]. Aus
R = K[a] < K|x]
folgt fiir K (a) als den kleinsten Kérper, der K und « enthdlt, wie be-
hauptet K(a) <~ K (2),
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da der Quotientenkdrper K (x) von K [#] der kleinste K [#] umfassende
Korper ist (vgl. S(30.2) und Aufg. 3 von § 30).

b) Ist « algebraisch iiber K, so ist m nach S(44.10) und S(44.9). das
von dem Minimalpolynom ¢(x) von & in K{x] erzeugte .Hauptldea.l
(9(#)) (vgl. auch Aufg. 4 von § 44). Wir zeigen, daB in diesem Falle
der Restklassenring K [#]/m selbst bereits Korper ist?).

Zunichst besteht dieser Ring nicht nur aus dem Nullelement, da
das Ideal m = (¢(x)) verschieden von K([x] ist; es enthalt namlich
z.B. keine Polynome nullten Grades. Weiterhin existiert zu jedem
anderen Element, d.h. zu jeder Restklasse?) [f(x)] mit einem Polynom
f(x) = 0 mod @(x), ein inverses Element, d.h. eine Restklasse [g(x)]

mit [f(#)] - [g(x)] = [el.

In der Tat ergibt sich aus @(x) {4 f(x) wegen der Irreduzibilitit von
@(x), daB f(x) und @ (x) den gréBten gemeinsamen Teiler ¢ haben, der
in dem euklidischen Ring K|[x] mit Polynomen g(x) und A(x) aus
K[#] linear kombiniert werden kann:

[(x)-g(®) + @(x) - hlx) =e.
Der hierbei auftretende Koeffizient g(x) bestimmt aber gerade die
oben gesuchte Restklasse, wie die aus dieser Gleichung folgende Kon-

gruenz zeigt: f(x) - g(x) = e mod @(#).

Damit lehrt aber die Isomorphie von K[x]/m zu R, daB auch die
Menge R aller ganzen rationalen Funktionen in &« mit Koeffizienten
aus K nicht nur einen Ring, sondern sogar einen Koérper bildet. An-
dererseits gilt ® < K(a), wobei K(a) nach Definition der kleinste
Korper ist, der K und « enthilt; mithin folgt ® = K («)?) und wie be-

hauptet: R =K () < K[x]/(p (). qed.

Wir sind bisher davon ausgegangen, daB ein einfacher Erweiterungs-
korper K(a) von K vorgegeben ist, wobei das Element o entweder
transzendent {iber K oder Nullstelle eines irreduziblen Polynoms
@ (x) € K|[x] ist. Es hat sich herausgestellt, da dann der Kérper K («)

1) Dies ist sofort klar, wenn man beriicksichtigt, daB das von einem Primelement er-
zeugte Ideal eines Hauptidealringes gemiB den Uberlegungen in § 42 maximal ist.

%) Man verwechsle die (hier fettgedruckten) eckigen Klammern fiir die Restklassen-
bildung nicht mit den Zeichen fiir die Ringadjunktion.

3) Das bedeutet aber, daB jede gebrochen-rationale Funktion in & mit Koeffizienten
aus K bereits als eine ganze rationale Funktion dieser Art geschrieben werden kann.
Wir werden auf diesen wichtigen Sachverhalt in § 54 weiter eingehen.
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isomorph zu dem Quotientenkérper K () bzw. zu dem Restklassen-
ring K([x]/(@(x)) des Polynomrings K[x] ist, also jeweils zu einer
Struktur, die allein durch K und die Eigenschaften von « festgelegt ist.

Im AnschluB hieran kénnen wir nun zeigen, da8 es umgekehrt zu
jedem Korper K die prinzipiell méglichen einfachen Korpererweite-
rungen auch tatsichlich gibt, indem wir die angegebenen Strukturen
selbst als solche Kérpererweiterungen kennzeichnen?):

Existenz einfacher Erweiterungen S (52.2)

a) Zu jedem Korper K existiert eine einfache Erweiterung K (a) mit
einem diber K transzendenten Element .

b) Zu jedem Koirper K und einem beliebig vorgegebenen irreduziblen
Polynom ¢ (x) € K|[x] existiert eine einfache Ervweiterung K (), wo-
bei « ein tiber K algebraisches Element ist, welches der definierenden
Gleichung @ (x) = o gendigt.

Beweis

a) Der in § 32 konstruierte Quotientenkérper K(x) des Polynom-
ringes K [#] ist uns bereits als Oberkérper von K bekannt, der durch
Adjunktion des iiber K transzendenten Elementes x entsteht (vgl
den Kleindruck vor S(52.1)).

b) Wir zeigen: Der Restklassenring K [x]/(¢(x)), dessen Existenz
nach § 32 und § 33 gesichert ist, 148t sich als Oberkorper A von K
auffassen, der aus K durch Adjunktion der Restklasse [x¥] mod ¢ (x)
entsteht, wobei diese Restklasse [x] Nullstelle des irreduziblen Poly-
noms @ (x) € K[x] ist:

A= K([#]) und ¢([x])=o.

In der Tat ist zunichst K [x]/(¢@(x)) ein Korper; dafiir kann der ent-
sprechende Teil des Beweises zu S(52.1) ohne weiteres iibernommen
werden, da in ihn nur die Irreduzibilitit des Polynoms ¢(x) ein-
gegangen ist.

Nun wird bei der homomorphen Abbildung von K [«] auf K[x]/(¢(x))
der Korper K isomorph abgebildet, weil als einziges Element von K
das Nullelement im Kern (g ()) liegt. Wir konnen also nach dem Er-

1) Ubrigens hatten wir fiir den konkreten Fall des Kérpers Z = A () der komplexen
Zahlen bereits am Ende von § 33 angedeutet, wie man iiber den Nachweis der .Isomorphle
von Z zum Restklassenring A[#]/(¥2 + 1) zu einer Konstruktionsmdoglichkeit von Z ge-

langen kann.
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setzungsverfahren S(29.5) einen zu K([x]/(¢(#)) isomorphen Ober-
korper A von K konstruieren

Kls] =  Klal/(p@) A,

indem man jeweils die jedem Element a € K eineindeutig zugeordnete
Restklasse [a] durch a ersetzt:

a— [al —a.

Damit sind die Elemente von A ganze rationale Funktionen in [«]
mit Koeffizienten aus K gemaB

f(x) = 3 aya’ — [f(x)] =3 [4,1 [x]" — I a,[x]" = f([«])..
Dies lehrt A = K([#]); insbesondere erhdlt man

@ (x) — fol ——o0=g([x)).
qed.

Wir weisen nochmals darauf hin, daB die Sprechweise ,,Adjunktion von & zu K*
eine Konstruktionsanweisung fiir K (a) als den aus den Elementen von K und «
durch rationales Rechnen entstehenden Korper nur dann enthdlt, wenn ein K
und « umfassender Korper vorliegt. Auf diesen Fall ist sie auch zunéchst ihrer
Definition nach beschrinkt.

Will man dagegen zu K ohne Kenntnis eines Oberkdrpers von K ein Element «
mit ganz bestimmten Eigenschaften , hinzufiigen’, so ist dies eben unmittelbar
gar nicht moglich; vielmehr muB erst irgendwie ein Oberkérper {2 von K kon-
struiert werden, in dem sich auBlerdem ein Element o mit den gewiinschten
Eigenschaften befindet. Auf diese Weise wird auch in den Beweisen zu den
Existenzbehauptungen von S(52.2) vorgegangen, wobei allerdings der kon-
struierte Oberkorper Q sich nachtriglich selbst als die einfache Erweiterung
K (o) herausstellt, die innerhalb Q aus K durch Adjunktion von a entsteht. So
erklirt es sich, daB man im Blick auf das Endergebnis die Bezeichnung ,,Ad-
junktion von « zu K* auch auf diesen zweiten Fall iibertrigt und dann damit
den eben beschriebenen Vorgang meint. Keineswegs darf man dies jedoch als
ein einfaches ,,Losrechnen‘’ mit den Elementen von K und einem weiteren
Element « nach den formalen Rechengesetzen und den fiir « geforderten Eigen-
schaften interpretieren (vgl.auch die entsprechenden kleingedruckten Be-
merkungen iiber die Einfithrung der komplexen Zahlen am Ende von § 33).

Aus der Tatsache, daB die zu beliebigen einfachen Kérpererweiterun-
gen K () gemdB S(52.1) isomorphen Strukturen K (x) bzw. K [x]/(g(x))
selbst einfache Korpererweiterungen der gleichen Art sind, werden
sich natiirlich weitere Einsichten in den Aufbau solcher Kérpererwei-
terungen ergeben.

So ist zunidchst fiir den transzendenten Fall unmittelbar klar, daB

die Isomorphie K («)«=- K (x) durch eine Abbildung vermittelt wer-
den kann, welche K elementweise festlaBt und & auf x abbildet, und
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es gibt auch nur einen Isomorphismus zwischen K (a) und K (x), der
diesen beiden Forderungen geniigt.

Entsprechendes gilt nun auch im algebraischen Falle. So entnehmen
wir dem Beweis von $(52.2) die Beziehungen

K(x] =5 K[z]/(p () <= A = K([«])
mit f@)— [f@)] — f(I=]).
Ferner erhalten wir aus dem Beweis von S(52.1)
Kix] = R =K(a)
mit f(x) —  f(a),
wobei der Kern dieser homomorphen Abbildung gerade (g(x)) ist.
Damit ergibt sich aber aus der dem Homomorphiesatz zugrunde lie-
genden Aussage S(33.8)
R =K (a) < K[x]/(p(x)) < A =K([x])
mit f@) — @] — F«]).
Insbesondere bleiben bei der damit gegebenen Abbildung von R auf
A alle Elemente aus K fest, wihrend « auf [x] abgebildet wird. Ande-
rerseits sind durch diese beiden Forderungen auf Grund der Rela-
tionstreue auch die Bilder von allen anderen Elementen aus % fest-
gelegt, und wir erhalten wie oben: Es gibt genau eine isomorphe

Abbildung zwischen K(a) und K ([x]), welche K elementweise fest-
148t und « auf [x] abbildet.

Um die sich aus diesen Betrachtungen ergebenden Aussagen iiber
die Strukturbeziehungen zwischen einfachen Korpererweiterungen
angemessen formulieren zu konnen, treffen wir folgende

Definition D (52.3)
Ein Isomorphismus zwischen zwei Erweiterungskorpern A und A von
K heift ein velativer Isomorphismus beziighich K, wenn er jedes
Element von K auf sich selbst abbildet. B

Gibt es zwischen zwei Evweiterungskorpern A und A von K einen solchen
Isomorphismus, so nennt man A und A iquivalent beziglich K.
Wir wollen noch verabreden, den Zusatz ,beziiglich K“ wegfallen
zu lassen, wenn es aus dem Zusammenhang ohnehin klar ist, auf wel-
chen Grundkérper Bezug genommen wird.

6 Lugowski-Weinert, Algebra III
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Satz S (52.4)

Zwischen zwei einfachen Erweiterungen K (a) und K (B) gibt es genau
dann einen relativen Isomorphismus, der viberdies o und f einander zu-
ordnet, wenn beide Elemente entweder transzendent viber K oder Null-
stellen des gleichen irreduziblen Polynoms aus K [x] sind.

Ein derartiger Isomorphismus ist dann durch die Forderung o — B
bereits eindeutig festgelegt, d. h., es gibt auch nur einen relativen Isomor-
phismus zwischen K () und X (B), der diberdies o in f dberfithrt.

Beweis

Falls « und B den angegebenen Voraussetzungen geniigen, ergeben
sich simtliche Behauptungen unmittelbar aus den bereits angestell-
ten Uberlegungen; es gilt dann némlich

K(a) <> K(x) < K(f)

6 — X — ﬂ
bzw.

K () <= K([x]) <= K(B)
a — [2] — B,
wobei alle auftretenden Abbildungen als relative Isomorphismen be-
reits durch die jeweils angegebene Zuordnung vollig bestimmt sind.
Die Umkehrung folgt daraus, daB bei jedem beziiglich K relativen
Isomorphismus zwischen zwei Kérpern A und A jede Nullstelle & € A

eines Polynoms f(x) € K[x] wieder auf eine Nullstelle & € A des
gleichen Polynoms abgebildet wird:

o=f(a) = Ya,0" —> Ja,a’=f(ax) = 0.
qed.

Insbesondere erhalten wir aus S(52.4) sofort:

Eindeutigkeit einfacher Erweiterungen S (52.5)

Eine einfache Erweiterung K (a) ist durch die F orderung ,,o trans-
zendent iber K bzw. ,,« Nullstelle des irreduziblen Polynoms @ (x) € K [x]
bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmd.

Als Beispiel zu den letzten Aussagen betrachten wir zunichst die
Nullstellen ¢+ und —4 des irreduziblen Polynoms x2+ 1 € A[x]. Die
von ihnen erzeugten einfachen Kérpererweiterungen A (5) und A (—1)
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sipd nach §(52.4) dquivalent, und durch die Zuordnung i —» —%
wird zwischen ihnen ein relativer Isomorphismus eindeutig festgelegt).

Fiir ein weiteres Beispiel wihlen wir das in P [#] irreduzible Polynom
%% — 2 mit den Nullstellen
- 1 —_— cma JE— Jo—

=it am (3= e (-5
Hier ist es schon recht erstaunlich, daB die vom Standpunkt der
Analysis so verschiedenen Irrationalititen &, a,, ag dquivalente ein-
fache Erweit

ache prwelterungen P(al), P(az), P(aa)

erzeugen. Die in 5(52.4) genannten relativen Isomorphismen werden
dabei durch die Zuordnungen &; — «, bestimmt.

An Hand dieses Beispieles wollen wir uns noch davon iiberzeugen,
daB zwei einfache Erweiterungen von K sehr wohl dquivalent sein
konnen, ohne daB die erzeugenden Elemente Nullstellen des gleichen
irreduziblen Polynoms aus K [%] sind. So kann etwa der Kérper P(a;)

statt von o, = 3}/2~ ebensogut von der Nullstelle Wi des irreduziblen
Polynoms x® — 16 erzeugt werden (vgl. Aufg. 3), ohne daB die Aqui-

valenz von P (’}/2_) = P(s}/l—(_i) zu den beiden anderen Koérpern dadurch
irgendwie beriihrt wird.

Die in S(52.4) fiir den algebraischen Fall angegebene Bedingung
ist also hinreichend fiir die Aquivalenz von K (&) und K (B), aber
durchaus nicht notwendig. Immerhin wird bei einem relativen Iso-
morphismus K (a) «=~ K (f) natiirlich stets das erzeugende Element &
von K(«) auf ein erzeugendes Element & von K (f) abgebildet (vgl.
Aufg. 5), wenn eben auch unter Umstinden nicht gerade auf das vor-
gegebene erzeugende Element 8. Wir konnen also in Ergdnzung zu
S(52.4) feststellen:

Folgerung F (52.6)

Ist K (&) eine einfache Erweiterung von K mit dem definierenden Poly-
nom @ (x) € K[x], so ist eine Evweiterung A von K dann und nur dann
dquivalent zu K (), wenn A ebenfalls von einer Nullstelle & des Polynoms
@ (x) erzeugt werden kann: A = K ().

1y Bei dieser Uberlegung kann unberiicksichtigt blciben, daB sogar A (5) mit A(—1)
iibereinstimmt und in Wirklichkeit der bekannte (relative) Automorphismus des Korpers
der komplexen Zahlen durch Ubergang zum konjugicrt-komplexen Wert vorliegt. Vollig

analog liegen die Dinge bei den einfachen Erweiterungen P (}%) und P(—}Z), wobei
Y und —yk die Nullstellen des irreduziblen Polynoms 2* — & € P[] sind.

6*
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Aufgaben zu § 52

1. Man zeige, daB man jedes Element des Erweiterungskorpers A = K(IRt)
als Quotient zweier ganzer rationaler Funktionen von jeweils endlich vielen
Elementen aus It mit Koeffizienten aus K erhalten kann.

2. Man kennzeichne den in Aufg. 5 von § 26 konstruierten Korper A mit vier
Elementen als einfache Erweiterung des Primkorpers I, der Charakteristik 2.

3. Man beweise: Die Korpererweiterungen P(i’i) und PG’I_B) stimmen iiberein.

4. Man gebe eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Uberein-
stimmen zweier einfacher Erweiterungen K (a) und K(f) an.

6. Ist A ein Oberkérper von K und existiert ein beziiglich X relativer Isomor-
phismus zwischen A und einer einfachen Erweiterung K (a) von K, so ist das
Bild & von & erzeugendes Element von A, d. h., es gilt A = K(&).

§ 53. Abspaltungs- und Zerfillungskdrper

Wie wir bereits in § 44 festgestellt haben, gibt es zu jedem Polynom
/(x) vom Grad » mit Koeffizienten aus einem beliebigen Integritits-
bereich R stets einen Oberbereich ®#* von R, in dem f(x) eine Null-
stelle bzw. # Nullstellen hat. Wir kommen nunmehr zum Beweis
dieser Aussagen, wobei wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit den
Koeffizientenbereich als einen Koérper K annehmen (man kann ja von
R zum Quotientenkorper iibergehen) und auch den fraglichen Ober-
bereich als einen Korper konstruieren.

Definition D (563.1)

Unter einem Abspaltungskirper eines Polynoms f(x) € K[x] ver-
steht man einen von einer Nullstelle o« von f(x) erzeugten Evweiterungs-

korper A = K (a) von K.

Ein Abspaltungskoérper ist also ein moglichst kleiner Oberkérper A
von K mit der Eigenschaft, daB f(x) in A [x] wenigstens einen Linear-
faktor x — a abspaltet. Um die Existenz eines solchen Korpers zu
zeigen, geniigt es offensichtlich, einen irreduziblen Faktor ¢(x) von
f(x) zu betrachten. In diesem Fall ist aber schon alles erledigt, denn
wir brauchen nur S (52.2b) und S (52.5) umzuformen und erhalten den
auf KRONECKER zurlickgehenden

Satz S (63.2)

Zu jedem irreduziblen Polynom @ (x) € K [x] gibt es eimen und bis auf
Aquivalenz nur einen Abspaltungskorper.
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Es versteht sich, daB die Eindeutigkeitsaussage an die Irreduzibilitit
von @ (x) gebunden ist?). Man bendtigt sie iibrigens 6fter in einer etwas
schirferen Form, zu deren Formulierung wir zunichst erkliren:

Definition D (53.3)

Es sei A ein Oberkorper von K und A ein solcher von K. Dann heift ein
Isomorphismus A <> A Fortsetzung eines vorgegebenen Isomor-
phismus K <= K, wenn er die gleiche Zuordnung zwischen den Ele-
menten von K und K vermittelt wie der letztere?).

Satz S (53.4)

Es sei K <= K ein Isomorphismus zwischen zwei Korpern K und K;

weiterhin seien @ (x) € K([x] und @(x) € K [x] irreduzible Polynome,
deren Koeffizienten einander bei diesem Isomorphismus emtsprechen,

schlieflich A = K («) und A = K () die zugehirigen Abspaltungskorper.
Dann lipt sich der Isomorphismus K <=2 K auf genau eine Weise zu
einem Isomorphismus A <= A fortsetzen, der iiberdies o auf & ab-
bildet.

Beweis

Wir brauchen nur die auf den algebraischen Fall beziiglichen Uber-
legungen, des Beweises von S(52.4) zu iibertragen. Der Unterschied
besteht lediglich darin, daB dort der Beweis auf der Beziehung

K (o) <% K([x]) < K{(f)
beruht, an deren Stelle hier
K(a) <> K([2]) << K ([]) < K (%)
zu betrachten ist, wobei sich die mittlere Isomorphie unmittelbar aus
unseren Voraussetzungen ergibt. qed.

Damit haben wir das Existenzproblem fiir eine Nullstelle erledigt
und wenden uns nunmehr der allgemeinen Behauptung zu.

1) Beliebige Polynome werden ja im allgemeinen irreduzible Faktoren enthalten, die
nicht nur voneinander verschieden sind, sondern auch iniquivalente Abspaltungskorper
ergeben. _

2) Nach D (53.3) ist ein relativer Isomorphismus A «—— A beziiglich K nichts anderes
als eine Fortsetzung des identischen Automorphismus von K.
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Definition D (53.5)

Unter einem Zerfillungskorper eines Polynoms [(x) € K[x] vom
Grad n versteht man einen Erweiterungskorper A von K, der n (d.h. so-
viel als miglich) Nullstellen von [(x) enthdlt und von diesen erzeugt
wird:

A=K(oy, 0z, ..., &g)-

Ein Zerfallungskorper ist also ein moglichst kleiner Oberkdrper A
von K mit der Eigenschaft, daB f(x) in A[x] vollstindig in Linear-
faktoren zerfillt:

f) = ag(x — o) (x— a5) - . . (x— aq).

Selbstverstindlich treten dabei mehrfache Nullstellen so oft auf, wie
ihre Vielfachheit angibt.

So ist z. B. der Abspaltungskorper P(}/2) von x® — 2 zugleich Zer-
fillungskoérper dieses Polynoms:

x—2=(x—V2)(x—(—V2)).
Desgleichen ist dieser Korper Zerfillungskorper etwa der folgenden
Polynome:
xt— 2% — 324 42+ 2
=(x—12) (e — (—V2) (x— A+ ¥2)x— 1-V2)):
xt— 422+ 4

= (& —12)(x—¥2)(x — (= V2)(x — (=¥ 2)).

Dagegen ist der Abspaltungskorper P (}/ 2') von x3 — 2 ,der jedenfalls
die Zerlegung

-2 =(x —12) (2 + 25 + (2))

ermoglicht, noch nicht Zerfillungskorper dieses Polynoms. Dies ist
klar, wenn 31/5 die reelle Nullstelle von %3 — 2 bedeutet, da dann ja

3
P(ﬁ) nur aus reellen Zahlen besteht ; daraus folgt es fiir die anderen
Fille aus der bereits festgestellten Aquivalenz von P(«,), P(a,) und
P(ag). Vielmehr erhdlt man den Zerfillungskérper erst, indem man
wenigstens noch eine weitere Nullstelle adjungiert (vgl. Aufg. 1).
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Satz S (53.6)

Zu jedem Polynom f(x) € K[x] gibt es einen und bis auf Aquivalenz
nur einen Zerfallungskorper.

Beweis

Wir beweisen zunichst die Existenz eines Zerfillungskérpers A von
f(x) durch vollstindige Induktion nach dem Grad » von f(x). Als
Induktionsanfang dient der triviale Fall linearer Polynome mit A = K.
Wir nehmen also an, daB die Existenz eines Zerfiallungskorpers iiber
einem beliebigen Grundkoérper fiir alle Polynome kleineren als #-ten
Grades mit Koeffizienten aus diesem Grundkérper bereits feststeht.

Nach den Uberlegungen im ersten Teil dieses Paragraphen gibt es
nun zu f(x) € K[x| einen Oberkérper A; = K(«,) von K, so daB f(x)
in A, [x] wenigstens einen Linearfaktor abspaltet:
Fx) = (x — ) g (%) € Ay[#].

Nach Induktionsvoraussetzung existiert aber zu dem Polynom
g(x) € A;[x] vom Grad # — 1 ein Zerfillungskorper

A=A (0, ..., 0,)=K(a) (g, . . ., ) = K(a), &5, . . ., &),
der offensichtlich auch Zerfillungskorper von f(x) € K{x] ist.

Fiir die Eindeutigkeitsaussage beweisen wir gleich weitergehend:

Satz S (53.7)

Essei K Keinl somorphismus zwischen zwei Korpern K und K;
weiterhin seien f(x) € K[x] und f(x) €K [x] einander bei diesem
Isomorphismus entsprechende Polynome n-ten Grades, schlieflich
A=K, ..., a,) und A=K (a,, ..., &,) je eim zugehoriger Zer-
fallungskorper.

Dann 1ipt sich der Isomorphismus K <~ K auf genau eine Weise zu

einem Isomorphismus A <~2» A fortsetzen, der iiberdies o, . . ., &, bei
geeigneter, fester Numerierung der Reihe nach auf &, . .., &, abbildet.
Beweis

Wir zeigen dies ebenfalls durch vollstindige Induktion, indem wir
annehmen, daB der Satz bereits fiir alle Polynome kleineren als n-ten
Grades und beliebige zueinander isomorphe Grundkérper zutreffe

(Induktionsanfang # = 1 mit K= A und K= A).
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Ist nun @(x) mit der Nullstelle «, ein irreduzibler Teiler von f(x),
so entspricht ihm ein irreduzibler Teiler @(x) von f(x), der bei geeig-
neter Numerierung die Nullstelle &, hat. Zufolge S(53.4) gibt es dann
genau einen Isomorphismus zwischen den Abspaltungskirpem
A, =K(a) und A;=K(&,) als Fortsetzung von K «~» K mit
a, — &,. Bei diesem Isomorphismus entprechen sich die Zerlegungen

f#) = (& — o) g (x) € Ay 4]
und  f(x) = (x — %) g () € A, l=].

Unter Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf g(x) € A, [x] und

g(x) € A, [#] erhalten wir als Fortsetzung von A, <% A, einen ein-
deutig bestimmten Isomorphismus fiir den Zerfiallungskérper

A=A(0g,...,0a,)=K(x, &g, ..., &)
und A=A (&,...,q)=K@,&,...,3q,),

der a,, ..., a, bei geeigneter, fester Numerierung der Reihe nach
auf a,, . . ., &, abbildet. Dieser Isomorphismus ist natiirlich erst recht
eine Fortsetzung von K <<% K und ordnet auch &, und &, einander
zu. qed.

Wir fassen nochmals zusammen: Zu jedem Polynom f(x) vom Grade
n mit Koeffizienten aus einem beliebigen Grundkérper K gibt es einen
Oberkorper von K, in dem » Nullstellen «,, a,, . . ., &, von f(x) vor-
handen sind. Ein kleinstméglicher Korper dieser Art ist als Zerfallungs-
korper A= K(a,, &,, ..., a,) seiner Struktur nach eindeutig be-
stimmt, denn zwei verschiedene Zerfillungskorper A=K (a,, a,, ..., a,)
und A=K(a,,a,, ..., &,) von f(x) € K[x] sind ja allein auf Grund
der in S(53.7) angegebenen Zuordnung a; — &, der Nullstellen von
(%) relativ isomorph beziiglich K.

Dabei 148t sich diese letzte Aussage (im Gegensatz zu der entspre-
chenden iiber Abspaltungskérper) noch dahingehend verschirfen, daB
in jedem Oberkérper von K (und sogar in jedem K umfassenden Inte-
gritdtsbereich), welcher » Nullstellen von f(x) enthilt, genau ein
solcher Zerfillungskorper liegt; ein solcher Oberbereich kann nim-
lich nach F(44.7) nur »# Nullstellen von f(x) enthalten.

Damit ist es auch gerechtfertigt, schlechthin von ,,den Nullstellen
eines l?olynoms f(x) € K[x]* zu sprechen, ohne sich dabei noch aus-
driicklich auf einen Oberbereich zu beziehen. Insbesondere gilt dies
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fiir die Aussage, wieviel verschiedene Nullstellen f(x) besitzt und
welche Vielfachheiten dabei auftreten.

Kliren wir schlieBlich noch einmal das Verhiltnis dieser Ergebnisse
zu dem Fundamentalsatz der klassischen Algebral). Letzterer ist zwar
nicht so allgemein hinsichtlich der zugelassenen Koeffizientenbereiche,
doch sagt er dafiir inhaltlich mehr aus: Ist K ein Unterkérper des
Korpers Z der komplexen Zahlen, so hat jedes Polynom f(x) € K [x]
einen Zerfillungskoérper, der in Z liegt.

Aufgaben zu § 63

1. Man zeige, daB der Zerfillungskérper A = P(a;, ay, a;) des Polynoms
2% — 2 € P[#] bereits durch Adjunktion von je zwei Nullstellen bzw. von
einer Nullstelle und einer primitiven dritten Einheitswurzel entsteht.

2. In Verallgemeinerung von Aufgabel gilt: Der Zerfillungskérper von
%" — a € P[«] ist durch Adjunktion einer primitiven #-ten Einheitswurzel
und einer Nullstelle dieses Polynoms zu erhalten.

3. Es sei f(x) € K[#] ein irreduzibles Polynom vom Grad » und A sein Zerfil-
lungskorper. Man beschreibe, wie f(#) in A[x] zerfallt.

§ 64. Endliche und algebraische Kérpererweiterungen

Wir wenden uns jetzt dem eingehenderen Studium der Struktur von
Korpererweiterungen zu. Auf die dazu erforderlichen Begriffsbildun-
gen lassen wir uns durch eine Betrachtung einfacher Korpererweite-
rungen K («) fithren, wobei im Rahmen der hier gesteckten Ziele der
Fall im Vordergrund steht, daB das adjungierte Element « algebraisch
iiber K ist.
Es sei also K(«) eine einfache Erweiterung von K mit der definie-
renden Gleichung ¢(a) = 0 vom Grad #». Wir wissen schon aus dem
Beweis von S(52.1), daB jedes Element von K(a), welches ja im
allgemeinen zunichst (vgl. Aufg.1von § 52) als Quotient gegeben ist,
tatsichlich bereits als ganzrationaler Ausdruck in & geschrieben wer-
den kann (vgl. auch Aufg. 1):
£ — 1) = Z e
Mit diesen ganzen rationalen Funktionen wird nun gemiB (vgl. die
Uberlegungen vor D (52.3))
R = K (o) == K[x]/(p ()
mit  f(a) — [f(=)]

1) Auf die Moglichkeit, S(53.6) mit Vorteil zum Beweis des Fundamentalsatzes heran -
zuziehen, haben wir bereits im § 51 hingewiesen.




90 X. Algebraische Korpererweiterungen

gerechnet wie mit den in K |[x] enthaltenen Polynomen f(x) modulo
@ (x). Insbesondere entspricht also der Gleichheit zweier Elemente f(x)
und g(a) von R = K(«) die Kongruenz der zugehorigen Polynome
1(x) und g(x):

f(a) = g(«) genau dann, wenn f(x) = g(x) mod ¢ (x).

Das gibt die Moglichkeit, die Beschreibung der Elemente aus R = K («)
weiterhin zu vereinfachen. Fiir jedes Polynom f(x) des euklidischen
Ringes K [«] existiert ndmlich eine Darstellung

1(x) = @(x) - g(%) + 7(x),
wobei im Falle 7 (x) <= o0 der Grad von 7 (x) kleiner als der Grad »# von
@ (%) ist. Daher gilt

f(#) = r(x) mod p(x) und damit f(a)=7(x),

so daB jedes Element von R = K(a) bereits als ein solcher ganz-
rationaler Ausdruck in « geschrieben werden kann, in dem « héchstens
bis zur (n—1)-ten Potenz auftritt (vgl. auch Aufg. 2):

n=1

da,a"=ay+ a;0 + a0 + . . .+ a, jamL

=0
Diese Darstellung der Elemente von R = K(a) ist sogar eindeutig,
d.h.,

n—1 n—1
(*) aus Sa,a’=3b,a” folgt ay="by, ..., a,_1=20,,,
»=0 =0
oder was auf dasselbe hinausliuft, die Elemente «f, o, ..., a1
sind iiber K linear unabhingig, d.h.,
n—1
(**) aus Jc,a’=o0 folgt ¢y=c;=...=¢c, ,=0.
=0

Man erkennt beides sofort daraus, daB andernfalls « Nullstelle eines
von o verschiedenen Polynoms X'(a, — b,)x* = Z¢,x* € K[x] niedri-
geren als #-ten Grades wire, wihrend doch das Minimalpolynom ¢ (x)
von « iiber K den Grad # hat.

Unter expliziter Verwendung der Begriffsbildungen aus Kapitel VI
besagt das: Fa8t man K (a) als Modul mit K als Operatorenbereich
auf, so bilden die Elemente af, o}, . . ., a®1 ein endliches und sogar

Iim]elar unabhéngiges?) Erzeugendensystem. Wir kénnen also fest-
stellen:

1) Die Gleichwertigkeit von (*) und (**) ist gerade die Aussage von S(36.6).
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Die einfache Erweiterung K («) von K mit der definierenden Gleichung
@ (%) = 0 vom Grad n ist ein Vektorraum, also eine Algebra iiber K vom
Rang n mit einer Basis o9, o, a2, . . ., a*1, wobes diese Basiselemente
entsprechend den Potenzgesetzen unter Beachtung der Relation @ («) = o
au multiplizieren sind :

K(a) =K+ Ka+ Ka2+ ...+ Kar-1,

Als Beispiel erinnern wir zunichst an den Korper Z = A () = A + A¢
der komplexen Zahlen, den wir bereits als einen Vektorraum bzw. als
eine Algebra mit den Basiselementen 1 und 7 und der definierenden
Gleichung x%4- 1 =0 beschrieben haben. Entsprechendes gilt fiir

den Korper P(}k) = P+ P}k mit den Basiselementen 1 und Y%
und der definierenden Gleichung %2 — k= 0.

Ein weiteres Beispiel ist etwa der Abspaltungskérper P(s]/.‘f) des irre-
duziblen Polynoms ¢ (x) = 2® — 2 € P[x]. Er ist Vektorraum iiber P

vom Rang 3 mit den Basiselementen 1, :‘]/5, (1/5)2, d. h., seine Ele-
mente sind eindeutig in der Form

a + “131/2— + a, (8]/5)2

darstellbar.

In Anlehnung an den eben fiir einfache Koérpererweiterungen fest-
gestellten Sachverhalt treffen wir nunmehr folgende

Definition D(54.1)

Ein Eyrweiterungskorper A von K heift endlich?) tiber K, wenn A ein
endlicher Vektorraum, also eine endliche Algebra diber K ist. Der ein-
deutig bestimmte?) Rang r von A tiber K wird hier vornehmlich der Grad
von A diber K genannt (in Zeichenr = [A: K]):

A=XKu,+ Ku,+ ...+ Ku,.

Wir erinnern daran, daB dann gemaB F(37.7) je » iiber K linear unabhéngige
Elemente 4, 4, . . ., A, aus A eine Basis von A iber K bilden. Gibt es anderer-
seitsin einem Oberkorper A von K ein System von » iiber K linear unabhéngigen

1) Entsprechend der bereits zu D(36.4) gemachten Bemerkung darf der Relativbegriff
,,endlich iiber* (der hier etwas iiber das Verhiltnis zweier Korper zueinander aussagt)
nicht mit dem Absolutbegriff ,,endlich* der Mengenlehre (der sich auf die Anzahl der
Elemente eines Bereiches bezieht) verwechselt werden.

In diesem Zusammenhang findet man in der Literatur mitunter ,,endlich iiber‘ auch
noch als Bezeichnung dafiir, daB ein Korper A durch Adjunktion einer endlichen Menge
von Elementen aus einem Korper K hervorgeht, also ebenfalls als Relativbegriff. In
diesem Falle spricht man dann vom ersteren als ,,vom endlichen Grade iiber*.

%) Vgl. S(37.5).
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Elementen 4,, 4,, . . ., 4,, wihrend jedes System Ay Ay o ooy Ap, A} mit beliebj—
gem A € A linear abhingig ist, so ist A endlich iiber K vom Grad r mit

{A, A3, - . ., A} als Basis (vgl. S (37.8)).
Aus unseren obigen Feststellungen ergibt sich insbesondere:

Folgerung F (54.2)

Eine einfache Erweiterung K («) von K mit einem tiber K algebraischen
Element o ist endlich iiber K, wobei der Grad [K (&) : K| mit dem Grad n
der definierenden Gleichung @ (a) = o dibereinstimms.

In den vorangegangenen Paragraphen haben wir nun bereits mehrfach
Korpererweiterungen in gewisse Teilschritte zerlegt bzw. aus Uber-
legungen iiber solche Teilerweiterungen auf die Gesamterweiterung
geschlossen. Fiir diese naheliegende Methode sind Aussagen wichtig,
die bestimmte Eigenschaften der Teilschritte und des Gesamtschrittes
in einem solchen ,,Korperturm‘‘ zueinander in Beziehung setzen wie
der folgende

Turmsatz?) S (64.3)

Es set Q ein Oberkirper von A und A ein solcher von K :
Q>2A2K.

Dann ist Q endlich iiber K genau dann, wenn sowohl Q endlich iiber A
als auch A endlich diber K ist. Insbesondere gilt dann fiir die Korper-
grade:

[Q:A]- [A:K]=[Q:K].
Beweis
1. Es sei Q endlich iiber K vom Grad [Q: K] = ¢. Dann ergibt sich

sofort aus F(37.9), daB A als in Q enthaltener K-Modul ebenfalls
endlicher Vektorraum iiber K ist.

Weiterhin ist Q als endlicher K-Modul auch endlicher A-Modul; denn
wegen A < Q kann A als Operatorenbereich von Q aufgefaBt werden,
und jedes Erzeugendensystem von Q iiber K ist dann wegen K < A
erst recht ein solches von Q iiber A: -

Q=Kw,+ ...+ Kw,SAw,+ ... + Aw, < Q.

!) Wegen der Wichtigkeit der Gradrelation wird di “
bezeichnet, 1 ird dieser Satz auch oft als ,,Gradsatz
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Als endlicher A-Modul ist Q aber nach F (33.3) auch endlicher Vektor-
raum tiber A.

2. Ist umgekehrt Q endlich iiber A vom Grad [Q:A]='s und A
endlich iiber K vom Grad [A: K] =7, also

Q=Avn+...+Av, und A=Ku,+...+ Ku,
so ist Q jedenfalls endlicher K-Modul:
Q= (Kuy+ ...+ Ku)o,+...+ Koy + ...+ Ku)o,
=Kuv,+ ...+ Kuo,+ ...+ Kuyo, + ...+ Ku,v,.

Die 7.s Elemente %,v,, . . ., v, sind aber sogar linear unabhingig
iiber K: Aus einer linearen Relation

2 ooty Vy =0
0,0
mit a,, € K folgt nédmlich
Z(Z’awue) v,=o0,
o \e
wobei die Koeffizienten 2 @ oty IN A liegen. Da aber v, . . ., v, linear
unabhingig iiber A sind, gilt weiterhin fir 6=1,...,s

2 Apothy=0.
e

Die lineare Unabhingigkeit von #,, ..., #, iiber K lehrt dann das
Verschwinden simtlicher Koeffizienten a, ,. Also ist {2 endlich iiber K

vom Grad 7.s. qed.

Als Beispiel betrachten wir den Zerfillungskérper P (o, o, ag) von
%3 — 2 € P[x]. Aus Aufg. 1 von § 53 entnehmen wir

P < P(o) CP(ay) () = Py, ag) = P(o, g, ag).

Beide Teilschritte sind einfach, also endlich, wobei gemiB unserer
Uberlegung vor S(53.6) gilt:

[P(ay) : P] =3, [P(ay, ag): P(oy)] = 2.

Also ist der Zerfillungskérper P (a,, &y, a3) endlich iiber P vom Grad 6.
Eine Basis bilden entsprechend dem Beweis von S (54.3) die Elemente

040 alal a2a0 alal, alal, a2al
o) O %y s O Ogs Oy gy Oy &gy O .
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Wir wollen noch eine Eigenschaft endlicher Korpererweiterungen
hervorheben, die uns zu einer weiteren wesentlichen Begriffsbildung
der Korpertheorie fithren wird. Ist A endlich iiber K vom Grad #,
so sind je #+ 1 Elemente aus A linear abhingig iiber K; insbesondere
gilt also fiir die #n+1 Potenzen A9, A%, 22, ..., A" jedes Elementes
A € A eine Beziehung

A+ a, A+ a2+ ...+ aA" =0
mit geeigneten a, € K. Mit anderen Worten: Jedes Element 4 € A
geniigt einer algebraischen Gleichung héchstens #-ten Grades mit

Koeffizienten aus K, ist also algebraisch iiber K (vgl. auch Aufg. 8).
Das gibt AnlaB zur

Definition D (64.4)

Ein Erweiterungskorper A von K heift algebraisch tiber K, wenn
jedes Element A € A algebraisch wber K ist. Andernfalls nemnt man A
transzendent viber K.

Damit konnen wir die einfachen Korpererweiterungen A = K (&) von K
mit einem iiber K algebraischen Element « als solche kennzeichnen,
die erstens einfach iiber K und zweitens algebraisch iiber K sind.
Man nennt sie daher abkiirzend einfache algebraische Korpererwei-
terungen im Gegensatz zu den einfachen transzendenten Korper-
erweiterungen, die durch Adjunktion eines iiber K transzendenten
Elementes entstehen und also sowohl einfach als auch transzendent
iiber K sind. Im algebraischen Falle 148t sich dieser Sachverhalt ver-
allgemeinern auf die Adjunktion mehrerer Elemente, woraus sich
iiberdies eine genauere Charakterisierung endlicher Korpererweite-
rungen ergibt:

Satz S (54.5)

Fiir eine Korpererweiterung A von K sind die folgenden Aussagen
gleichwertig:

a) A=XK(ay, ..., o) und o, . .., o, algebraisch iiber K;

b) A=K(a,, ..., &) und A algebraisch tiber K;

c) A endlich iiber K.

Beweis

Aus a) folgt c): Um dies zu zeigen, bilden wir der Reihe nach die

Korper
PR K (o) Koy, gy e es K (v ) = A
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Jeder dieser Schritte bedeutet eine einfache Erweiterung, wobei das
jeweils adjungierte Element «, nach Voraussetzung algebraisch iiber
K und damit erst recht algebraisch iiber dem jeweils erreichten Zwi-
schenkdrper ist. Jeder dieser Teilschritte stellt also gemiB F(54.2)
eine endliche Erweiterung dar, woraus sich nach S(54.3) ergibt, da8.
auch die Gesamterweiterung A endlich iiber K ist.
Aus c) folgt b): Nach Voraussetzung ist A endlicher Vektorraum
iiber K, also A= Ku#,+ ...+ Ku,, woraus natiirlich erst recht
folgt, daB jedes Element aus A durch die Elemente vonK und #,, ..., %,
rational ausgedriickt werden kann: A = K(x,, . . ., u,). Weiterhin ist
jedes Element aus A algebraisch iiber K, wie wir uns bereits vor
D(54.4) tiberlegt haben.
Aus b) folgt schlieBlich a), da mit allen Elementen aus A erst recht
die adjungierten Elemente a,, . . ., &, algebraisch iiber K sind.

qed.

Auch fiir algebraische Erweiterungen 148t sich in Analogie zu S(54.3)
ein Turmsatz iiber das Verhiltnis der Teilschritte zum Gesamtschritt
aufstellen:

Turmsatz S (54.6)
Es ses Q ein Oberkirper von A und A ein solcher von K:

Q2ADK.

Dann ist Q algebraisch siber K genau dann, wenn sowohl Q algebraisch
diber A als auch A algebraisch ilber K 1ist.

Beweis

1. Es sei Q algebraisch tiber K. Dann ist mit jedem Element aus €
erst recht jedes Element aus A < Q algebraisch iiber K, also ist A
algebraisch iiber K. Ebenso ist offensichtlich Q algebraisch iiber A,
da jedes Element aus Q ja sogar bereits einer algebraischen Gleichung
mit Koeffizienten aus K geniigt.

2. Umgekehrt zeigen wir unter der Voraussetzung, daB beide Teil-
schritte algebraisch sind: Jedes Element o € €2 geniigt einer algebrai-
schen Gleichung mit Koeffizienten aus K. Jedenfalls gibt es eine solche
Gleichung mit Koeffizienten aus A:

Ao+ Mo+ Lo+ ...+ Lol=o.
Wir bilden dann innerhalb Q den Kdorper
K(Ag) Ay v oo Ay
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Dieser Kérper ist nach S(54.5) endlich iiber K, da 4y, 4,, .. ., 4; als
Elemente von A algebraisch iiber K sind. Adjungiert man nun noch
das iiber diesem Kérper algebraische Element w, so liefert dies (als eine
einfache algebraische Erweiterung) ebenfalls eine endliche Erweite-
rung, so daB nach S(54.3) der entstehende Korper

K, Ay v o -0 A) (@)
endlich iiber K ist. Also ist er auch algebraisch iiber K, woraus fiir das
in ihm liegende Element w die behauptete Eigenschaft folgt. qed.

Die Begriffsbildungen dieses Paragraphen, deren gegenseitiges Ver-
hiltnis aus S(54.5) hervorgeht, und die Turmsitze S(54.3) und
S(54.6) sind fiir die gesamte Kérpertheorie grundlegend und werden
auch im folgenden stindig benétigt. Das trifft fiir die nachstehenden
Folgerungen weniger zu, wenngleich sie unmittelbare Anwendungen
auf Fragen der Elementarmathematik ermdglichen.

Folgerung F (54.7)
Es sei Q ein Oberkirper von XK. Dann gilt:

Summe, Differenz, Produkt und Quotient iiber X algebraischer Ele-
mente aus Q sind ebenfalls algebraisch diber K.

Mt anderen Worten: Die Menge aller Elemente aus Q, die algebraisch
tiber K sind, bildet einen Kirper A.

Zum Beweis braucht man nur mit den zu verkniipfenden (iiber K
algebraischen) Elementen «;, und o, aus Q den Kérper K(a,, ap) zu
bilden, der nach S (54.5) algebraisch iiber K ist.

Weiterhin ist der so entstechende Korper A ,in Q algebraisch ab-
geschlossen’‘:

Folgerung F (54.8)
Es sei Q ein Oberkorper von K und A der Korper aller iiber K alge-

braischen Elemente aus Q. Dann ist jedes tiber A algebraische Element
o € Q bereits in A enthaltenl).

Das ergibt sich unmittelbar aus S(54.6), da mit A («) iiber A und A
iiber K auch A («) iiber K algebraisch ist.

!) Der Kérper A ist also ,,in Q algebraisch abgeschlossen*, wenn er innerhalb € nicht
algebraisch erweitert werden kann. Entsprechend besagt der am Ende von § 51 genannte
Begriff,,algebraisch abgeschlossen*schlechthin,daB der betrachtete Korper iiberhaupt
nicht algebraisch erweitert werden kann.
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So ist zundchst festzustellen, daB die iibliche Begriffsbildung der algebraischen
Zahl (als iiber K = P algebraisches Element aus Q2 = Z) letzten Endes erst
wegen F(54.8) sinnvoll ist. Ohne Kenntnis dieser Aussage miite man nimlich
damit rechnen, daB die iiber P algebraischen Zahlen, als Koeffizienten von Glei-
chungen verwendet, in Gestalt der Nullstellen dieser Gleichungen neue Zahlen
liefern, die sozusagen ,,algebraisch von einer héheren Stufe'‘ wiren. In der Tat
kommt man aber eben iiber den ersten Schritt, bei dem man den Kérper aller
(iiber P) algebraischen Zahlen (von Z) erhilt, nicht mehr hinaus.

Entsprechendes gilt fiir den Begriff der algebraischen Funktion. Eine solche
Funktion y = 4 (¥, 43, . . ., %) in » Variablen, in der als ,,Konstanten'‘ Ele-
mente eines Korpers K (etwa K = A) auftreten, ist ndmlich nichts anderes als
ein algebraisches Element iiber dem Korper K(#,, #,, . . ., #,) der rationalen
Funktionen in » Unbestimmten!). Die algebraische Gleichung

folrrs - Z) + il xRy S )Y =0

fiir y mit Koeffizienten aus K (#,, #,, . . ., #,) ist nimlich genau die iiblicher-
weise zur Definition verwendete implizite Darstellung der algebraischen Funk-
tion y = A(#,, %, . .., #,). Insbesondere bedeutet dann hier F(64.8), daB
algebraische Funktionen von algebraischen Funktionen selbst wieder alge-
braische Funktionen sind, wie etwa ineinander geschachtelte Wurzelausdriicke
der Art

4
4—2x — 343
Y =%1% — —
2|/1 + 4]+ % + 575
wobei jede einzelne Wurzel offensichtlich eine algebraische Funktion darstellt?).
Aufgaben zu § 54
3
1. Man stelle in P (V2) das Element
3, 3 _)2
24+6y2 —5 (V2
3 3 -\2
s+2iz— (72)

als ganzrationalen Ausdruck von 1/2_ dar.

2. Es sei P(a) der Abspaltungskdrper des Polynoms @(#) = »* — Tx+ 17,
welches nach dem Satz von EISENSTEIN (S (48.6)) irreduzibel ist. Man
driicke das Element

flo) =16 — 5a— 3a®+ 24+ a* € P(a)

mit Hilfe der Basis &%, a!, a® von P (a) iiber P aus.

1) In der Analysis pflegt man den Begriff der algebraischen Funktion in # Va'riablen
%y» %3y« « +, ¥y NOCh durch gewisse Forderungen hinsichtlich der Stetigkeit und Differen-
zierbarkeit einzuschrianken.

2) Vgl. etwa V. MANGOLDT-KNOPP, Einfithrung in die hohere Mathematik Bd. I,
8. Abschnitt, Nr. 190, Dort wird gezeigt, daB die n-te Wurzel aus einer rationalen Funk-
tion eine algebraische Funktion ist, wihrend der Beweis fir ineinander geschachtelte
Waurzelausdriicke (unter Hinweis auf fehlende Hilfssdtze aus der Algebra) offen bleibt.

7 Lugowski-Weinert, Algebra IIT
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3. Man beschreibe die durch @(a) = o bestimmte einfache Erweiterung K (a)
als Algebra iiber K durch Angabe einer Multiplikationstabelle fiir ihre
Basiselemente.

4. Der Zerfillungskorper A eines Polynoms f(x) € K [#] ist endlich iiber K.

5. Man begriinde, da8 P (Y2, ¥3) endlich iiber P ist, und bestimme den Grad
und eine Basis.

6. Entsprechend verfahre man mit der Erweiterung P (i, }’§, g). wobei g eine
primitive dritte Einheitswurzel bedeute.

7. Was folgt fiir Q 2 A 2 K aus [Q: A] = [Q: K] bzw. [A: K] = [Q:K]?

8. Es sei Q endlich iiber K mit [Q : K] = »# und « ein beliebiges Element aus Q
mit dem Minimalpolynom ¢ (#) € K[#]. Dann ist der Grad » von @ () ein
Teiler von #; insbesondere gilt m = 1 genau fiir « € K und m = # genau
dann, wenn Q = K (a).

9. Die Aussage (vgl. S(54.5))
Aus ,,A endlich iiber K** folgt ,,A algebraisch iiber K*

148t sich nicht umkehren; man zeige dies am Beispiel des Korpers aller
algebraischen Zahlen.

10. Man begriinde, da8 mit rationalen Zahlen gebildete Wurzelausdriicke wie

5 ——
1 88—
]/?7 + Ve¥is —4

algebraische Zahlen sind.

11. Es sei K(y) eine einfache transzendente Erweiterung von K und K(») der
durch Adjunktion des Elementes

2
=2 y‘ng(y)

entstehende Zwischenkérper. Dann ist K (y) eine einfache algebraische Er-
weiterung von K (v). Man zeige dies, indem man die definierende Gleichung
und den Grad [K(y):K(x)] bestimmt. Welcher Zusammenhang besteht
zwischen y und #?

§ 556. Einheitswurzeln und Kreisteilungskérper

Die nachfolgenden Betrachtungen iiber Einheitswurzeln und Kreis-
teilungskorper, also iiber spezielle Kérper bzw. in ihnen enthaltene
Elemente, verdienen einmal um ihrer selbst willen Interesse, zum
anderen werden sie sich im weiteren Verlauf als ein wichtiges Hilfs-
mittel der allgemeinen Kérpertheorie herausstellen. Uberdies bestehen
enge Beziehungen zwischen ihnen und gewissen Problemstellungen
der Gruppentheorie und Zablentheorie.
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Definition D (55.1)
Es sei 11 ein beliebiger Primkorper mit dem Einselement e. Dann ver-
steht man unter den n-ten Einhettswurzeln dber 11 die Nullstellen
des Polynoms x» — e € I1|x] und nennt den Zerfillungskorper A,
dieses Polynoms den zugehorigen Kreisteilungskiorper?).

Offensichtlich stellt D(55.1) eine Verallgemeinerung von Begriffs-
bildungen dar, die bereits geliufig sind, wenn der Primkérper II der
Korper P der rationalen Zahlen ist. Der Kreisteilungskérper A, kann
dann als Unterkorper des Korpers Z der komplexen Zahlen gedeutet
werden, und die n-ten Einheitswurzeln erhalten ihre bekannte geo-
metrische Bedeutung (vgl. B(2.2)). Hieraus entspringt auch die fiir
den allgemeinen Fall iibernommene Bezeichnung von A,; sie erhilt
einen tieferen Sinn durch die Rolle, die A, bei der Konstruktion des
regelmaBigen #n-Ecks mit Zirkel und Lineal spielt.
Im allgemeinen gibt es n verschiedene n-te Einheitswurzeln, d.h.,
das Polynom x" — ¢ € Il [x] hat nur einfache Nullstellen. Eine mehr-
fache Nullstelle muB namlich nach S(45.4) auch Nullstelle der Ab-
leitung #.x"-! sein, was hier offenbar nur moglich ist, wenn diese
Ableitung (identisch) verschwindet. Letzteres tritt aber nur dann ein,
wenn die Charakteristik p von II ein Teiler von # ist.
Diesen Sonderfall kann man jedoch ausschlieBen, ohne damit die
Allgemeinheit der Betrachtungen einzuschrinken. Aus # = $".m
mit p{m folgt nimlich unter Verwendung der Rechenregel F(27.4)
A — e= (xm)p" — e?" = (xm — e)?’,
d. h., jede solche #n-te Einheitswurzel ist bereits eine m-te Einheits-
wurzel mit p{m. Ihre Eigenschaften sind also bereits dadurch voll-
stindig charakterisiert, und sie treten als #-te Einheitswurzeln ledig-
lich in der Vielfachheit p* auf.

Wir kénnen uns damit der grundlegenden Strukturaussage tiber Ein-
heitswurzeln zuwenden:

Satz $(65.2)
Die n-ten Einheitswurzeln iiber I1 bilden eine zyklische Gruppe der
Ordnung n, falls die Charakteristik von I1 kein Teiler von n ist?).
Jedes erzeugende Element dieser Gruppe herft eine primitive n-te
Einheitswurzel.

l)_.D-ie lé;e;in—nung ,,Einheitswurzel* hat sich eingebiirgert, obwohl es sich tatsdchlich
um n-te Wurzeln aus dem Einselement handelt. Man beachte auch,.daB de; Krens:teilungs-
kérper A, als Zerfillungskorper nur bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt ist.

') Man beachte: 0% n.
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Beweis

1. Die n-ten Einheitswurzeln bilden eine endliche Untermenge in
der multiplikativen Kérpergruppe von A,. Die Gruppeneigenschaft
folgt also (vgl. S(5.8)) schon daraus, daB das Produkt zweier n-ten
Einheitswurzeln #, und %, wieder eine solche ist gemaB

mmr—e=nrnt —e=¢ee—e=o0.

Die Behauptung iiber die Ordnung ergibt sich entsprechend den
vorangehenden Betrachtungen gerade aus der einschrinkenden Vor-
aussetzung iiber die Charakteristik.

2. Es bleibt nachzuweisen, daB die Gruppe ® der n-ten Einheits-
wurzeln zyklisch ist, was durch die Konstruktion eines Elementes der
Ordnung » geschieht. Dazu zerlegen wir # in seine Primfaktoren und
definieren zugleich gewisse Teiler #, und m; von n:

”n
n = ;lﬁ;l...P;'; ”"=?i, m.-= .
(]
Nun gibt es in & hochstens #, Elemente, die n-te Einheitswurzeln
sind; wegen #, < n existiert also ein Element 7, mit

ik e.
Mit Hilfe dieser Elemente 7, (¢ =1, ...,7) bilden wir die Elemente
&=

und zeigen, daB §; die Ordnung p7 hat. Es folgt nimlich zunichst

% -
E”i_ P on
_77,' —77,-—8-

Also ist die Ordnung von &; jedenfalls ein Teiler von p"' mithin eine
Potenz p} von p; mit A < »,. Wire nun 2 < »;, so miilte erst recht

P!

1 )
§' =e

»n—1

gelten, denn 2]

ist dann ein Vielfaches von p:. Dies steht aber im
Widerspruch zu

v.—l p;—1

El =77iii =7):¢.=‘=e
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Das Produkt C=§&&...¢&

der Elemente &, &,, . . ., &, mit den paarweise teilerfremden Ord-
nungen p7', p*, . . ., p;* ist nun ein Element der Ordnung

IR \{]
n=pity .- B
wie aus dem nachfolgenden allgemeinen gruppentheoretischen Satz
hervorgeht.

3. In jeder abelschen Gruppe ist die Ordnung t des Produktes a-b
zweier Elemente a und b mit teilerfremden Ordnungen r und s gleich dem
Produkt r.s. Aus (ab)t = e folgt ndmlich durch Potenzierung mit
s bzw. r unter Beriicksichtigung von &% = e bzw. a’ = ¢ zunichst

att=¢ und bri=e¢, also 7|st und s|#.

Wegen (7, s) = 1 ergibt sich aus letzterem
r|t und sl|¢, also 7s|z
Umgekehrt erhdlt man unmittelbar:
(ab)yrs=are.brs=¢, also t|rs.
qed.

GemiB F(6.12b) gibt es in der Gruppe der #-ten Einheitswurzeln
@ (n) primitive n-te Einheitswurzeln; man kann sie aus einer durch
Potenzierung mit allen Exponenten 2 < # gewinnen, fiir die (%, #) = 1
gilt. Eine nichtprimitive n-te Einheitswurzel » ist dann schon eine
d-te Einheitswurzel mit d||#, wobei insbesondere 4 so gewahlt werden
kann, daB # primitive d-te Einheitswurzel ist. Natiirlich gibt es ins-
gesamt wieder ¢(d) primitive d-te Einheitswurzeln, so daB man auf
diese Weise zu einer Abzihlung aller #-ten Einheitswurzeln gelangt,
jede aufgefaBt als primitive Einheitswurzel zu einem Teiler 4 von #:

dE p@d)=mn.
"
Als Beispiel wihlen wir # = 12 mit den Teilern d =12, 6, 4, 3, 2, 1:
@ (12) = 4 primitive 12-te Einheitswurzeln: {2, {5, {7, {1,
@(6) = 2 primitive 6-te Einheitswurzeln: {2, {10;
@(4) = 2 primitive 4-te Einheitswurzeln: {3, {?;
@(38) = 2 primitive 3-te Einheitswurzeln: {4, {8;
@(2) =1 primitive 2-te Einheitswurzel: (¢;
@(1) = 1 primitive 1-te Einheitswurzel: (!%;

@(12) + ¢(6) + ¢(4) + ¢(3) + ¢(2) + ¢(1) =d|2m' p(d) = 12.
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Diese Summenformel fiir die EULERsche g-Funktionist eine wichtige Aussage Qer
elementaren Zahlentheorie und beruht letzten Endes darauf, daB ¢(d) zugle{ch
die Anzahl derjenigen Zahlen von 1 bis » angibt, die mit » den groSten gemein-

samen Teiler " haben, was man sich auch leicht direkt iiberlegen kann (die
n

Zahlen 1 < # < d mit (k, d) = 1 geben durch Multiplikation mit - - iiber in
. n kn Lon __[nk _n
die Zahlen g S<g = mlt}i”'(k' d) _(d ,n)— F;

Unsere obigen Uberlegungen, die auch zu dieser Summenformel fiihrten, gelten
iibrigens nicht nur fiir die Gruppe der z-ten Einheitswurzeln, sondern auch fiir
jede zyklische Gruppe der Ordnung #.

Wihrend man damit die #-ten Einheitswurzeln als d-te Einheits-
wurzeln mit geeigneten d|» auffassen kann, ist es auch umgekehrt
moglich, die n-ten Einheitswurzeln aus solchen d-ten Einheitswurzeln
zusammenzusetzen.

Folgerung F (55.3)

Es sei n das Produkt zwezer teilerfremder Faktoren v und s.
Dann erhilt man jede n-te Einheitswurzel genaw einmal, wenn man
jede r-te Einheitswurzel & mit jeder s-ten Einheitswurzel n multipliziert.

Insbesondere liefern auf diese Weise die Produkte der primativen r-ten
und s-ten Einheitswurzeln gerade die primitiven n-ten Einheitswurzeln.

Beweis

1. Die n = r.s Produkte &% liefern jedenfalls n-te Einheitswurzeln
wegen
(‘577)" = §rsnrs = ee = e.

Diese Produkte sind alle voneinander verschieden: Aus & %, = &,7,
folgt ndamlich El 52—1 = Nyt Nun ist aber 5152—1 eine r-te, R/ eine
s-te Einheitswurzel, d.h. § {51 = 2,71 ein Gruppenelement, dessen
Ordnung sowohl ein Teiler von 7 als auch ein solcher von s sein mu8.

Wegen (7, s) = 1 ist daher dieses Gruppenelement gleich dem Eins-
element ¢, also & = &, und %, = 7,..

2. Bei dieser Multiplikation ergibt jedenfalls das Produkt primitiver
Elemente wieder ein primitives Element, denn das folgt unmittelbar
aus dem im Beweis zu S(55.2) unter 3. aufgefithrten allgemeinen
gruppentheoretischen Satz. Ist andererseits nur einer der Faktoren
nicht primitiv, so hat auch das Produkt offensichtlich eine Ordnung,
die kleiner als 7.5 = # ist. qed.
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Durch Abzéhlen der auftretenden primitiven Einheitswurzeln ergibt sich aus
dem zweiten Teil von F (55.3) eine weitere wichtige Eigenschaft der EuLERschen
@-Funktion, die sog. Distributivitit!):

@(res)=@(v)- @(s) fiir (r,s)=1.

‘Weiterhin ist auch F(55.3) nicht von konkreten Eigenschaften der Einheits-
wurzeln abhingig, sondern fiir jede zyklische Gruppe 8, der Ordnung x
und ihre Untergruppen giiltig. LaBt sich also » irgendwie in das Produkt teiler-
fremder Faktorens und s zerlegen, so erhilt man alle Elemente ¢ € 8, ein-
deutig als Produkt ¢ = ab mita € 8, < 8, und b € 3, < B,. Man sagt dann
in der Gruppentheorie, da8 B, das ,,direkte Produkt 8, X 3, der Unter-
gruppen 8, und B, ist. Durch mehrfache Anwendung dieser Zerlegung kommt

man fir » = p’l" p;’ . p’;‘ schlieBlich zu einer Darstellung von
Bu=BxByrax. . - X8yn

als direktes Produkt zyklischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung i, wobei

diese Ordnungen ersichtlich durch # und damit durch 8, eindeutig bestimmt
sind. Diese Feststellung ist ein Spezialfall des fiir beliebige endliche abelsche
Gruppen giiltigen ,,Basissatzes'‘, welcher besagt, daB jede solche Gruppe &
das direkte Produkt (selbst nicht mehr zerlegbarer) zyklischer Gruppen von
Primzahlpotenzordnung ist, wobei die auftretenden Ordnungen durch die
Struktur von @ eindeutig festgelegt sind.

Als Beispiel zu F (55.3) bilden wir die 12-ten Einheitswurzeln iiber P
als Produkt der 3-ten und 4-ten Einheitswurzeln. Dazu bezeichnen
wir die primitiven 3-ten Einheitswurzeln mit

wiihrend die primitiven 4-ten Einheitswurzeln gerade ¢ und —¢ sind:

!) Allgemein nennt man eine zahlentheoretische Funktion (d.h. eine Funktion f(n),
deren Argument # natiirliche Zahlen durchliuft) distributiv, wenn fiir sie gilt:

f(r-s) =) -1(s) fir (,8)=1.

Weiterhin ist zu bemerken, da8 sich die Distributivitiat von ¢ (#) natiirlich sofort aus der
bereits in B (2.8) angegebenen Produktformel fiir ¢ () ergibt; allerdings beruhen die
meisten elementaren Beweise dieser Produktformel gerade darauf, umgekehrt erst
einmal die Distributivitit zu zeigen und mit ihrer Hilfe die Produktformel zu gewinnen.
Damit ist nimlich das Problem auf die Bestimmung der Anzahl ¢ (p¥) der zu p? teiler-
fremden Zahlen von 1 bis p¥ zuriickgefiihrt, die sich sofort aus der Anzahl p¥ aller
Zahlen und der Anzahl p*: p der Vielfachen von p in diesem Abschnitt ergibt:

9" =p7— L2 = (1)
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R | 01 0
1| 0 ¢ g8
il o g o
1| o

—3 fad 1) zs.,

Im Grunde genommen handelt es sich natiirlich bei allen diesen
Uberlegungen um nichts anderes als die Untersuchung bestimmter
konkreter Gruppen. Trotzdem fillt ihr Studium in die Korpertheorie:
Einerseits wird ndmlich die Existenz dieser Gruppen, zumindest bei
von 0 verschiedener Charakteristik, erst durch die Existenz des Zer-
fillungskorpers gewdhrleistet, andererseits bendtigt man eben gerade
eine genaue Kenntnis der Kreisteilungskorper, wofiir die durch-
gefithrten Betrachtungen iiber Einheitswurzeln unerliBlich sind. So
folgt z.B. aus S(55.2), daB der Kreisteilungskorper A, iiber seinem
Primkorper einfach ist: A, = I1().

Eine dhnliche Stellung zur Koérpertheorie nimmt der folgende Ab-
schnitt des Paragraphen ein, dessen Gegenstand im wesentlichen eine
Untersuchung des Polynoms x® — e € Il[x¥] und der Méglichkeit
seiner Zerlegung in irreduzible Faktoren ist. Dazu bezeichnen wir mit
1s Cas -+ +» L (ay die @ (n) primitiven #-ten Einheitswurzeln und bilden
zunichst in A, [x] das n-te Kreistetlungspolynom

Du(x)=(x—5) (x— L) . . . (x— Lpm))-

Satz S (65.4)

Die Koeffizienten des Kreisteslungspolynoms @, (x) liegen bereits im
Primkirper 11, und zwar sind sie im Falle Il = P sogar ganze Zahlen
und 1m Falle I1 = T'/(p) die von diesen ganzen Zahlen bestimmien Rest-
klassen mod p.

Damit kann man bereits in 11 [x] das Polynom x® — e in ein Produkt
von Kreisteilungspolynomen zerlegen:

2 —e= ] D, (x).
d/n

1) Die Wahl von (—1)g,= cos30°+ i.sin 30 als {1 erlaubt es, die in der Tabelle an-
gegebene Multiplikation an Hand einer Zeichnung besonders leicht zu verfolgen.
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Beweis

Die zuletzt genannte Zerlegung gilt sicher in A,[x]; sie entspricht
namlich der Aufgliederung aller #-ten Einheitswurzeln in die zu jedem
Teiler 4 von n gehorigen primitiven d-ten Einheitswurzeln. Es bleibt
also nur die Behauptung iiber die Koeffizienten der Kreisteilungs-
polynome zu zeigen, was mit Hilfe eines Induktionsschlusses geschieht.

Der Induktionsanfang wird fiir # = 1 durch @, (x) = x — ¢ geliefert.
Wir nehmen also an, die Aussage gelte bereits fiir die Kreisteilungs-
polynome @, (x), ..., ®,_,(x). Die in A,[x] bestehende Zerlegung

o= [[Dyx) = O, () [[ Py (x) = D, (x)- ¥ (x)
din d//n

lehrt nun, daB jedenfalls in A, [x] das Polynom @, (x) Quotient der
beiden Polynome x»— e und ¥ (x) ist, deren Koeffizienten die behaup-
teten Eigenschaften unseres Satzes besitzen. Da insbesondere der
hochste Koeffizient von ¥ (x) gleich e ist, fithrt aber die Berechnung
von @, (x) mit Hilfe des Verfahrens der Division mit Rest aus dem
Koeffizientenbereich von x* — e und ¥ (x) nicht heraus (vgl. auch
Aufg. 2 von § 40); weiterhin sind im Falle II = I'/($) mit den Koeffi-
zienten von x" — ¢ und der Faktoren von P (x) auch die Koeffizienten
von @, (x) die von den im Falle Il = P auftretenden ganzen Zahlen

bestimmten Restklassen mod p (vgl. Aufg. 5 von § 34). qed.

Als Beispiel greifen wir wieder die 12-ten Einheitswurzeln auf 1):
22— e = Dyy(x) - Dy (x) - Dy (%) - Dy(x) - Dy (%) - Dy(x);

D(¥)=(x—)(x— ) x—)(x— ) =at—2a%+ e
De(x) = (x— L) (x— ) =2*—x+e¢

Dy(x) = (x—P)(x—L°) =x2+e

Dy(x) = (x— L) (x—CL8) =2+ x+e

Dy(x) = (x—0) =x+e

D,(x) =(x—¥)=x—ce.

1) Wir machen nur darauf aufmerksam, daB fiir groBere Werte von # in &, (x) auch
andere Koeffizienten als ¢, 0 und —e auftreten. Nahere Hinweise und Literaturangaben
dariiber wie auch eine Tabelle der Kreisteilungspolynome @, (x) fiir » < 60 finden sich
in dem im Literaturverzeichnis angegebenen Lehrbuch von N.TSCHEBOTAROW, S. 366.
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Nach Kenntnis der Zerlegung von x" — ¢ gemiB S(55.4) verbleitft
die weitere Untersuchung der Kreisteilungspolynome @, (x). Wir
stellen zunichst fest, daB jedenfalls fiir Charakteristik p == 0 das Poly-

non @, (x) €10, [x]

im allgemeinen nicht irreduzibel ist. Z. B. ergibt sich fiir p = 11:
D) =xt— 22+ e= (x2+ 5x+ €) (x2— 5x+ ¢) € I, [x].

Dagegen gilt:

Satz $(55.5)

Im Falle der Charakieristik O ist das n-te Kreisterlungspolynom @, (x)
srreduzibel in T (x] und damit in P [«].

Beweis

Wir fithren den Beweis indirekt, indem wir annehmen, @, (x) zer-
falle in wenigstens zwei irreduzible Faktoren:

D, (x)=f(x)g()... € [x].
Es wird sich aber herausstellen, daB alle Nullstellen von @,(x), 4. h.
alle primitiven #-ten Einheitswurzeln bereits Nullstellen von f(x) sind.

1. Zunichst weisen wir nach, daB mit jeder Nullstelle { von f(x)
auch {7 Nullstelle von f(x) ist, falls nur $ eine zu # teilerfremde Prim-
zahl und damit {7 iiberhaupt wieder eine primitive #-te Einheits-
wurzel ist. Auch das zeigen wir indirekt und nehmen an, {? wire Null-
stelle eines anderen irreduziblen Faktors von @, (x), etwa von g(x).
Wegen g({?) = 0 hat dann das Polynom g(x?) die Nullstelle ¢, so da
jedenfalls in P[x] gemaB S (44.9) die Beziehung

g(x%) = f(x) - h(x)

gilt; da f(x) den hochsten Koeffizienten 1 hat, liegt gemiB Aufg. 2
von § 40 der Komplementirteiler % (x) ebenfalls bereits in I'[x]. Geht
man nun in I'[x] zu Kongruenzen mod p iiber und verwendet die Iso-
morphie (vgl. Aufg. 5 von § 34)

T [z]/(¢) <= (T/)) [#] = 1, [#],
so ergibt sich nach Aufg. 8 von § 32

g(x?) = (g)? = f (x)-h(¥) modp.
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Zusammen mit dem natiirlichen Homomorphismus von I'[x] auf
I"[x]/(p) entsteht gemiB

T'[x] =% Dx/(p) <> 10, [x] mit
fx) =2a,% — [Za,x'] — Z[a,] v = [ ()

eine homomorphe Abbildung von I'[x] auf II, [x]. Der obigen Kon-
gruenz entspricht dann die Gleichung

(@) =flx) - 1 ().
Nun ist I1, [#] als euklidischer Ring ein ZPE-Ring; ein Primteiler?)
@ (%) von f(x) muB daher als Teiler von (g (x))? auch in g (x) aufgehen.
Andererseits iibertragt sich die Beziehung f(x).-g(x)|*»"» — 1 nach

Il [«]: o _
’ 1@ g ~1.
Aus ¢ () | f (x) und ¢ () | g(x) folgt damit
(@) | —1.
Eine Nullstelle von ¢ (x) wére daher eine #-te Einheitswurzel tiber IT,
die mindestens mit der Vielfachheit 2 auftritt; das steht aber im

Widerspruch zu p 4 #» entsprechend unseren Betrachtungen vor
S (55.2).

2. Wie wir soeben bewiesen haben, folgt fiir jede Primzahl p mit
(p, m) =1 aus f({) =0 auch f({?) = 0. Darauf gestiitzt zeigen wir
jetzt allgemein: Fiir jede Zahl * mit (&, #) =1 folgt aus f({)=0
auch f(¢¥) = 0. Dazu zerlegen wir % in seine Primfaktoren:

x x x
B=phpl. .. p,

wegen (k, n) =1 gilt natiirlich auch (p,,n)=1 fir +1=1,...,1
Gehen wir dann von £ in den Schritten

x x x xy

C, Cl’l, 4‘1’:' . Cpl" 44’1'1’2’ e, Cpllpa

zu C* iiber, so entspricht jeder Teilschritt demin 1. behandelten Schlu

von einer primitiven n-ten Einheitswurzel auf ihre p-te Potenz, und
wir erhalten

$&) =0, f(E») =0, ft%) =0, ..., {(¢") = 0.

x
]
SRS

1) Man beachte, daB das Bild 7(#) € IT,[#] des in I'[#] irreduziblen Polynoms f(x)
durchaus zerfallen kann.
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Wendet man dieses Ergebnis auf alle zu # teilerfremden Zahlen
k < n an, so erhilt man in der Tat: Alle primitiven n-ten Einheits-
wurzeln sind bereits Nullstellen von f(x). Also ist @, (x) irreduzibel
in I'{x]. qed.

Wir fassen zusammen, welche Strukturaussagen iiber Kreisteilungs-
korper sich aus unseren Betrachtungen iiber Einheitswurzeln und
Kreisteilungspolynome ergeben:

Satz S (55.6)
Der Kreisteilungskirper A, ist eine einfache Erweiterung seines Prim-
korpers: A, =T();

,, ;

fiir £ kann dabei jede primitive n-te Einheitswurzel gewihlt werden.

a) Im Falle der Charakteristik O ist das Kreisteilungspolynom @, (x)
definierendes Polynom von A, diber I1, so daB man fiir den Korper-

grad erhilt [A”: I‘I] — q)(”)-

b) Im Falle der Charakteristik p kann man nur aussagen, daf ein
trreduzibler Teiler des Kreistetlungspolynoms @, (x) definierendes
Polynom von A, siber I1 und der Korpergrad [A,, : I1] ein Teiler von
@ (n) ist.

Beweis

Es bleibt nur noch die Behauptung iiber den Korpergrad im Falle

der Charakteristik p zu zeigen. Zerfallt nun @, (x) in II [x] gemiB
Dy () = (¥ fa() - - - £, (%)

mit irreduziblen Faktoren f(x), so kann jeder von diesen als defi-

nierendes Polynom von A, iiber I1, dienen, je nachdem, welche primi-

tive n-te Einheitswurzel { man gerade adjungiert. Nach F (54.2) mu8

also der Grad jedes Polynoms f,(x) mit [A,:II,] iibereinstimmen,
woraus ¢(n) =7 - [A,: L] folgt. qed.

So konnen z.B. fiir A, iiber II;, gemiB der oben angegebenen Zer-
legung von @,,(x) € II;,[*¥] sowohl f,(x) =22+ 5x+¢ als auch

fa(x) = x2— 5 x4+ e als definierendes Polynom genommen werden
(vgl. auch Aufg. 6).

Abss:hlisaBend gehen wir noch auf die Frage ein, wie man das n-te
Kreisteilungspolynom @,(x) angeben kann, ohne seine Nullstellen
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bereits zu kennen?). Die Antwort ergibt sich unmittelbar mit Hilfe des
sog. Umkehrformalismus von M6B1us?) fiir zahlentheoretische Funk-
tionen.

Definition

Unter der MOBIUS schen Funktion p(n) versteht man die wie folgt festgelegte
zahlentheoretische Funktion:

u(l) =1
un) =20 Jiir p®|n mit irgendeiner Primzahl p
p) = (—1)t  fiir n=1p1py...p, mit p;==p;.
Diese Funktion u(n) ist iibrigens, wie man sich sofort iiberzeugt, ein weiteres

Beispiel fiir eine distributive Funktion; fiir unseren Zweck wichtig ist die nach-
stehende Eigenschaft von u(n):

Folgerung
Es gilt: 1 firn=1,
8 S @ ={ -
din 0 fiir n>1,
Beweis

Einer Nachpriifung bedarf nur die Behauptung fiir » > 1, wobei nur solche
Teiler d von n = p:' p;‘. .. p:‘ einen von 0 verschiedenen Summanden yu (d)
liefern, die quadratfrei sind, also genau die Teiler von p,p, ... #;:

Su@=p)+ Jup) +3 nla,t2,) +.ocFpGrta... )
din 2 < Ay

=1 +(i)(—1)+(;)(—1)= oot (7 ) 1

= (1+1)t=0
qed.

Additive Umkehrformel von MOBIUS
Besteht zwischen zwei zahlentheoretischen Fumktionen f(n) und F(n) der Zu-
sammenhang®) S f@d)=Fm),

dln

so 1apt sich auch wmgekehrt f(n) mit Hilfe von F (n) ausdriicken:

jo=Zu (§)-F@.

1) Diese Uberlegungen werden im folgenden nicht mehr benétigt.

) AUGUST FERDINAND MOBIUS, 1790—1888.

) Man nennt dann F(n) auch die summatorische F ‘unkiton von f(n). Qbrigens kann man
auch umgekehrt aus der zweiten Formel auf die erste schlieBen, wie man mit vollig
analogen Gedankengingen beweist.
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Beweis

Wir gehen von z’ ,u( ) . F(d) aus und verwenden fiir F(d) die vorausgesetzte
Relation: an d

Su(5)F@ = z/z( )zrm

din
—Mzmu( )-r@
=z0- > u(5 )
tidin

Dabei wird in der letzten Formel die Summation iiber jeden Teiler ¢ von # vor-
gezogen, so daB in der zweiten Summe jeweils nur noch d (als Vielfaches von
festem ¢ und Teiler von #) variabel ist. Unsere Behauptung ergibt sich nun ein-
fach aus der folgenden Eigenschaft der zweiten Summe:

zﬂ(n)_{ 1 nur fiir t ==n,

tidin d 0 somnst.

Um dies einzusehen, gehen wir von der Summationsvorschrift ¢{d|n durch Divi-
sion durch ¢ iiber zu der gleichwertigen Beziehung

—l also =
t

und erstrecken schlieBlich die Summation statt iiber % iiber den Komplemen-
tarteiler —: " " "
< p— —
21 (2)-2ol2)-22)
tdn a din a n|in d

Tt E“[
Die Anwendung der oben stehenden Folgerung lehrt nun, da3 dieser Ausdruck

. n .
nur dann verschieden von 0 ist, wenn --t- =1, also n = tist. qed.

‘Wir schieben als Beispiel die Anwendung dieser Umkehrformel auf die EULER-
sche @-Funktion ein, deren summatorische Funktion gemaB der uns bereits be-
kannten Formel

2e@d)=mn

dln

die Funktion F (n) = # ist:
n»
P =Zu(g)a=Zu@
din dln
Dabei ergibt sich die letzte Umformung wieder, indem man einfach in der Rei-
henfolge der Summation jeweils Teiler und Komplementirteiler vertauscht.
Schreibt man nun, gestiitzt auf die anzerlegung n= p p"' p" von 7,
jeden Teiler d von » in der Form d = p p 6 ! mit 0 g 6 gv,, so erhilt
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man nach leichter Umrechnung gerade die Produktformel fiir die EULERsche
Funktion!): 3 s
r(py... 4]

U ]
Gty P )

wey) (o)

om=n. 3@ _ .
dln a

0, a8 p':' o p“’l
3 3
n # (f}_l ) X i(f:"_)

Wéhrend bei zahlentheoretischen Betrachtungen die Umkehrformel meist in
ihrer additiven Form verwendet wird, benétigen wir sie hier in ihrer multiplika-
tiven Schreibweise. In dem Beweis fiir die additive Umkehrformel wird nimlich
nur verwendet, da man mit den Werten von f(z) und F (n) rechnen kann wie
mit den Elementen eines Moduls. Ersetzen wir daher, falls die Werte von f(n)
und F (n) in einer multiplikativen abelschen Gruppe liegen, die Summen durch
Produkte und demzufolge die Vielfachen durch Potenzen, so erhdlt man un-
mittelbar die

Multiplikative Umkehrformel von MoBIus
Besteht zwischen zwei zahlentheovetischen Funktionen f(n) und F (n) der Zusam-

menhang d{n] f(@)=F(n),

so lapt sich auch umgekehrt f(n) mit Hilfe von F (n) ausdriicken:

)
fm)=ITF(@a) ‘%',

dln
Dieses zahlentheoretische Hilfsmittel erlaubt nun in der Tat die
explizite Berechnung von @,(x):
Das n-te Kreisteilungspolynom ist nimlich eine zahlentheoretische
Funktion f(n) = @, (x), die jedem Index n als Argument ein be-
stimmtes Polynom aus II[x], also ein Element der multiplikativen
Korpergruppe von II (x) zuordnet. Das gleiche gilt fiir F (n) = x» — e.

Wegen Hma (x) —xn—e
din
ergibt sich daher aus der multiplikativen Umkehrformel von M6B1US:

1) Dieser Beweis der Produktformel fiir @ (») setzt die Distrubitivitit von @ () nicht
voraus, was natiirlich durch den Einsatz tieferliegender Hilfsmittel erkauft wird.
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Satz S (565.7)
Das n-te Kreisteilungspolynom gestattet folgende explizite Darstellung:
» » u(d)
D, (x) =TI (»* — e)”(") =dIII(x“ - 0)
din n

So ist zum Beispiel
12 )#(d)

Dy (%) =H(xd —¢
aj12

—_ (x12___ E)l (xﬁ —_ e)—l (x‘ — e)—l (xa_ 8)0 (x2 — e)l (xl — e)o

(o) (=) _

@ —a@—e

xb— x24 e.

Aufgaben zu § 66

1. Ist 5 eine n-te Einheitswurzel, so gilt
. ne fir n=e,
e+n+n 4. . +ntl=
o sonst,
Daraus folgt weiter fiir alle #-ten Einheitswurzeln #,, 7,, . . ., 75

ne fir k=10
n‘,‘+n§+---+n§={

o firk=1,..,,n—1

2. Der Kreisteilungskorper A, ist fiir jeden Teilerd von » ein Unterkdrper
des Kreisteilungskorpers A,,. Als Beispiel wihle man A,, und A, iiber P und
bestimme eine definierende Gleichung von A,, iiber A,.

3. Fiir eine ungerade Zahl#z stimmen die Kreisteilungskérper A,, und A,
iiberein.

4. Man bestimme das Kreisteilungspolynom (Dq(x) fir eine beliebige Prim-
zahl ¢ ohne und mit Hilfe von S(55.7).

5. Man stelle die Kreisteilungspolynome @D, (x) und @Dy, (») auf.

6. Man begriinde, daB die im Text angegebenen Faktoren f, (#) und f,(#) von
D, (¥) € I1,,(»] irreduzibel sind, und stelle fest, wie sich die Nullstellen
¢, €8, L7, {1 von D, () auf diese beiden Faktoren verteilen.

7. Ist ¢ eine Primzahl, so sind die ¢—1 primitiven g-ten Einheitswurzeln iiber

P linear unabhéngig iiber P, bilden also eine Basis des Kreisteilungskdrpers
A, iiber P.

§ 56. GaLors-Felder

Mit Hilfe der im vorigen Paragraphen entwickelten Aussagen iiber
Kreisteilungskorper ist es zunichst moglich, sich einen vollstindigen
Uberblick iiber Korper zu verschaffen, die nur aus endlich vielen
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Elementen bestehen. Fiir solche Korper hat sich die Bezeichnung
GaLors-Felder?) eingebiirgert. Einfachste Beispiele von GaLois-Feldern
sind natiirlich die Primkérper IT, von Primzahlcharakteristik. Weiter-
hin sind alle Abspaltungs- und Zerfallungskérper von Polynomen mit
Koeffizienten aus II, als endliche Erweiterungen von II, Gavors-
Felder, wie sich aus dem nachfolgenden Satz ergibt.

Satz S (56.1)

Jedes GaLois-Feld A ist eine endliche Erweiterung eines Primkirpers
IL, der Charakteristik p &= 0 und umgekehnt.

Evn solcher Korper hat genau p™ Elemente, wobei n der Korpergrad
[A: IL)] 4st.

Beweis

Da der Primkorper II, der Charakteristik 0 bereits unendlich viele
Elemente enthilt, kommt fiir die Charakteristik von A nur eine
Primzahl  in Frage. Weiterhin ist A iiber II, algebraisch (ein trans-
zendentes Element lieferte ja bereits mit seinen Potenzen unendlich
viele Elemente) und natiirlich durch Adjunktion endlich vieler Ele-
mente erzeugbar; also ist A nach S(54.5) endliche Erweiterung von
I %).

Zum Beweis der Umkehrung zeigen wir sogleich, daB eine endliche
Erweiterung A von II, vom Grad » aus genau p" Elementen besteht.
Das folgt aber unmittelbar aus der Darstellung der Elemente

A=a,u,+ @+ ...+ a,u,

von A durch eine Basis %, %,, . .., %, mit eindeutig bestimmten
Koeffizienten a,, 4y, . . ., a, aus II,, da es fiir jedes a, genau p Mog-
lichkeiten gibt. qed.

Die in S(56.1) enthaltene Aussage iiber die Anzahl der Elemente
eines GaLors-Feldes 148t die Frage entstehen, ob es auch umgekehrt
zu jeder Primzahl $ und jedem Exponenten # einen Kérper mit p*
Elementen gibt und inwieweit gegebenenfalls  und # die Struktur

1) Die Betrachtung von endlichen Kérpern geht auf E. GALOIS zuriick, wobei die Be-
zeichnung ,,Feld* dem englischen Wort ,,field* fiir Korper entspricht. Ubrigens be-
deutet die in diesem Kapitel stets vorausgesetzte Kommutativitdt der betrachteten
Korper hier keine Einschrinkung, denn nach einem zuerst von J. M. MACLAGHAN
WEDDERBURN ausgesprochenen Satz ist jeder aus nur endlich vielen Elementen be-
stehende Schiefkérper kommutativ.

') Dies ergibt sich auch sofort aus S(37.8), da es unter den endlich vielen Elementen
von A natiirlich auch nur endlich viele iiber I, linear unabhingige Elemente gibt.

8 Lugowski-Weinert, Algebra III




































































































































































































































