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Yorwort

Der vorliegende Band der Lehrbuchreihe ,,Mathematik fiir Ingenieure, Natur-
wissenschaftler, Okonomen und Landwirte* gehort mit den ersten drei Binden zu
denen, auf welchen alle weiteren Biande wesentlich aufbauen. Der Band 4 ist einer-
seits eine unmittelbare Fortsetzung des Bandes 2: ,,Differential- und Integralrechnung
fiir Funktionen einer Verdnderlichen“ und bereitet andererseits den Band 5 ,,Inte-
gralrechnung fiir Funktionen mit mehreren Variablen* direkt vor. Bei der Ubertra-
gung der gewohnlichen Differentialrechnung fiir -Funktionen einer Veridnderlichen
auf den Fall von Funktionen, die von mehreren Verdnderlichen abhingen, ergeben
sich eine ganze Reihe grundlegender qualitativer Unterschiede in Begriffen, Sétzen
und Methoden, so daB ein gesonderter Band speziell iiber die Differentialrechnung
fiir Funktionen von mehreren Verdnderlichen berechtigt erscheint.

Wie im Band 2 wurden schwierige Beweise im allgemeinen weggelassen und mehr
Gewicht auf die anschauliche Interpretation und Anwendung der dargestellten Metho-
den und Zusammenhéinge gelegt.

Als Besonderheiten dieses Bandes mochten wir die folgenden Punkte hervorheben:

1. Eine Einfithrung in die Vektoranalysis (Abschnitt 3.9.), in der die Differential-
rechnung von Feldern behandelt wird, soweit es ohne Begriffe der Tensoranalysis
moglich ist.

2. Die Diskussion hinreichender Bedingungen fiir Extremwerte (Maxima und Minima)
mit Nebenbedingungen, die u. W. in der vorhandenen Lehrbuchliteratur noch nicht
dargestellt wurden (s. Abschnitt 4.2.4.). Damit ergibt sich eine sehr einfache und
praktisch wichtige Behandlung von Standortproblemen mit Restriktionen (s. Ab-
schnitt 4.2.5.1.).

3. Ausfithrungen iiber die ,,Methode der kleinsten Quadrate und ihre Anwendung
bei Ausgleichs- und Approximationsproblemen.

Fiir wertvolle Hinweise danken wir vor allem dem Herausgeber, Herrn Prof. Dr.
K. Manteuffel (TH Magdeburg) und Herrn Prof. Dr. S. Diimmel (TH Karl-Marx-
Stadt) — ferner danken wir besonders Frau C. Hertzschuch und Frau I. Kamenz,
beide Sachbearbeiterinnen an der Sektion Mathematik der TU Dresden, fiir die pri-
zise Durchfithrung aller Schreibarbeiten. Dem Verlag sei fiir die gute Zusammen-
arbeit herzlich gedankt.

Dresden, April 1973 K.Harbarth  T. Riedrich
Bei der Vorbereitung der zweitenAuflage konnten wir uns auf wertvolle Hinweise
von Herrn Prof. Dr. W. Wallisch (FSU Jena) und von Herrn Doz. Dr. E. A. Pforr

(TU Dresden) stiitzen, denen wir fiir diese Hinweise herzlich danken.

Dresden, September 1977 K.Harbarth  T. Riedrich
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1. Elemente der Theorie der Punktmengen

1.1. Grundbegriffe der Theorie der Punktmengen

1.1.1. Definition des R"; Abstand im R"

In der Differential- und Intcgralrechnung fiir Funktionen einer reellen Veridnder-
lichen werden alle Uberlegungen in der Menge der reellen Zahlen als Grundmenge
durchgefiihrt. Es bezeichne wie bisher R oder R* die Menge der reellen Zahlen. Wir
rechnen im R! nach den iiblichen Regeln. Als Abstand d(x;, x;) zweier reeller Zahlen
x; und x, verwenden wir die Zahl

d(x1, Xp) = |X1 — X (1.1

Fiir eine Ausdehnung der Theorie auf Funktionen von mehreren unabhédngigen Ver-
dnderlichen ist es erforderlich, neue Grundmengen heranzuziehen. Wir betrachten
zunéchst Paare von reellen Zahlen und legen fiir je zwei reelle Zahlen a, b eine Reihen-
folge fest. Soll a die erste und b die zweite Zahl sein, so schreiben wir x; = g und
x, = b und fassen beide Zahlen durch Klammern in der Weise zu einem Paar zusam-
men, daBl wir innerhalb der Klammern x, an die erste und x, an die zweite Stelle
setzen. Wir schreiben also (x;, x,) und bezeichnen (x,, x,) als geordnetes Zahlenpaar.
Die Zahlen 3 und —1 konnen also zu dem Paar (3, —1) oder zu dem Paar (—1, 3) zu-
sammengefaBt werden. Zwei geordnete Zahlenpaare (x;, x,) und (y;, y,) nennen wir
gleich, wenn innerhalb der Klammern an der jeweils entsprechenden Stelle die gleiche
Zahl steht. Wir setzen also (x;, x,) = (¥, ¥») genau dann, wenn x; = y; und x; = y,
gilt. Somit ist (3, —1) = (=1, 3) und auch (3, —1) == (3, 0) wegen —1 == 0.

Eine' geometrische Veranschaulichung von geordnéten Zahlenpaaren ist in einer
mit einem kartesischen Koordinatensystem versehenen Ebene mé6glich. Man erkennt
an Bild 1.1, daB man das Zahlenpaar (x;, x,) durch den Punkt X’ mjt den Koordina-
ten x; und x, oder durch den Vektor x mit den Koordinaten x, und x, veranschauli-

X

X ——————— XX, %)

7._
e‘ X=X, 8,46,
2
. Bild 1.1
i

XNpf——————

-
M
/

&

chen kann. Gleichbedeutend reden wir in diesem Zusammenhang also von dem ge-
ordneten Zahlenpaar (x,, x;), dem Punkt X (x,, x,) oder dem Vektor x = x;e; 4 xze,.
Eine Menge von geordneten Zahlenpaaren nennen wir demzufolge auch eine Punkt-
menge. Unter dem R? verstehen wir die Menge aller geordneten Zahlenpaare (x;, Xs).

Sind X (x;, x,) und Y(y;, y») zwei beliebige Punkte des R?, so bezeichnet man unter
Beachtung des Satzes von Pythagoras die Zahl

dX, Y) = V(1 — p)? + (%2 — y2)? (1.2)
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%A

>

o

Yo~ X1=¥1

- Bild 1.2
Y X7 X7

als Abstand der Punkte X und Y (vgl. 1.2). Bei Benutzung der Vektorschreibweise
X = X,€; + X.e, und y = y,e; + y.e, bzw. der Koordinatenschreibweise hétte man zu
formulieren:

d(x,y) = V0 =y + (2 — o)

bzw.

d((x15 x2), (V15 y2)) = V(xl — )P+ (x2 — y2).

Speziell fiir X(—1, 3) und Y(5, —4) erhélt man

d(X,Y) = V(=1 = 52 + (3 + 4% = Y36+ 49 = J/85.

J
Je zwei Punkten X und Y ist also eine nichtnegative reelle Zahl d(X, Y) als Abstand
zwischen X und Y zugeordnet. Man sagt fiir diesen Sachverhalt auch, daf3 im R? eine
Abstandsfunktion oder Metrik erklart ist. Man erkennt leicht, daBl die Metrik im
R? die von der Abstandsfunktion (1.1) im R* her bekannten drei Eigenschaften erfiillt:

1. d(X, Y) = O fiir beliebige X, ¥ € R? und

d(X, Y)= 0genaudann, wenn X = Y; (1.3
2.d(X, Y)= d(Y, X)fiir beliebige X, Y € R?; (1.4)
3.d(X, Z) < d(X, Y)+ d(¥, Z)fiir beliebige X, Y, Z € R®. (1.5)

Eigenschaft (1.5) heilt Dreiecksungleichung. Der Name wird deutlich, wenn man z. B.
die Abstinde in dem in Bild 1.3 gezeichneten Dreieck betrachtet.

X

Bild1.3

X1
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Bei Verwendung der Vektorschreibweise gilt
X—y=0—y)et (xa—y)e

und somit
dx,y)=Jx—-y)(x—y).

Der Abstand d(x, y) ist also gleich der Wurzel aus dem Skalarprodukt des Vektors
x — y mit sich selbst. Zusammen mit der Metrik (1.2) bezeichnet man den R? auch
als zweidimensionalen euklidischen Raum.

Alle angestellten Uberlegungen konnen wortlich zur Definition des dreidimensio-
‘nalen euklidischen Raumes R® bzw. allgemein zur Definition des n-dimensionalen
euklidischen Raumes R” iibernommen werden. Der R" ist also die. Menge aller geord-
neten n-Tupel vorf reellen Zahlen; wir bezeichnen sie mit (x;, X,, ..., X,). Der Index
gibt die Stelle an, an welcher die betreffende Zahl angeordnet werden soll. Fiir zwei
n-Tupel gilt die Gleichheit (x,, x5, ..., X») = (J1, V2, ..., ¥») genau dann, wenn zugleich
X1 = Y1, Xa = Ya, ..., Xn = y, erfiillt ist. Fiir die Verschiedenheit zweier n-Tupel reicht
also aus, daB} an mindestens einer Stelle innerhalb der beiden »n-Tupel verschiedene
reelle Zahlen stehen. Die geordneten n-Tupel bezeichnen wir auch als Punkte eines
n-dimensionalen Raumes und die Zahlen innerhalb der n-Tupel dann als Koordinaten
der Punkte. Punkte im R? bzw. R® bezeichnet man gelegentlich auch durch (x, y)
oder (a, b) oder (x,,y,) bzw. durch (x, y,z) oder (a, b, c) oder (x,, o, 2,); d.h.,
man verzichtet hier auch gelegentlich auf die konsequente Verwendung der Index-
schreibweise (x;, x;) bzw. (X3, X,, x3) zur Kennzeichnung der Anordnung innerhalb
der Paare bzw. Tripel. Unter dem Abstand zweier Punkte X(x;, xo, ..., x,) und
Y(y:, y25 ..., ¥n) versteht man die nichtnegative Zahl

d(X, Y)= V(xl — )P+ e =)= l/}él; (e — yi)*. (1.6)

Die so im R” erkldrte Abstandsfunktion erfiillt die Eigenschaften (1.3) bis (1.5).

Aufgabe 1.1: Bestimmen Sie alle Punkte P(x, y) des R?, fiir die der Abstand zwischen
P(x, y) und dem festen Punkt A (0, 0) genau so groB ist wie der Abstand zwischen
P(x, y) und dem festen Punkt B(—1, 1). Es soll also gelten d(P, 4) = d(P, B)..

1.1.2. Der Umgebungsbegriff im R"

Ehe im weiteren Verlauf Funktionen untersucht werden, die auf dem R® bzw. auf
Teilmengen des R™ erklért sind, miissen einige Begriffe eingefiihrt werden. An vielen
Stellen wird eine Analogie zum Vorgehen im R! deutlich erkennbar sein.

Beginnen wir mit dem Umgebungsbegriff. Es sei ¢ eine vorgegebene reelle Zahl,
& > 0. Im R* bezeichnet man als e-Umgebung eines festen Punktes x, der reellen Achse
die Menge aller Zahlen x, deren Abstand zu x, kleiner als ¢ ist. Verwenden wir fiir die
&-Umgebung von x, das Symbol U(x,; ¢), so ist also U(x,; ¢) die Menge aller Zahlen
x, fiir die d(x, x,) = |x — x| < & gilt. Abgekiirzt schreiben wir

U(xy; &) = {x € R | d(x, xo) < &}.2) (1.7)

1) Die Klammern { } verwenden wir wie auch im Band 1 zur Kennzeichnung von Mengen. Ge-
meint ist also die Menge aller x des R!, fiir die d(x, x,) < ¢ gilt.
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Im R! gilt fiir d(x, x;) = |x — x,| nun

X — x| <ew—e<x—x <ewoxg—elx<x+e.
Im R!ist die e-Umgebung U(x,; ¢) also gerade das offene Intervall der Linge 2¢ mit
dem Mittelpunkt x,, d.h.

Ug; e) = {x ERY | xg— e < x < Xo + €} (1.8)

Die Formulierung (1.7) ist sofort auf den R™ fiir n = 2 iibertragbar, da auch im R
ein Abstand erklart ist. Ist X;(a,, a,, ..., a,) ein fester Punkt des R", so versteht man
unter der e-Umgebung U(X,; ¢) von X; die Menge aller Punkte X(x,, x,, ..., x,,) des
R" mit d(X, X;) < &, also

U(Xy; 6) = {X(x1, ..., xn) € R*| d(X, Xy) < ¢}

= HX(xl, ey Xp) € R? Vgnl (xr — a) < €]~

= {X(xl, weey xn) E R" kgn; (xk - ak)2 < 82}

Speziell fiir n = 2 ist U(X,; ¢) die in Bild 1.4 dargestellte Kreisscheibe ohne Rand mit
dem Mittelpunkt X, und dem Radius ¢ und fiir » = 3 die Kugel ohne Oberfliche’
‘mit dem Mittelpunkt X, und dem Radius &. Entsprechend dem Aussehen im R?® wer-
den die e-Umgebungen ganz allgemein auch als Kugel-Umgebungen bezeichnet.

]

ulx,ie)

- Bild 1.4

P NS

Durchlduft ¢ alle positiven reellen Zahlen, so erhilt man fiir jeden Punkt X, ein ganzes
System von e-Umgebungen U(X,; €). Ist 0 < &; < &, so folgt U(X,; &) T U (Xy; &),
d.h., die e-Umgebungen eines festen Punktes X, sind ineinandergeschachtelt. Nimmt
man aus einer e-Umgebung U(X,; ¢) von X, den Punkt X, heraus, so bezeichnet man
die verbleibende Menge als punktierte (oder auch reduzierte) s-Umgebung von X;;
symbolisch

U*(Xy; &) = U(Xo; )\ {Xo}.h) (1.9

1) Das Minuszeichen “\ fiir Mengen verwenden wir in dem im Band 1 erkldrten Sinne. Sind .4 und
B beliebige Mengen, so bezeichnet 4 \ B die Menge aller Elemente von A4, die nicht zu B gehdrez.
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Gelegentlich betrachtet man neben den Kugelumgebungen auch Rechteckumge-
bungen im R? bzw. allgemein Quaderumgebungen im R™. Es sei X,(a,, a,) ein fester
Punkt des R? und «, und o, zwei positive reelle Zahlen. In Bild 1.5 ist die zugehdorige

A
V(Xyi0Ls,00)
y+y - V - -
il 6/‘
ool E?:;;;i‘:zéiég Bild 1.5
] ! L » (Korrektur: Statt @,—a muB es heien a,—a,)
o a oty

N

Rechteckumgebung V(Xy; «;, as) von X, eingezeichnet — es ist das Rechteck ohne
Rand mit den Kantenldngen 2, und 2a, und dem Mittelpunkt X, also

V(Xo; Oy, dg) = {X(xl, xg) E R? l a; — & < X1 < a; + & und
Gy — ay < Xp < Gy + 0. (1.10)

Im Spezialfall &, = &, = ¢ erhélt man eine quadratische e-Umgebung. Analog kon-
nen im R* mit Hilfe von Ungleichungen Quaderumgebungen eines Punktes X mit »
Kantenldngen 2a,, 24, ..., 2, erkldrt werden.

Im R? erkennt man an den Bildern 1.6 und 1.7 sofort, daB jede Kreisumgebung
eines Punktes X, auch eine Rechteckumgebung von X, enthilt und umgekehrt. In
diesem Sinne sind fiir einen Punkt X, das System aller Rechteckumgebungen und das
System aller Kreisumgebungen als gleichwertig anzusehen. Fiir viele Uberlegungen
ist es daher gleichgiiltig, welche Umgebungsart man verwendet.

XA
XA
,’—\\
//’ \\ ’—__——-l
/ \ | - |
/ \ VN
r—r————j | / \ |
| | X g Looh /1
| bl al |\ /
\ / | ~—" |
\\ /1/ P = -: -
N X R X
™"
Bild 1.6 Bild 1.7

~ Mit Hilfe von Umgebungen des Nullpunktes kann auch die Beschrinktheit
von Mengen erkldrt werden. Es sei zundchst M eine Teilmenge des R%. Fiir jeden
Punkt X von M sei d(X,0) der Abstand des Punktes X vom Nullpunkt, also
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dX,0)= VX2 + x22 fiir X (x1, x5). Wir nennen die Menge M beschriinkt, wenn es eine
positive Zahl K gibt, so dal

d(X,0) = VxZ + % < K firalle X(x;,%) € M (1.11)

gilt. (1.11) besagt gerade, daB alle Punkte von M in der Kreisumgebung mit dem
Radius K um den Nullpunkt liegen miissen. Anders formuliert erhalten wir also:
Eine Menge M < R? heiBt beschrinkt, wenn es eine Kreisumgebung des Nullpunktes
gibt, welche die Menge M ganz enthilt.

Ist M das Quadrat mit den Eckpunkten P;(2, —1), Py (5, —1), P3(5, 2) und P,(2, 2),
so gilt ganz sicher

d(X, 0) < 10 fiir alle Punkte X des Quadrates M.

M ist also ganz enthalten in der Kreisumgebung mit dem Radius 10 um den Null-
punkt; M ist somit beschrénkt. (Es ist an dieser Stelle unwichtig, daB es auch schon
,,kleinere” Umgebungen des Nullpunktes gibt, welche das Quadrat M ganz enthalten;
d.h., K= 10 ist nicht die kleinste Zahl, so daB (1.11) gilt. Es geniigt die Angabe von
mindestens einer solchen Zahl K.)

Die Menge M’ aller Punkte des ersten Quadranten in der x, y-Ebene ist ein Bei-
spiel fiir eine nicht beschrinkte Menge.

Die Definition der Beschrdnktheit ist wortlich zu iibernehmen fiir Teilmengen
des R".

1.1.3.  Gebiete im R"

Wir erinnern an den Begriff der Stetigkeit einer reellen Funktion f einer unabhén-
gigen Variablen an einer Stelle x,,. Es wird der Funktionswert f(x,) verglichen mit den
Funktionswerten f(x) fiir x-Werte, die zu x, benachbart sind. Der Definitionsbereich
von f muB also die Eigenschaft haben, daB sowohl x, als auch eine ganze Umgebung
von Xx, zu ihm gehoren; x, muB ein sogenannter innerer Punkt des Definitions-
bereiches von f sein. .

Nun sei allgemein M eine Teilmenge des R? und X, (x,, ,) ein Punkt von M. Wenn
dann mindestens ein g, > 0 existiert, so daB die ¢;-Umgebung U(X,; &) von X, ganz

-zur Menge M gehort, dann heiBt X, innerer Punkt von M.

Beispiel 1.1: Q sei das in Bild 1.8 gezeichnete Quadrat. Fiir die Koordinaten aller
Punkte P(x,y) von Q soll gelten 0 < x <1 und 0 < y < 1. Die rechte und die

obere Quadratseite sollen also nicht zur Menge Q gehoren. P, (—;- , %) ist ein innerer
Punkt von Q, denn z.B. fiir ¢y= 1—ist U (Po;%) ganz in Q enthalten. U(Py; &) < Q

gilt sogar fiir alle e mit 0 < ¢ = 1 wihrend fiir ¢ > % die Umgebung U(P,; €) nicht

mehr ganz in Q enthalten ist. Die Definition eines inneren Punktes verlangt lediglich,
daB U(Py; &) < Q fiir gewisse g, > 0 gilt. Die Wahl solcher Werte g, hdngt von
der Lage von P, ab. P, ( 1, 43) ist kein Punkt von Q, also erst recht auch kein innerer
Punkt von Q. Wir sehen an Bild 1.8, daB jede e-Umgebung von P, zwar Punkte von
Q enthilt aber zugleich auch Punkte, die nicht zu Q gehoren.

Die folgenden allgemeinen Bezeichnungen sind iiblich: Die Menge aller inneren
Punkte von M heit das Innere von M. Das Innere von M ist also stets ein Teil
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von M. Ein Punkt X; hei3t Randpunkt von M, wenn jede Umgebung von X; sowohl
Punkte enthélt, die zu M gehoren als auch Punkte, die nicht zu M gehdren. Die Menge
aller Randpunkte von M heifit der Rand von M. Beim Rand von M ist zu unter-
scheiden zwischen Randpunkten, die zu M gehdren und Randpunkten, die nicht zu
M gehoren. M heiBit eine offene Menge, wenn jeder Punkt von M ein innerer Punkt
von M ist. Ist M eine offene Menge, so gehoren also alle Randpunkte von M nicht zu
M. M heilBit eine abgeschlossene Menge, wenn M alle Randpunkte von M enthilt.
Fiigt man zu einer Menge M sdmtliche Randpunkte von M hinzu, so heiBt die ent-
stehende neue Menge die AbschlieBung von M oder die abgeschlossene Hiille von M.
Wenn eine Menge M < R? sowohl abgeschlossen als auch beschrankt ist, dann heiBt
M eine kompakte Menge. Abgeschlossene Rechtecke bzw. abgeschlossene Kreise
(d.h. alle Randpunkte sollen zur Rechteckfliche bzw. zur Kreisfliche dazugehdren)
sind also Beispiele fiir kompakte Teilmengen des R?. Auf der Zahlengeraden sind
abgeschlossene Intervalle Beispiele fiir kompakte Teilmengen des R.

Im Beispiel 1.1 ist P;(1, 2) ein nicht zu Q gehdrender Randpunkt und P, (0, $) eing
zu Q gehorender Randpunkt. Alle Punkte der vier Seiten des Quadrates sind Rand-
punkte von Q. Das Innere von Q besteht aus allen Punkten P(x, y) mit 0 < x < 1
und 0 << y < 1. Die Menge Q ist also weder offen noch abgeschlossen, weil es sowohl
Randpunkte gibt, die zu Q gehdren als auch Randpunkte, die nicht zu Q gehoren.
Beispiele fiir offene Mengen in der x, y-Ebene sind Kreisscheiben ohne die Punkte
der begrenzenden Kreislinie. Speziell die e-Umgebungen U(P; ¢) von Punkten P € R?
sind somit offene Mengen.

Zwei Begriffe sollen noch erwdhnt werden. Eine Menge M < R? heiBt konvex,
wenn mit je zwei Punkten X, Y € M auch alle Punkte der Verbindungsstrecke von
X und Y zu M gehoren. In der Sprache der Vektorrechnung bedeutet das: Gehoren
x und y zu M, so auch alle z der Gestalt

z=ty+ (1 —t)x=x+t(y—x) fir 0= 1. (1.12)

Fiir ¢ = 0 erhilt man x und fiir # = 1 dann y. Setzen wir h = y — X, so miissen mit
xundyauchallez = x + thfiir0 < # < 1 zu M gehéren. Halbebenen, Kreisscheiben,
Rechteckflichen sind Beispiele fiir konvexe Mengen.
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Eine offene Teilmenge G des R? heil3t zusammenhiingend, wenn je zwei Punkte von

G durch einen ganz in G verlaufenden Streckenzug mit nur endlich vielen Eckpunk-
ten verbunden werden kénnen. Die in Bild 1.9 skizzierte Menge (— die Randpunkte
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sollen nicht zur Menge gehoren —) ist nicht konvex, wohl aber zusammenhéngend.
Jede offene und konvexe Menge ist somit erst recht zusammenhéngend. Eine offene
und zusammenhéngende Punktmenge nennt man auch ein Gebiet. Gelegentlich unter-
scheidet man noch zwischen einfach zusammenhéngenden und mehrfach zusammen-
hingenden Gebieten. Dabei soll ein Gebiet G des R? einfach zusammenhiingend heiBlen,
wenn jede in G liegende doppelpunktfreie geschlossene Kurve innerhalb G stetig zu
einem Punkt deformiert werden kann?). Andernfalls heif3t ein Gebiet G mehrfach zu-
sammenhiingend. Die in Bild 1.10 skizzierte Menge (Kreisring ohne Randpunkte) ist
ein Beispiel fiir ein mehrfach zusammenhédngendes Gebiet?). Das Gebiet in Bild 1.9
ist einfach zusammenhéngend.
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Bild 1.10

Y

Ist G ein Gebiet und nehmen wir zur Menge G alle Randpunkte von G hinzu, so
nennt man die so entstehende AbschlieBung G von G auch einen Bereich.

1) Eine genaue mathematische Formulierung fiir diesen Sachverhalt geben wir an dieser Stelle
nicht — uns geniigt eine anschauliche Interpretation.
2) Das Gebiet ,,enthilt ein Loch*, welches ,,das stetige Zusammenziehen* fiir gewisse geschlos-

sene Kurven ,,verhindert.
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In den Anwendungen werden Gebiete oder Bereiche hiufig durch Ungleichungen
beschrieben — wir erldutern dies durch einige Beispiele.
Beispiel 1.2: Es sei B, die Menge aller Punkte P(x,y), fiir deren Koordinaten
y < 3x+ 1 gilt, also
B, = (P(x,y) € Ry <3x + 1).

B, ist die in Bild 1.11 unterhalb der Geraden y = 3x + 1 gelegene Halbebene ohne
die Punkte der Geraden selbst. Die Menge B, ist offen und konvex und damit ein
Gebiet. B; ist ein einfach zusammenhéngendes Gebiet.
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Beispiel 1.3: Es sei
B, = {P(x,y) € R*[ (16 — **) (9 — »*) = 0}.
B, ist die Menge aller Punkte P(x, y), fiir deren Koordinaten entweder gilt

16 —x*=0 undzugleich 9-3*=0 (1.13)
oder
16 —x* <0 undzugleich 9-3?<0. (1.14)

(1.13) bedeutet |x| < 4 und zugleich |y| < 3,
(1.14) bedeutet |x| = 4 und zugleich |y| = 3.
B, ist die in Bild 1.12 schraffierte Punktmenge; sie ist abgeschlossen und nicht konvex.

Beispiel 1.4: Es sei [a, b] ein abgeschlossenes Intervall auf der x-Achse und ¢; und ¢,
zwei auf [a, b] definierte reelle stetige Funktionen der unabhingigen Variablen x mit
@1(x) < po(x) fiir alle x aus [a, b]. Fiir jede feste Zahl x, mit a < x, < b ist dann die
Menge aller Punkte (x,, ¥) mit ¢;(x) < y < @a(x,) gerade die Strecke, die von den
Punkten (x,, @1(x)) und (x,, @a(x,)) begrenzt wird. Durchlduft x, alle Punkte von
[a, b], so erhalten wir die in Bild 1.13 skizzierte Menge

G={(x))ER|a<x=<b und g;(x) £ y < ¢o(x)}.
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Die \Menge G ist ein Bereich. Man nennt Mengen dieser Art auch Normalbereiche

oder Fundamentalbereiche. (Die Menge G kénnen wir auch auffassen als Abschlie-
Bung der offenen Menge

G={(xy)€R|a<x<bund g)(x) <y < pyx)}.
Die Menge G ist ein Gebiet.)

JA Q
N "
3
i : /) /79200
.7 4
—4/// A 4 X
v gy
\ N g
NN d Rk
ey XS b x
Bild 1.12 Bild 1.13

Beispiel 1.5: Ganz dhnlich aufgebaut ist die folgende Menge H: Es sei [c, d] ein ab-
geschlossenes Intervall auf der y-Achse und v, und y, zwei auf [c, d] erklarte reelle
stetige Funktionen der unabhéngigen Variablen y mit y,(y) < w,(y) fiir alle y aus
[c, d]. H sei dann die Menge

H={(x,y) € R|c <y<dund y,(p) <x <p:()}
mit der in Bild 1.14 gezeichneten AbschlieBung:

H={(x,y) ER|c<y=dund p,(h)) < x < p:(»)}.

Alle eingefiihrten Begriffe konnen wieder allgemein im R” formuliert werden.
Aufgabe 1.2 Skizzieren Sie in der x, y-Ebene die folgenden Normalbereiche:
a) B={(x»)|0=x<2und - /T-Gx—IF=y=0},
D) B ={(x2)0=x<4und Vax—2 =<y < Vax},

O)B={x)1<y<2und 0<x< V1 —(y— 1?}.
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Bild 1.14 Bild 1.15

1.2, Konvergenz von Punktfolgen

In Band 1 wurden im R! Zahlenfolgen betrachtet, und diese wurden auf Konver-
genz untersucht. Wir betrachten nun Punktfolgen in einem m-dimensionalen eukli-
dischen Raum R™. Den Begriff einer gegen einen Punkt des R™ konvergenten Punkt-
folge werden wir in der Weise erkldren, da8 wir der Punktfolge eine Zahlenfolge zu-
ordnen und von dieser zugeordneten Zahlenfolge ein gewisses Konvergenzverhalten
fordern. Zur Vereinfachung der Schreibarbeit nehmen wir wieder m = 2 an. Es sei
(P,) eine Punktfolge im R? mit den Koordinaten (x,, ), d.h., jeder natiirlichen Zahl
n=1,2,... ist ein Punkt P,(x,,y,) zugeordnet.!) Als Beispiel betrachten wir die
Punktfolge (x,, y,) = (_rlz’ 1— ;11—) . Es gilt also x, = 711 und y,=1— n~1= 1—x,.
Alle Punkte P, liegen auf der in Bild 1.15 gezeichneten Geraden y = 1 — x. Weiter
betrachten wir den Punkt P(a, b) mit (g, b) = (0, 1). Fiir die Abstidnde der Punkte
P, von P gilt "

B

d(PmP)= l/(x/z'_a)2 +(yn—b)2=‘/(%)— f(\l —%-— 1)2=§

1) Zur Beschreibung einer Folge konnte anstelle des Buchstaben n selbstverstdndlich auch je-
der andere Buchstabe als Index verwendet werden. So konnten wir fiir eine Punktfolge auch
schreiben Py (xx, y) mit £ = 1,2,3 ...
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Der Punktfolge (x,, y,) soll nun die Zahlenfolge (d(P,, P)) dieser Abstinde zuge-
ordnet werden. Im vorliegenden Beispiel gilt

lim d(P,, P) = lim 12

n—oo n—oo n

Die Folge der Abstdnde ist eine Nullfolge. Anschaulich bedeutet dies, dafl die
Punktfolge (P,) fiir n — oo gegen den Punkt P konvergiert. Allgemein wird definiert:

Definition 1.1: Eine Punktfolge (P,) heifit konvergent gegen den Punkt P, wenn die
Zahlenfolge der Abstdinde der Punkte P, von dem Punkt P eine Nullfolge ist, d.h., wenn
lim d(P,, P) = 0 gilt. Wir schreiben dann fiir diesen Sachverhalt: lim P, = P.

n—»-oo n—oo

Besonders wichtig ist die Charakterisierung der Konvergenz einer Punktfolge durch
die Konvergenz der Zahlenfolgen der einzelnen Koordinaten. Es seien wieder x, und
yn die Koordinaten der Punkte P, und a und b die Koordinaten des Punktes P. Dann
beweisen wir den

Satz 1.1: Fiir eine Punktfolge (P,) und einen Punkt P gilt

I lim P, = P genau dann, wenn lim x,, = a und lim y, = b gilt.

n—oo n—oo n—oo

Beweis: Die Konvergenz einer Zahlenfolge («,) gegen die Zahl o besagt, da3 es zu
jeder beliebig vorgegebenen Zahl ¢ > 0 einen Index #y(¢) geben muB, so daB fiir alle
Indizes n mit n = ny(e) gilt |, — o] < e.

1. Teil des Beweises: Wir setzen voraus, da3 die Folge der Abstdnde d(P,, P) eine
Nullfolge ist und haben zu zeigen, daB dann folgt lim x, = @ und lim y, = 5. Nun
gelten die Abschétzungen n—+o0 n—oo

0= |xn—a| = V(6 — @< V(%2 — @) + (o — b)* = d(Ps, P) (1.15)

und entsprechend
0= pn—bl=VOn—bP=V(n—af + (3o — b =d(P,, P).  (1.16)
Da nach Voraussetzung lim d(P,, P) = 0 gilt, so folgt aus der Ungleichung (1.15)

n—oo

bzw. (1.16) dann auch lim |x, — a| = 0 bzw. lim |y,, — b| = 0, und das bedeutet aber

gerade lim x,, = a bzw. Tim Yo =0b. N
2. Teil des Beweises: Wir setzen voraus, daf3 lim x,, = @ und lim y, = b gilt und haben
zu zeigen, daBl dann lim d(P,, P) = O folgt. Es werde eine Zahl ¢ > 0 vorgegeben.

Zu zeigen ist nun die Existenz von einem Index ny, so daB fiir alle n = n, gilt
d(P,, P) < e. (Wegen d(P,, P) = 0-ist |d(P,, P)| = d(P,, P); wir brauchen also nicht
mit Betrdgen zu arbeiten.) Wir bilden nun die Zahl & = % . Dalim x, = a gilt, so

n—»oo

existiert speziell zu der Zahl ¢, ein Index n;, so daB fiir alle Indizes » = n. iz

2 Harbarth/Riedrich, Diff. Rechn.
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X, —a| < &= —2€ . Da zugleich lim y, = b gilt, so existiert wieder speziell zu der
n—oo

Zahl ¢, ein weiterer Index n,, so daB fiir alle Indizes n = n, gilt |y, — b| < &, = % Es

sei nun n, die groBere der beiden Zahlen n; und n,. Fiir alle n = n, gilt dann erst rech*

|%- — a] <% und zugleich |y, — b| <§- (1.17)

Ebenfalls fir alle n ._>__ n, folgt dann:

d(Py, P) =V (% — @) + (o — b)®
é |xn_a|+ |yn"’b|

e &
<E+7:8 wegen  (1.17).

Damit ist ein Index n, mit der geforderten Eigenschaft gefunden. (Liegt die Punkt-
folge (P,) nicht im R?, sondern im R® oder allgemein in einem R™, so wihlen wir fiir

&, die Zahl &, = %

die Konvergenzdefinition der einzelnen Koordinatenfolgen hinein. Wir erhalten dann
drei Indizes n,, ny, ny bzw. allgemein m Indizes n,, ny, ..., n, und wihlen als #n, den
groBten dieser Indizes.) Damit ist der Beweis beendet.

Die Konvergenz einer Punktfolge liegt also genau dann vor, wenn die Zahlenfolgen
der einzelnen Koordinaten sdmtlich konvergieren, und zwar jeweils gegen die ent-
sprechende Koordinate des Grenzelementes. Es ist einleuchtend, daB fiir die Konver-
genz von Punktfolgen Eigenschaften gelten, wie sie vom R! her bekannt sind. Ins-
besondere gilt das Konvergenzkriterium von Cauchy. Es besagt, daBl eine Punkt-
folge (P,) genau dann konvergiert, wenn es zu jeder Zahl ¢ > 0 einen Index n, gibt,
so daB fiir alle Indizes n, und n, mit n; = n,, ny = n, gilt d(Pr,, Pr,) < &. Wenn eine
Punktfolge konvergiert, dann ist das Grenzelement eindeutig bestimmt.

Es bezeichne 0 den Nullpunkt des rechtwinklig kartesischen Koordinatensystems.
Eine Punktfolge (P,) heit dann beschriankt, wenn die Zahlenfolge (d(P,, 0)) der
Abstdnde der Punkte P, vom Nullpunkt O beschrinkt ist im Sinne der Sprechweise
fiir Zahlenfolgen. Es muB} also eine Zahl K existieren, so daf gilt

dP,,0)=Vx2+y2 < K firalle n=1,2,...

Dann gelten die folgenden Sitze:

oder allgemein ¢, = ’% und gehen mit dieser speziellen Zahl &, in

Satz 1.2: Jede konvergente Punktfolge ist beschrdnkt.

Satz 1.3 (Satz von Bolzano-Weierstraf): Jede beschrankte Punktfolge enthdlt eine
konvergente Teilfolge.

Verwenden wir die Vektorschreibweise, so kénnen wir formulieren:
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19
Satz 1.4: Fiir zwei Folgen (x,) und (y,) gelte

limx,=x und Ilimy,=Yy.

n—oo n—oo

Dann gilt auch

lim (X, +y,)=x+y und limax,= ox

n-»oo

fiir jede reelle Zahl «.

n—=-00

Aufgabe 1.3: Im R? betrachten wir die Punktfolge P,(x., ¥», 2,) mit
5 1\»
(x"’y"’zn)—(?,-]_ﬁ,—l, (1+';l‘) )-

Ist diese Punktfolge konvergent? In welcher Ebene liegen die Punkte dieser Folge?

Aufgabe 1.4: Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten der Punktfolge
1 .
(xn, yn) = (; ’ (.__.l)n) im R2.



2. Funktionen mehrerer unabhéngiger Variabler

2.1. Begriff einer reellen Funktion von mehreren unabhiingigen Variablen

Wir kennen bereits viele Beispiele fiir das Aufteten von Funktionen von mehreren
Verdnderlicheén. So ist z. B. der Umfang U eines Rechtecks eine Funktion seiner
Seitenldngen @ und b:

U= Ua, b) = 2a + 2b.
Das Volumen V eines Quaders ist eine Funktion seiner Seitenldngen a, b und c:
V="V@ab,c)y=a-b-c.

Fiir a, b und auch ¢ kommen selbstverstindlich nur positive Zahlen in Frage.

Nach dem Ohmschen Gesetz hdngt die Spannung U in einem elektrischen Strom-
kreis mit dem Widerstand R und der Stromstidrke / durch U = R - zusammen.
Wenn U und R gegeben sind, so kann man 7 als Funktion von U und R bestimmen:

I = IU, R) =%.

In den genannten Beispielen wird also gewissen Zahlenpaaren bzw. gewissen Zahlen-
tripeln von reellen Zahlen eine weitere reelle Zahl als Funktionswert zugeordnet.
Die Verallgemeinerung dieser Beispiele fithrt auf den Begriff einer reellen Funktion
von mehreren unabhéngigen Variablen:

Definition 2.1: Es sei M eine Teilmenge des R*. Wenn dann durch eine Vorschrift
jedem Punkt X = (xy, ..., X,) von M genau eine reelle Zahl zugeordnet wird, so sagen
wir, daf§ auf M eine reelle Funktion von n unabhingigen Verinderlichen x,, ..., x, mit
dem Definitionsbereich M erklirt ist. Fiir die dem Element X = (x,, ..., X,) zugeord-
nete reelle Zahl schreiben wir dann f(x) oder f(xy, ..., Xn).

Die Zuordnungsvorschrift ist in den meisten Féllen durch einen analytischen
Rechenausdruck gegeben. Wir betrachten zunichst die Spezialisierung n = 2, da
dieser Fall leichter iiberschaubar ist. Der Definitionsbereich ist dann eine Teilmenge
der x, y-Ebene. Statt f(x;, x,) schreiben wir dann auch f(x, y). Vieles kann unmittel-
bar auf den Fall » > 2 iibertragen werden.

Beispiel 2.1: f(x,y) = x-y. Als Definitionsbereich M konnen wir die gesamte
x, y-Ebene betrachten. Dann gilt z.B. f(0, 0) = 0 oder f(—1, 2) = (—1) - 2 = —2. Fiir
alle Punkte auf den Koordinatenachsen ist der Funktionswert Null; er ist positiv fiir
alle Punkte des ersten und dritten Quadranten und negativ fiir alle Punkte des zweiten
und vierten Quadranten.

Beispiel 2.2: f(x,y) = x*> 4 y?. Die Funktion f ist fiir alle Punkte der gesamten
x, y-Ebene erkldrt. Es ist f(0, 0) = 0 und f(x, y) > fir (x,y) # (0,0). Es seien
r > 0 und K der Kreis mit dem Radius r um den Nullpunkt. Dann gilt.f(r, 0) =
f©O,r) = f(—r,0) = f(0, —r) = r2 Gleiches gilt fiir alle Punkte (x, y) auf X, d. h,,
fir alle (x,v) mit x2 + y* = r? gilt f(x, y) = r%. Die geometrische Veranschauli-
chung dieser Funktion erfolgt in Bild 2.1.
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Beispiel 2.3: f(x,y) = Vx —y. y. Wegen des Auftretens der Wurzel kann die Funk-
tion f nur fiir solche Punkte P(x y) erklart werden, fiir deren Koordinaten 0 < x — y,
d.h., y = x gilt. fist also nur fiir alle Punkte der Geraden y = x und alle Punkte
unterhalb dieser Geraden erklart.

. 2 2
Beispiel 2.4: f(x,y) = Zi(x—:—{)v) . fist fir alle P(x, y) erklart, fiir die x + y =+ 0 gilt,
d.h., fiir alle Punkte der x, y-Ebene mit Ausnahme der Punkte auf der Geraden
v = —x. Fiir Punkte oberhalb dieser Geraden gilt x + y > 0 und somit f(x, y) > 0;
fiir Punkte unterhalb dieser Geraden gilt x 4+ y < 0 und somit f(x, y) < 0.

Analog zum Vorgehen bei Funktionen einer unabhéngigen Variablen ist eine geo-
metrische Veranschaulichung auch fiir Funktionen von zwei unabhéngigen Verdnder-
lichen moglich. Ausgehend von den Punkten des Definitionsbereiches M einer Funk-
tion f(x, y) werde der Funktionswert f(x, y) senkrecht iiber P(x, y) € M in Richtung
der z-Achse abgetragen — im Fall f(x, y) = 0 wird eine Strecke der Linge |f(x, y)|
= f(x, y) in Richtung der positiven z-Achse und im Fall f(x, y) < 0 eine Strecke der
Linge [f(x, y)| = —f(x, ) in Richtung der negativen z-Achse angetragen. Die End-
punkte aller dieser Strecken bilden in vielen Féllen eine Fliche im Raum. Diese
Fliache wird dann als das geometrische Bild von f(x, y) angesehen. Ein Punkt R(x,y,z2)
des R® gehort also genau dann zum Bild einer Funktion f(x, y), wenn z = f(x, y) fiir
die z-Koordinate des Punktes R gilt.

Das geometrische Bild fiir die in Beispiel 2.2. betrachtete Funktion f(x, y) =
x2 4+ y? ist in Bild 2.1 skizziert. Senkrecht iiber allen Punkten (x, ') auf dem Kreis
x? + »? = r? ist iiberall der Funktionswert f(x,)) = x* + 1? = r? in Richtung der
positiven z-Achse abzutragen.

Bild 2.1

Eine weitere geometrische Veranschaulichung fiir eine Funktion f(x, y) ist durch
die folgende Uberlegung moglich. Man geht von den Werten ¢ des Wertevorrates von
/ aus und bestimmt fiir jede solche Zahl ¢ die Menge der Urbilder in der x, y-Ebene.
Genauer: Ist f eine Funktion von zwei unabhingigen Variablen und ¢ eine Zahl
aus dem Wertebereich von f, so werden alle Punkte (x, y) aus dem Definitionsbereich
von f gesucht, fiir die f(x, y) = ¢ gilt.}) In vielen Fillen bilden diese Punkte eine im

1) Bei der Konstruktion des geometrischen Bildes der Funktion wire iiber allen diesen Punkten
der gleiche Funktionswert abzutragen.
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Definitionsbereich verlaufende Kurve. Solche Kurven nennt man deshalb auch
Hohenlinien oder Niveaulinien der Funktion f. Als geometrische Veranschaulichung
von f'kann man dann im Definitionsbereich M der Funktion f das System der Niveau-
linien skizzieren. Schreibt man an jede Niveaulinie den zugehé6rigen Funktionswert c,
so erhilt man auf diese Weise eine gute Vorstellung von der Funktion f(x, y). Die
Schar aller Hohenlinien bildet i.a. die einparametrige Kurvenschar f(x, y) = ¢ mit ¢
aus dem Wertevorrat der Funktion f(x, y). Diese Kurvenschar nennt man gelegent-
lich die Karte der Fliche oder die Karte der Funktion.

(&)
//jf I

Bild 2.2 Bild 2.3

In Bild 2.2 ist die Karte der Fldche f(x, ) = x - y angedeutet. Die Niveaulinie ¢ = 0
féillt mit den Koordinatenachsen zusammen. Fiir ¢ = 0 erhilt man als Niveaulinie

f(x,y) = c die Hyperbel y = %’,

Die Karte der Funktion aus Beispiel 2.2 f(x, y) = x> — 32 ist in Bild 2.3 skizziert.
f(x,y) =0 gilt nur fiir den Nullpunkt. Fiir ¢ > 0 gilt f(x, 3) = x® + »* = ¢ fiir alle
Punkte des Kreises mit dem Radius ]/c um den Nullpunkt. Geht man von diesem
System aller Niveaulinien der Funktion f(x, y) aus, so entsteht ausihm das geometri-
sche Bild der Funktion, wenn man jeden Kreis mit dem Radius ]/c auf die Hohe ¢
gehoben denkt. Man erhélt so das in Bild 2.1 skizzierte nach oben ge6ffnete Para-
boloid, das im Nullpunkt auf der x, y-Ebene aufliegt.

In Beispiel 2.3 ist die Schar der Niveaulinien gerade die in Bild 2.4 skizzierte Schar
der Geraden y = x — ¢

Im Beispiel 2.4 ist ¢ = 0 auszuschlieBen. Fiir ¢ 5= 0 bedeutet f(x, y) = ¢ dann

x2 + y*=2cx + 2¢cy oder (x — )+ (y — ¢)? = 2¢%. .1

(2.1) bedeutet die Kreisschar mit den Mittelpunkten (c, ¢) und den Radien ¢ = |c|}/2.
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» Bild2.4
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Man erkennt in Bild 2.5, daB3 alle Kreismittelpunkte auf der Geraden y = x liegen.
Der Nullpunkt gehort jeweils nicht zur Niveaulinie.

Bei reellen Funktionen von mehr als zwei unabhéngigen Verédnderlichen ist eine
analoge geometrische Interpretation nicht moglich, da wir Punkte des n-dimensio-
nalen euklidischen Raumes R™ fiir n = 4 nicht mehr geometrisch veranschaulichen
konnen. '

2.2. Grenzwerte von Funktionen mehrerer Variabler

Wir betrachten zunichst Funktionen von zwei unabhéngigen Variablen. Es sei
f(x, y) eine solche Funktion, und ein Punkt Py(x,, y,) sei so gewéhlt, daB zumindest’
eine punktierte Umgebung von P, ganz zum Definitionsbereich M der Funktion f(x,y)
gehort.!) Analog zum Vorgehen bei Funktionen einer unabhidngigen Variablen be-
trachten wir nun Punktfolgen P,(x,, y,) mit folgenden Eigenschaften:

(E1) (xp,yn)€M firallen (n=1,2,3,..),
(E2) (Xn,¥n) = (%0, 0) fiir alle n,
(E 3) lim (xna yn)= (an J’o)-

n—oo

Die betrachteten Punktfolgen sollen also ganz zum Definitionsbereich von f(x, y)
gehoren, den Punkt (x,, y,) nicht enthalten und gegen (x,, y,) konvergieren. Fiir jede
solche Punktfolge ist dann die zugehorige Folge der Funktionswerte f(x,, y,) eine
Zahlenfolge, und diese Zahlenfolge wird auf Konvergenz untersucht. Wir verein-
baren dann folgende

Definition 2.2: Die Funktion f(x, y) sei (mindestens) in einer punktierten Umgebung
von Py(xy, yo) definiert. Eine Zahl » heifit Grenzwert von f(x, y) fiir P gegen P, (bzw.
fiir (x, y) gegen (x,, ¥)), wenn fiir jede Folge (x,, y,) mit den Eigenschaften (E 1), (E 2),
(E 3) gilt, daf} die Zahlenfolge (f(x., y»)) der zugehérigen Funktionswerte stets gegen:
die Zahl o konvergiert. Wir schreiben dann

lim f(x,y)=a oder limf(x,))=a oder
(@, )= (@0, Yo) P~P,

f(x, y) > & fur 4(x’ y) - (x09 }'o)-

Als Beispiel betrachten wir zunédchst die Funktion f(x, y) = x% 4+ »? und wéhlen
z.B. (x4, ¥o) = (=2, 1). Ist (x,, y,) eine beliebige Folge mit den Eigenschaften (E 1)
bis (E 3), so folgt aus lim (x,, y,) = (—2,1) dann fiir die Koordinatenfolgen

lim x, = —2 und lim y, = l*und damit weiter

u—-00 n—oo
lim f(x,, y») = lim x,,2 + lim y,2 = 5. 2.2)
n—oo n—oo n—oo

1) Die Funktion f'ist also wenigstens fiir die Punkte einer Umgebung von P, mit eventueller Aus-
nahme von P, selber erkldrt.



2.2. Grenzwerte 25

Da (2.2) fiir jede solche Folge gilt, erhalten wir
lim f(x,y)=>5. , 2.3)

(@, ) >(—2,1)
X2+ )2

2(x + y) )
(%0, ¥o) = (0, 0); im Nullpunkt ist f(x, y) nicht erklart. Wir verfolgen unsere Uber-

Weiter betrachten wir die Funktion f(x, y) = aus Beispiel 2.4 und wéhlen

(Xn,3n)

Bild 2.6

legungen in Bild 2.6. Ist (x,, y,) eine Folge auf der x-Achse mit den Eigenschaften
(E 1) bis (E 3), so gilt y, = O fiir alle » und lim x, = 0. Dann folgt
n—oo -

Xn?

lim f(x,,, y,) = lim = lim lx,, =0. (2.4)

n—oo n—+oo 2 n n-—o0o 2

Das gleiche Ergebnis wiirde man erhalten, wenn die Punkte einer Folge (X, y,) mit
den Eigenschaften (E 1) bis (E 3) auf einer beliebigen Geraden y = ax (a = —1) durch
den Ursprung liegen. Dann gilt y, = ax, fir alle n und weiter

e R eE L E(l+d)
=1 . =N = -
lim f(En, yo) = lim 7= = lim S s

0. (2.5)

An dieser Stelle darf auf keinen Fall geschlossen werden, daB lim f(x, y) = O gilt, denn
(z,y)—~(0,0)

durch die bisherigen Betrachtungen sind bei weitem nicht alle Moglichkeiten fiir die

Wahl von Folgen mit den Eigenschaften (E 1) bis (E 3) ausgeschopft worden. Ist

z.B. (x,, y»') eine Folge mit den Eigenschaften (E 1) bis (E 3), die auf der Niveau-

linie ¢ = 1 liegt, so gilt also f(x,, y,') = 1 fiir alle » und damit auch lim f(x,’, y.)) = 1.

Ist (x,, y») eine entsprechende Folge auf der Niveaulinie ¢ = 3, die gegen den Null-
punkt konvergiert, so gilt

limf(jn, j’n) =3 =|= 1= limf(xn,, y/zl)-

n— o0 n—+oc
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Der Grenzwert lim f(x, y) existiert also nicht, weil wir Folgen mit den Eigenschaften
(@)~ (0,0)
(E 1) bis (E 3) im Definitionsbereich der Funktion f(x, y) angeben konnen, fiir welche
die Zahlenfolgen der zugehorigen Funktionswerte unterschiedliches Grenzwertver-
halten aufweisen.?)
Analog zum Vorgehen im R! kann auch hier der Grenzwert mit Hilfe von Um-
gebungen charakterisiert werden. Ohne Beweis nennen wir den

Satz 2.1: Die Funktion f(x,y) sei (mindestens) in einer punktierten Umgebung von
Py(x,, ¥,) definiert. Es gllt 11m f(x, y) = o genau dann, wenn zu jeder beliebigen e-Um-

gebung der Zahl o eine 6 Umgebung von P, so gefunden werden kann, daf fiir alle
Punkte P(x, y) aus der punktierten 6-Umgebung von P, die Funktionswerte f(x, y) in
der e-Umgebung von o liegen.
Anders formuliert: lim f(x, y)= o gilt genau dann, wenn zu jedem & >0 ein
PP

6=0(e) >0s0 gefundgn ‘Wwerden kann, daf fiir alle P(x, y) mit
0 <d(P, P) <% folgt |f(x,y)— o <e. (2.6)

Ubertragen koénnen wir auch die Definition der bestimmten Divergenz gegen + oo
bzw. gegen —oo. Wir schreiben z. B. hm f(x, y) = + oo, wenn fiir jede Folge (x.., .)

mit den Eigenschaften (E 1) bis (E 3) g11t daB die Zahlenfolge der Funktionswerte
(f(xn, yn)) bestimmt gegen +co divergiert.

Bemerkung 2.1: Unmittelbar klar ist die Grenzwertdefinition fiir Funktionen von
mehr als zwei unabhiingigeh Variablen. Auf eine Tatsache sei noch hingewiesen. Bei
Funktionen einer unabhéngigen Verdnderlichen wird auBerdem der Begriff des ein-
seitigen Grenzwertes eingefiihrt, indem man im Definitionsbereich nur solche Folgen
betrachtet, die von rechts oder von links gegen die betrachtete Stelle konvergieren.
Der Definitionsbereich ist dort Teil des ,,eindimensionalen* R!, und eine Hervor-
hebung von ausgezeichneten Richtungen ist somit natiirlich. Bei Funktionen von »
unabhingigen Verdnderlichen ist im Fall » = 2 die Definition von einseitigen Grenz-
werten nicht sinnvoll. Wir betrachten ebenfalls kein Analogon zu den im R! iiblichen
,,Bewegungen‘‘ x — + oo oder x — —co innerhalb des Definitionsbereiches der Funk-

tion.

2.3. Grenzwertsiitze

Die aus dem Band 2 bekannten Grenzwertsidtze 2.3 bis 2.5 fiir Funktionen einer
unabhingigen Variablen konnen wortlich fiir Funktionen von zwei und mehr unab-
hingigen Variablen iibertragen werden. Wir nennen noch einmal die wichtigsten Er-
gebnisse und verwenden die Vektorschreibweise.

1) Es geniigt die Angabe von mindestens zwei derartigen Folgen.
2) DaB es sich um eine punktierte Umgebung von P, handelt, kommt darin zum Ausdruck, daB
wir schreiben 0 < d (P, Py) und nicht 0 < d (P, Py).
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Satz 2.2: Fiir die Funktionen f, und f, mégen die Grenzwerte
limfix)=a und limfyx)=p

X—Xg XX,

existieren. Dann gilt

,flff [A(x) + fe(x)] =« + B, 2.7
li‘l; LA®) — £:0] = & = B, @8)
lim [c - /()] = ¢ - « (c beliebige Konstante), (2.9)
311}‘; [/1(x) - fo(x)] —a B. (2.10)

Ist auflerdem f,(x) == O fiir alle x einer punktierten Umgebung von X, und 8 == 0, dann
gilt auch

. X))«
lim —/=% = —- 2.11
R TP @1

Gilt o = B und fi(x) < f(X) < fo(x) fiir eine Funktion f und alle x einer punktierten

Umgebung von x,, so folgt aus
lim f1(x) = lim f5(x) = « dann auch lim f(x) = a. (2.12)

Unter Ausnutzung dieses Satzes konnen oft sehr vorteilhaft Grenzwerte berechnet

werden:
2

2
Beispiel 2.5 : Die Funktion f(x, y) = —y—z— ist fiir alle Punkte (x, y) = (0, 0) erklirt,
Fiir alle diese (x, y) gilt X +y

O§y2§x2+y2. (2.13)
Wegen x% + 2 > 0 folgt aus (2.13)

y2
=x2+y2§1 (2.14)

und dann weiter

x2
Of—r_ﬁ—f(x V) = X2 (2.15)
Betrachten wir nun im Definitionsbereich von f den Grenziibergang (x, y) — (0, 0),
so folgt speziell x — 0 und damit weiter x*— 0. Setzt man fi(x,y)=0 und

f2(x, ¥) = x2 fiir alle (x, y) == (0, 0), so folgt

lim fi(x,y)= lim fz(x »)=0
(z,)—(0,0) (z, y)—~(0,
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und aus (2.12) dann auch

. x?.y?
lim _2—2_?:
@y)~0,0 X + ¥

Aufgabe 2.1: Bestimmen Sie alle Punkte P(x, y), fiir die folgende Funktionen erklart
werden kénnen:

a) f(x,y)=In(1— e*v), b) f(x,y)= arcsin% .

Aufgabe 2.2: Zeichnen Sie fiir die folgenden Funktionen die Niveaulinien ¢ =1, 2,
3,4, 5, und geben Sie anschlieBend an, durch welche Flachen die Funktionen veran-
schaulicht werden koénnen.

a)fx,y)=V2+ 2, b)f(x,y)=Vx— 1+ H°.

Aufgabe 2.3 Die folgenden Funktionen f(x, y) sind fiir (x, y) = (0, 0) erklart. Unter-

suchen Sie, ob lim f(x, y) existiert.
(z.y)—~(0

a) f(x, ) = b) f(x, ) =

Xy
2+y2’ 2+y

2.4. Stetigkeit von Funktionen mehrerer Variabler

Genau wie bei Funktionen einer unabhédngigen Variablen ist auch bei Funktionen
mehrerer unabhéngiger Variabler der Begriff des Grenzwertes einer Funktion f an
einer Stelle (x,, y,) eng mit dem Begriff der Stetigkeit von fan der Stelle (x,, y,) ver-
bunden. Die Funktion muB jetzt nicht nur in einer punktierten Umgebung von (x,, y,)
erklirt sein, sondern auch an der Stelle (x,, y,) selber. In wértlicher Ubertragung?)
der Definition 3.1 aus Band 2 formulieren wir dann

Definition 2.3: Eine in einer Umgebung von (x,, y,) definierte Funktion f(x,y) heifst
an der Stelle (x,, y,) stetig, wenn gilt

lim f(x y)= f(xo,yo) (2.16)

(@, y) ~ (@0, Yo)

Fiihrt man fiir einen beliebigen zu (x,, y,) benachbarten Punkt (x, y) die GroBen
h=x—x,und k =y — y, ein, so gilt x = x, + A und y = yo + k, und der
Grenziibergang (x, ¥) — (xo, yo) bedeutet dann (A, k) — (0. 0). Fiir (2.16) kdnnen wir
dann auch schreiben

dim - f(xo + A, yo + k) = f(X, Y0). (2.17)

Rk o— 0,0

1) Eine wortliche Ubertragung ist moglich, weil auch zuvor im R" die Begriffe ,,Umgebung* und
,,Grenzwert‘* erklart wurden.
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Bei Benutzung von Punktfolgen bedeutet die Stetigkeit von f, daB fiir jede Folge
(xn, y») aus dem Definitionsbereich von f(x, y) mit lim (x,., yn) = (X0, o) gilt

n—oo

lim f(%,, y,) = f|lim (xn,yn’>)=f(xo,y¢). (2.18)

n—oo (n—’oo

Die Stetigkeit besagt also, daBl man zwei mathematische Operationen vertauschen
kann. Auf der linken Seite von (2.18) wird verlangt, daBl man zuerst die Funktions-
werte f(x,, y») und anschlieBend den Grenzwert der Zahlenfolge (f(x,, y,)) bestimmt.
Auf der rechten Seite von (2.18) ist zundchst der Grenzwert der Punktfolge (x,., y,)
zu ermitteln und anschlieBend der Funktionswert von diesem Punkt aufzusuchen. Ist
die Funktion f(x, y) stetig, so ist das Ergebnis in beiden Fillen gleich.

Die ,,e, §-Charakterisierung* der Stetigkeit kann wie folgt formuliert werden.

Satz 2.3: Die Funktion f(x, y) sei in einer Umgebung von (x,, y,) definiert. Genau dann
ist f(x, y) an der Stelle (x,, y,) stetig, wenn zu jeder Zahl ¢ > 0 eine Zahl 6 = 6(¢) >0
existiert, so daf} gilt: Fiir alle (x, y) mit

d((x, y), (xo, ¥0)) < 6%) folgt |f(x,y) — f(x0, ¥o)| < & (2.19)

Mit Hilfe des Umgebungsbegriffes konnen wir die Bedingung fiir die Stetigkeit
auch wie folgt formulieren: Zu jedem ¢ >> 0 existiert eine Zahl 6 = d(¢) > 0, so daf3
fiir alle (x, y) aus der 6-Umgebung U((x,, 3o); 0) von (x, y,) der Funktionswert
f(x, y) in der e-Umgebung der Zahl f(x,, 1) liegt.?)

Beispiel 2.6: Wir betrachten die Funktion:

S, y) = fiir (x, y) = (0,0) und £(0, 0) =

2_'_2

An jeder Stelle (x,, yo) =+ (0, 0) ist f(x, y) stetig, denn ist (x,, y,) eine beliebige Punkt-
folge mit lim (x,, y,) = (%9, yo), so folgt fiir die Koordinaten lim x, = x, und
lim y, = y, und damit

=00

. . Xn * Vn xO Jo
w o= 1 - =1 (%o,
G I = L S i " g gy TG

Im Nullpunkt ist f(x, y) nicht stetig, denn z.B. fiir die Folge (., y») = (% %) gilt

(% l) (0,0) und f(%,l)=%, also auch hmf(l %)=—;—=I=0=f(0,0).

n n-»oo

{Wir bemerken noch erginzend, daB im vorliegenden Beispiel nicht einmal der Grenz-

wert lim f(x,y) existiert. Zum Beispiel fiir die Folge (x,,,yn)—(% l) gilt
@, y)—+(0,0)

1) d(...) bedeutet den Abstand der beiden Punkte.
%) Die 6-Umgebung von (x,, y,) ist Teilmenge des R?; die e-Umgebung von f(x,, y,) ist Teilmenge
des R.
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(%', ¥ )= (0,0) und f(3 %) = %, also auch lim f(x,, )= _2_ %
und 2 = lim /(x,, 7.).)

2.5. Sitze iiber stetige Funktionen

Die uns bekannten Sitze iiber stetige Funktionen einer unabhéngigen Variablen
aus Band 2 kénnen nahezu wortlich iibertragen werden auf stetige Funktionen von
mehreren unabhédngigen Variablen. Wir formulieren die entsprechenden Aussagen,
ohne auf die Beweise der Sitze einzugehen. Der Begriff der einseitigen Stetigkeit
kann fiir Funktionen mehrerer unabhéngiger Variabler nicht erklirt werden. Wir
benutzen die Vektorschreibweise und betrachten gleich den allgemeinen Fall einer
Funktion von » unabhiingigen Variablen. Die Ubertragung der dortlgen Sitze 3.3
und 3.4 lautet hier:

Satz 2.4: Ist die Funktion f(X) an der Stelle x, stetig und gilt f(x,) > 0 (bzw. f(X,) < 0),
so gibt es mindestens eine §-Umgebung U(X,; 0) von X,, so daf sogar f(x) > 0. (bzw.
S(X) < 0) auch noch fiir alle x € U(x,; 0) gilt.

Satz 2.5: Die Funktionen f(x) und g(x) seien an der Stelle x, stetig. Dann sind auch die

Funktionen
JfX) + g(x), c-f(x) (c beliebige Konstante) und f(x) - g(x) an der Stelle x,

stetig. Gilt weiter g(X,) == 0, dann ist auch die Funktion . (’;)

In Ubertragung der dortigen Sitze 3.8 und 3.9 kénnen wir formulieren:

Satz 2.6: Die Funktion f(X) sei auf einer Menge M erkldrt. Ist f(x) stetig auf M und ist
M eine kompakte Teilmenge des R™ (d. h., M ist eine beschrinkte und abgeschlossene
Teilmenge des R™), so besitzt f(x) auf M ein absolutes Maximum und ein absolutes
Minimum. Es gibt also Punkte X, und X, in M, so daf

f(x) = f(x) < f(x,) fiir alle x € M gilt.)

Speziell im Fall n = 2 gilt also, daB stetige Funktionen, die z.B. auf einem abge-
schlossenen Rechteck definiert sind, dort ein absolutes Maximum und ein absolutes
Minimum besitzen. Im Fall n = 1 sind abgeschlossene Intervalle kompakte Teilmen-
gen des R'.

Als Ubertragung der Nullstelleneigenschaft formulieren wir den

an der Stelle x, stetig.

Satz 2.7: Die Funktion f(X) sei in einem Gebiet G definiert und dort stetig. Fiir einx, € G
gelte f(x,) > 0 und fiir ein X, € G gelte f(X;) < 0. Dann gibt es mindestens ein & € G

mit f(§) = 0

Fiir die Bildung zusammengesetzter (oder mittelbarer) Funktionen betrachten wir

1) Gilt f(x;) < f(x) fur alle x, so heiBit x, Stelle des absoluten Minimums der Funktion /. Gilt
f(X) = f(x,) fiir alle x, so heif3it x, Stelle des absoluten Maximums der Funktion f.
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wegen der besseren Ubersicht wieder den Spezialfall # = 2 und besprechen zwei Mog-
lichkeiten fiir die Bildung mittelbarer Funktionen. Ausfiihrlicher gehen wir auf zusam-
mengesetzte Funktionen im Abschnitt 3.6.1. ein.

Beispiel 2.7: In der gesamten x, y-Ebene erklirt ist die Funktion

fx, y) = e=-siny, (2.20)
Ausgehend von den beiden Funktionen

u(x,y)=x-siny und z(u)=e" (2.21)

kann fiir einen beliebigen Punkt (x, y) zunichst der Funktionswert u(x, y) = x -sin y
bestimmt werden. Da z(x) = e fiir jede reelle Zahl definiert ist, gehort speziell u(x, y)
= x - sin y zum Definitionsbereich von z = e*, und man kann anschlieBend

z(u(x, y)) = ev@¥) = e siny (2.22)

bilden. Die Funktion (2.20) besteht somit aus den beiden ,,Bausteinen‘* (2.21), wobei
die ,,innere Funktion‘ u(x, y) eine Funktion von zwei Variablen und die ,,4uflere
Funktion* z(x) eine Funktion von nur einer Variablen ist. Durch Zusammensetzung
beider Funktionen oder Hintereinanderausfithrung beider Funktionen erhilt man
eine reelle Funktion von zwei Variablen.

Beispiel 2.8: Auf einer t-Achse betrachten wir etwa auf dem abgeschlossenen Inter-
vall [0, 2=] die beiden Funktionen

p(t)=cost und y(t)=e’.

Fiir jeden Wert ¢ aus [0, 2] gehdren dann die Punkte (x, y) = (p(2), w(¢)) = (cos ¢, *)
zum Definitionsbereich der Funktion f(x, y) = 2x + y2. Wir konnen also die mittel-
bare Funktion

8(®) = fl(1), p(0)) = 2(p(1)) + (p(2))* = 2 cos t + €*

bilden und erhalten als Ergebnis durch Zusammensetzung eine auf dem Intervall
[0, 2] erkldrte reelle Funktion einer unabhingigen Variablen.

Beziiglich der Stetigkeit gilt dann, daB mittelbare Funktionen stetig sind, wenn die
zu ihrem Aufbau benutzten Funktionen an den verwendeten Stellen einzeln stetig
sind.

Wir erkennen also sofort, daBl die Funktion f(x, y) = }x — y fiir alle Punkte (x, y)
unterhalb der Geraden y= x stetig ist, da u(x,y) = x — y iiberall stetig und

z(u) = Vu fiir alle u > 0 stetig ist.

Aufgabe 2.4: Bestimmen Sie

s+y+3—2

lim x-e - sin xy.

@ -(3-3)
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2.6. Vektorfunktionen

2,6.1.  Begriff der Vektorfunktion

Bei den bisher betrachteten Funktionen war der Definitionsbereich eine geeignete
Teilmenge M des R? oder allgemeiner eine geeignete Teilmenge des n-dimensionalen
euklidischen Raumes R™, und die Funktionswerte waren reelle Zahlen, lagen also
stets im R!. Fiir die Anwendungen ist jedoch die folgende Verallgemeinerung wichtig.
Es sei M eine Teilmenge des R und W eine Teilmenge des R™ (m natiirliche Zahl,
m = 1; an dieser Stelle interessiert besonders der Fall m > 1).

Es soll nun jedem Punkt P aus M als Funktionswert ein Punkt Q von W < R™ zu-
geordnet werden. Benutzen wir die Sprechweise der Vektorrechnung, so soll jedem
Vektor x € M als Funktionswert ein Vektor y € W zugeordnet werden. Wir schreiben
fiir y € W dann f(P) oder auch f(x) und sprechen von einer Vektorfunktion f. (Durch
das Symbol f wird angedeutet, daB3 die Funktionswerte wieder Punkte bzw. Vektoren
sind.) Fiir die Anwendungen ist der Spezialfall m = n = 3 wichtig. Als erstes Beispiel
nennen wir an dieser Stelle die stationdre Stromung einer Fliissigkeit. Ein Fliissig-
keitsteilchen hat dann in einem Punkt P des durchstrémten Gebietes G eine Geschwin-
digkeit v(P). Betrachtet man fiir alle Punkte P des Gebictes G den Vektor v(P), so
erhdlt man eine in G erkldrte. Vektorfunktion. Man spricht dann gelegentlich auch
von einem in G erkldrten Vektorfeld im Gegensatz zu den bisher betrachteten Funk-
tionen. Bei ihnen sind die Funktionswerte reelle Zahlen, und man bezeichnet solche
Funktionen dann auch als Skalarfelder.

Beispiel 2.9: Es sei nun m = n = 3. Jedem Punkt P(x;, x,;, x3) € R® werde als Funk-
tionswert der Punkt Q (xox3, X3(x; + X3), Xo (%1 + X3) + x3(xs + x3)) zugeordnet. Bei
Benutzung der Vektorschreibweise erhalten wir die Vektorfunktion

f(x) = xox3€; + x3(x; + X5)€x + [xa(x1 + X3) + x3(x2 — x3)] €5
fiir jedes x = x,e; + x.e; + Xxse; € R3.

Wichtig ist der folgende Zusammenhang zwischen einer Vektorfunktion und einem
System von reellen Funktionen. Fiir jeden Punkt P aus dem Definitionsbereich M
einer Vektorfunktion f ist der Funktionswert f(P) ein Punkt des R™; wir konnen also
schreiben f(P) = (y1, Y2, -..» Ym). Jedem Punkt P wird somit ein m-Tupel von reellen
Zahlen zugeordnet. Schreiben wir

yi=f(P)=fi(x1, ..., x,) fur i=1,2,...,mund P M, (2.23)

so sind die Funktionen f; reelle Funktionen mit dem gemeinsamen Definitionsbereich
M, und es gilt

f(P) = (i(P), So(P), ..., [l P)). (2.24)

Ein Vektorfeld f kann somit auf ein System von m reellen Funktionen fi, f3, ..., fim
zuriickgefithrt werden. Die Anzahl der reellen Funktionen ist gleich der Dimension
des Bildraumes. Umgekehrt kann jedes System von m reellen Funktionen mit gemein-
samem Definitionsbereich M zu einer Vektorfunktion auf }f mit Werten im R™ zu-
sammengefaBt werden. Wir konnen also die Vektorfunktion f identifizieren mit einem
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m-Tupel (1, /2, ..., fm) von reellen Funktionen und daher symbolisch schreiben

f= (1,125 000 fm)

Im Beispiel 2.9 wire die Vektorfunktion f zu identifizieren mit folgendem Tripel
von reellen Funktionen:

S10e1s X, X3) = X2+ X535 fo(X1, X, X5) = X5(%1 + X3);

Sa(x15 Xg, X3) = [X2 (21 + X3) + X3(x2 + X3)].

Die Definition des Grenzwertes fiir Vektorfunktionen lim f(x) ist nahezu wortlich
zu iibernehmen von Definition 2.2 mit dem Unterschied, daB die Funktionswert-
folgen jetzt Punktfolgen und nicht Zahlenfolgen sind. Wenn also fiir jede Folge (x)
aus dem Definitionsbereich M der Vektorfunktion f mit x,, == X, fiir alle natiirlichen
Zahlen n und lim x, = X, dann im R™ gilt lim f(x,) = y, so schreiben wir

n-»oo

lim f(x) = y. A;aloges gilt fiir den Begriff der Stetigkeit von f an einer Stelle x,. Fiir

jede0 Folge (x,) aus dem Definitionsbereich von f mit lim x, = x, muB3 folgen
lim f(x,,) = (o). n->oo

n=+00

Beachten wir die Tatsache, daB eine Folge im R™ genau dann konvergiert, wenn die
m Zahlenfolgen der einzelnen Koordinaten konvergieren, so kénnen wir folgendes
sagen: Eine Vektorfunktion f(x) ist genau dann stetig, wenn die m reellen Funk-
tionen fi(X), fo(X), ..., fm(X) im bekannten Sinne stetig sind. Die im Beispiel 2.9 ge-
nannte Vektorfunktion ist also iiberall stetig, da die drei reellen Funktionen fi(x),
Sa(X), f3(x) iiberall stetig sind.

2.6.2. Krummlinige Koordinaten im R?

In der Integralrechnung fiir Funktionen mit mehreren Variablen im Band 5 wer-
den als Integrationsbereiche geeignete Punktmengen im R? oder R® betrachtet.
Es wird darauf ankommen, diese Mengen mdoglichst iibersichtlich zu beschreiben.
Hierzu sind dann oft die sogenannten krummilinigen Koordinaten sehr geeignet.
Sie stellen zugleich ein wichtiges Beispiel fiir das Arbeiten mit Vektorfunktionen
dar und sollen nun besprochen werden. In allen Féllen betrachtet man neben dem R"
eine geeignete Teilmenge eines R™, die durch eine Vektorfunktion auf den gesamten
R" abgebildet wird.

Zuerst behandeln wir fiir den Fall m = n = 2 die ebenen Polarkoordinaten. Neben
der x, y-Ebene E wird eine weitere Ebene F ebenfalls mit einem rechtwinklig karte- .
sischen Koordinatensystem betrachtet, in der wir die Koordinaten der Punkte mit

r und ¢ bezeichnen. In der r, p-Ebene E sei B der in Bild 2.7 gekennzeichnete Halb-

streifen; die linke und obere Begrenzungsgerade sollen zu B gehoren. Wir kénnen
also schreiben

B={rnp€cE|0<r<ow ud —-rt<g¢<mn. .25

3 Harbarth/Riedrich, Diff. Rechn.
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Jedem Punkt (r, ¢) aus B werde nun der Punkt (x,y) = (rcos @, rsin ¢) in der

x, y-Ebene zugeordnet. Auf der Menge B wird also die durch die beiden reellen
Funktionen

I x(r, ) = rcos ¢

. }fﬁr0§r<oound—n<<p§7t (2.26)
y(r, @) =rsing
gekennzeichnete Vektorfunktion betrachtet. Aus (2.26) lesen wir dann folgende Zu-

— %) wird

abgebildet in (x;,y,) = (2 cos (— %), 2 sin (— %)) = (0, —2) oder (ry, ;) = (2, %)

ordnung von Punkten aus B zu Punkten in der x, y-Ebene ab: (r,, @) = (2,

wird abgebildet in (x,, y,) = (2 COS — 2 , 2sin Zzz—) = (0, 2). Erteilen wir allgemein der

Koordinate r den festen Wert r = 2, so werden die Punkte (7, ¢) = (2, ) aus B ab-
gebildet in die Punkte (x, y)= (2 cos @, 2 sin ¢). Wegen x2+ y? =4 cos’p+ 4sin2p=4
sind dies gerade die Punkte des Kreises mit dem Radius » = 2 um den Nullpunkt
in der x, y-Ebene. Erteilen wir andererseits der unabhidngigen Variablen ¢ z.B.

) 1
den festen Wert ¢ =4
(x,y)= (r cos 4,1 sin %) Wegen cos — T —sinZ durchlauft der Bildpunkt dann alle

so gilt fiir die Bildpunkte von (r, ¢)$(r,£) dann

4
Punkte der Halbgeraden y = x mit 0 < x <{oo durch den Nullpunkt. In Bild 2.7 ist die
Punktzuordnung durch die gleiche Markierung angedeutet. Die Bilder von Geraden

r = ¢ (c konstant, —x < @ < =) in Bsind Kreise um den Nullpunkt in der x, y-Ebene;

die Bilder von Geraden ¢ = ¢ (¢ konstant, 0 < r < o) in B sind vom Nullpunkt aus-
gehende Halbgeraden in der x, y-Ebene. Der Nullpunkt (x, y) = (0, 0) in der Ebene E
ist Bildpunkt von allen Punkten (r, ¢) = (0, ¢) mit —= <g=m, d.h., der Nullpunkt

ist Bildpunkt von allen Punkten des linken Randes von B. Zu jedem anderen Punkt
(x,») = (0,0) gibt es genau einen Punkt (r, ) in B mit x=r cos ¢ und y =r sin ¢.
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Jeder Punkt (x, y) = (0, 0) entsteht also in eindeutiger Weise aus genau einem Punkt
(r, ) von B. Die durch (2.26) beschriebene Vektorfunktion ist also eineindeutig mit

Ausnahme fiir gewisse Randpunkte von B.

In Bild 2.8 erkennt man den geometrischen Zusammenhang zwischen den Zahlen
r, ¢ und den zugehdrigen Zahlen x, y. Wegen /x® + )2 = Vricos? ¢ + risin ¢ = r
ist r der Abstand des Punktes (x, y) vom Nullpunkt. ¢ ist der von der positiven
x-Achse aus gemessene Winkel gegen die Halbgerade durch den Nullpunkt und den
Punkt (x, y). Diese Zahlen r und ¢ bezeichnet man als die Polarkoordinaten des
Punktes P. Die Bilder der Geraden r = const bzw. ¢ = const heilen Koordinaten-
linien. Die Koordinatenlinien der Polarkoordinaten sind also Kreise um den Null-
punkt bzw. vom Nullpunkt ausgehende Halbgeraden.

(x,y)
I
|
|
|
N |
B~ < '
S |
< |
[} ° I
> ¢ 1
X=rcosg¢ 3 - - 3
Bild 2.8 Bild 2.9

Mit Hilfe von Polarkoordinaten kénnen Punktmengen in der x.1-Ebene immer
dann bequemer beschrieben werden als dies mit den Koordinaten x und y moglich
wire, wenn sie durch Koordinatenlinien der Polarkoordinaten. also durch geeignete
Kreise um den Nullpunkt und Halbgeraden durch den Nullpunkt, begrenzt wer-
den. Fiir diese Punktmengen bilden die zugehdrigen Punkte in der r, ¢-Ebene einen
iibersichtlicheren Normalbereich.

Beispiel 2.10: Es sei K die durch den Kreis x¥* — 12 = 4 begrenzte Punktmenge.
Es ist dies die Koordinatenlinie » = 2. Wollen wir die Punkte von K mit Hilfe der
rechtwinkligen x, y-Koordinaten beschreiben, so miissen wir den oberen Begren-

zungshalbkreis y = 1/4 — x2und den unteren Begrenzungshalbkreisy = — V4= x
heranziehen und kénnen dann schreiben

K={(x,y)) €CE|—2<x<2 und —V4—E=y=<Vé—x}. (227
Betrachten wir in der 7, p-Ebene das Rechteck
KE={rg)€Bl0=r<2 und -=<¢=n (2.28)

so entsteht der Kreis K durch die Abbildung (2.26) aus K. (2.28) ist in vielen Fillen
eine iibersichtlichere Darstellung fiir die genannte Menge. .
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Beispiel 2.11: Es sei K; die in Bild 2.9 skizzierte Menge; sie wird begrenzt durch die
Koordinatenkennlinien r, = 1, 7, = 3 und die Koordinatenlinien ¢; = 0 und ¢, = %
K, entsteht durch Anwendung der Abbildung (2.26) auf das Rechteck

K, = {(r,gv)ef?ll <r=<3und 0=Z¢ §%}

Mit Hilfe der x, y-Koordinaten wire eine Beschreibung der Menge K; komplizierter.

Beispiel 2.12: Es s¢i K, die durch den Kreis (x — 2)® + y? = 4 begrenzte Menge in
der x, y-Ebene. Bezeichnet O den Nullpunkt und P einen variablen Punkt auf der
Kreislinie, so erkennt man in Bild 2.10, daB3 die Menge K, aufgefaBBt werden kann als

1
i\ r=4cosg
X
——i—l——li‘

SY

Bild2.10 - 2£ Bild 2.11

Menge aller Strecken OP, wobei P die gesamte Kreislinie durchliuft. Ein Kreispunkt
P, werde herausgegriffen; seine Polarkoordinaten seien r;, und ¢,. Aus dem recht-
winkligen Dreieck mit den Eckpunkten O, P, und P,(4, 0) lesen wir dann

r
COS @ = TO oder ry=4cos g,

ab. Alle Punkte der Strecke OP, haben die gleiche p-Koordinate ¢,, sie liegen auf der
Koordinatenlinie ¢ = @,. Die Strecke OP, ist also die Menge aller Punkte (x, y)
mit x = rcos¢,, y = rsing, und r variabel in 0 < r < 4 cosq,. Speziell fiir
@, = 0 ist die Strecke OP; die Menge aller Punkte

(x,y)=(rcos0,rsin0)=(,0) mit 0<r=<4cos0=4.
Lassen wir nun ¢, variieren zwischen — g— und %, so erhalten wir alle Punkte von K.

T

n
3 und ¢, = Tbegrenzt.

K, wird daher durch die Koordinatenlinien ¢; =

In der r, p-Ebene betrachten wir die Menge:
Kz = {(r > (P) € E

Die Begrenzung der r-Koordinate ist also von ¢ abhéngig. K, istderin Bild 2.11 skiz-
zierte Normalbereich in der r, p-Ebene. Wendet man auf K, die Vektorfunktion -
(2.26) an, so erhdlt man den Kreis K, in der x, y-Ebene. Unter Benutzung der
x, y-Koordinaten hétte man zu schreiben:
K={x»€CE[0=x=4 und —Vi-G-2P=ysVi—G-27.
(2.30)

~FSg=2und 0= r=dcosgl- (2.29)
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Die Darstellung des Kreises durch (2.29) ist in vielen Féllen sehr viel giinstiger als
durch (2.30).

In Verallgemeinerung des geschilderten Sachverhaltes ist nun naheliegend, so-
genannte krummlinige Koordinaten in der x, y-Ebene einzufiithren. Neben der x, y-
Ebene betrachtet man eine u, v-Ebene und in dieser u, v-Ebene eine gewisse
Teilmenge B. Fiir die Punkte von B soll eine Vektorfunktion durch die reellen
Funktionen fi(u, v) und fy(u, v) derart erkldrt sein, daB durch die Festsetzung

x=fi(u,v) und y=fi(u,v) 2.31)

cine Abbildung von der Menge B auf die gesamte x, y-Ebene entsteht. Die Abbildung
soll eineindeutig sein mit eventueller Ausnahme von gewissen Randpunkten von B.
Wenn dann x, = f; (4, vg) und y, = f3(¢4, vo) gilt, dann heillen u, und v, die krumm-
linigen Koordinaten des Punktes Py(x,, ¥5). Als Koordinatenlinien bezeichnet man
die Bilder der Geraden u = u, bzw. der Geraden v = v,. Die Wahl passender krumm-
liniger Koordinaten geschieht in der Weise, dal die zu behandelnden Punktmengen
in der x, y-Ebene durch moglichst iibersichtliche Normalbereiche in der u, v-Ebene
beschrieben werden konnen. Dies ist der Fall, wenn die Mengen durch Koordinaten-
linien begrenzt werden.

Aufgabe 2.5: Die folgenden Punktmengen K in der x, y-Ebene beschreibe man mit
Hilfe von Polarkoordinaten:

a) K sei der Kreisring, begrenzt durch die Kreise
x24+3)2=2 und x*4 )?=06;
b) K werde begrenzt durch den Kreis x> + (y — 3> = 9.

2.6.3. Krummlinige Koordinaten im R®

Alles, was iiber krummlinige Koordinaten in der x, y-Ebene gesagt wurde, gilt in
sinnvoller Ubertragung auch fir krummlinige Koordinaten im Raum. Neben dem
X, y, z-Raum wird ein u, v, w-Raum betrachtet und in diesem eine gewisse Teilmenge

R. Fiir die Punkte von R muB eine Vektorfunktion durch drei reelle Funktionen
fi(u, v, w), f5(u, v, w) und f3(u, v, w) derart erkldrt sein, dafl durch die Festsetzung

X :fl(u’ v, W), y :f2(ur v, W) und z Zfé(u: v, W) (232)

eine Abbildung von der Menge R auf den gesamten x, y, z-Raum entsteht. Diese Ab-
bildung muB eineindeutig sein mit eventueller Ausnahme von gewissen Randpunkten
von R. u, v, w heiBen dann krummlinige Koordinaten des Punktes P(x, y, z). Be-
trachtet man in der Menge R eine Gerade, die dadurch entsteht, dal man zwei der
unabhingigen Variablen einen festen Wert erteilt und die iibrige Variable variieren
14Bt, so heiBt das Bild dieser Geraden bei Anwendung der Vektorfunktion (2.32) eine
Koordinatenlinie im R3. Wahlt man z.B. u = u, und w = w, fest und 148t v variieren.
so entsteht durch Anwendung von (2.32) eine v-Koordinatenlinie im R3. Erteilt mar
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nur einer der unabhingigen Variablen einen festen Wert, so erhilt man in R Ebenen,
die zu den Koordinatenebenen im u, v, w-Raum parallel sind. Die Bilder solcher Ebe-
nen heilen Koordinatenflichen im R3. Die Wahl geeigneter krummliniger Koordina-
ten im R® wird wieder so geschehen, daB die zu beschreibenden Punktmengen durch
zugehorige Koordinatenflichen begrenzt werden.

Beispiel 2.13: Zylinderkoordinaten: Neben dem x, y, z-Raum wird ein r, ¢, z-Raum
betrachtet und in diesem die Ménge

R={(rg,2)|0=r<ocound - < ¢ <7 und —oo0 < z <oo}. (2.33)

Man gelangt zu R, indem man in der r, g-Ebene von dem fiir ebene Polarkoordinaten
bekannten Halbstreifen B ausgeht und dann alle Punkte im 7, ¢, z-Raum betrachtet,
die senkrecht iiber Punkten von Bliegen. Die zu den sogenannten Zylinderkoordinaten
gehorende Abbildung der Menge R in den R? ist gekennzeichnet durch

x(r,p,z) =rcos ¢
yr,p,z)=r sin~<p} fir (r,9,z) €R. (2.34)
Z(r’ @ Z) =2z

Der Punkt (r, ¢, z) = (1,% , 1) .wird also durch (2.34) abgebildet in den Punkt

2
sammenhang zwischen den Koordinaten x, y, z und den Zylinderkoordinaten r, ¢, z.
Wird r und ¢ ein fester Wert erteilt und z variabel gelassen, so erhélt man als z-Ko-
ordinatenlinien im R3® Geraden parallel zur z-Achse. Wird r und z ein fester Wert
erteilt und ¢ variabel gelassen. so erhilt man als ¢-Koordinatenlinien im R® Kreise,
die in Ebenen z = const parallel zur x.y-Ebene verlaufen; die Mittelpunkte aller
dieser Kreise liegen auf der --Achse. Wird ¢ und - ein fester Wert erteilt und r variabel

(x,y,2) = (cos i , sin ﬁ’ 1) = (0, 1, 1). In Bild 2.12 erkennt man sofort den Zu-

g (%)

» Bild2.12
J

Y
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gelassen, so erhdlt man als r-Koordinatenlinien im R® Halbgeraden; sie gehen von
Punkten der z-Achse aus und verlaufen parallel zur x, y-Ebene. Die Koordinatenfl4-
chen z = const sind Ebenen parallel zur x, y-Ebene. Die Koordinatenflichen ¢ =
const sind von der z-Achse ausgehende Halbebenen; sie verlaufen senkrecht zur
x, y-Ebene. Die Koordinatenflichen r = const sind Zylinder; fiir alle diese Zylinder
ist die z-Achse gemeinsame Zylinderachse.

Die Zylinderkoordinaten eignen sich besonders zur Beschreibung solcher Punkt-
mengen im R3, deren Begrenzungsflichen zum Teil Koordinatenflichen der Zylinder-
koordinaten sind. Es sei z.B. K derjenige Korper, der von dem Kegel z = VX2 + 2
(Spitze im Nullpunkt; nach oben geoffnet), dem Zylinder x2 + y* = 9 und der Ebene
z =15 begrenzt wird. Die Koordinatenflichen z = 5 und r = 3 gehdren also mit zu den
Begrenzungen von K. Wihlen wir nun ein r mit 0 < r < 3und ein p mit —w << ¢ < 7,
so gehort der Punkt (r, @, z) genau dann zu K, wenn gilt Yx2 + )2 < z < 5, oder

wegen r = J/x? + 2 mulB gelten r < z < 5. Schreiben wir

If={(r,tp,z)€R~[0§r§3,—n<<p§7c,r§z§5},

so entsteht der Korper K aus der iibersichtlichen Menge K durch Anwendung der
Abbildung (2.34). Mit Hilfe der x, y, z-Koordinaten hdtte man zu schreiben

K={x»2|-3=x<3,-19-¥=<y<19— 2, 22+ )<z <5}

Beispiel 2.14: Kugelkoordinaten oder sphéirische Koordinaten oder rdumliche Polar-
koordinaten: Neben dem x, y, z-Raum betrachten wir einen r, ¥, g-Raum und in
diesem die Teilmenge

R={r,d,¢|0<r<cumd 0<#<rmund 0< ¢ < 2=}. (2.35)
Die durch die drei reellen Funktionen

x(r, ®, @) = r cos ¢ sin ¥,
y(r,d, @) =rsingsind, | (r,d ¢)€R (2.36)
z(r, ¥, @) = rcos ¥

gekennzeichnete Vektorfunktion bildet die Menge R auf den gesamten R® ab. In
Bild 2.13 erkennt man den geometrischen Zusammenhang zwischen den Kugelkoordi-
naten r, ¢, ¢ und den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z. Die Koordinatenflichen
r = const sind Kugeln um den Nullpunkt, die Koordinatenflichen ¥ = const sind

Kegel mit der Spitze im Nullpunkt. Sie sind nach oben geoffnet fiir 0 < 9 < % und
nach unten gedffnet fiir %< ? < n. Die Koordinatenflichen ¢ = const sind von der
z-Achse ausgeheﬁde Halbebenen. In Anlehnung an entsprechende Begriffe aus der

Geographie nennt man gelegentlich ¢ bzw. % — 9 die ,,geographische Linge* bzw.
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die ,,geographische Breite* des Punktes P(x, y, z). Anstelle von (7, 9, ¢) schreibt man
bei Kugelkoordinaten auch oft (o, @, ¢). .

Wir erwdhnen noch abschlieBend, daB gelegentlich noch andere Beispiele fiir
krummlinige Koordinaten als die hier genannten auftreten kénnen.

Aufgabe 2.6:

a) K; sei der Korper, der begrenzt wird durch die x, y-Ebene, den Zylinder
(x — 1)*+ »* =1 und das Paraboloid z = x* + y®. Man charakterisiere die Punkte
von K, mit Hilfe von Zylinderkoordinaten.

b) K, sei der oberhalb der x, y-Ebene gelegene Korper, der von dem Kegel
z=}Jx® + 3% und der Kugel x + y? + z® = 4 begrenzt wird. Man charakterisiere die
Punkte von K, mit Hilfe von Kugelkoordinaten.

Aufgabe 2.7 : Es seien a > 0 und b > O fest vorgegebene reelle Zahlen. Die sogenann-
ten Ellipsenkoordinaten in der x, y-Ebene werden eingefiihrt durch die Festsetzung:

= x(u,0) = sv '
* = x(0) auc? v mit =0 und 0=v < 2%,
y=y(u,v)=businv

Welche Kurven bilden die Koordinatenlinien u = const bzw. v = const?

2.6.4. Parameterdarstellung von Kurven und Fléichen

Als weiteres Beispiel fiir das Auftreten von Vektorfunktionen betrachten wir zu-
nichst die Parameterdarstellungen von Kurven. Wir betrachten ein Intervall J auf
der Zahlengeraden - es kann abgeschlossen, offen oder halboffen sein; J kann auch
der gesamte R! sein. Durch eine eindeutige Vorschrift sei jeder Zahl ¢ € J ein Vektor
r(t) des R® zugeordnet; es gelte also

1(t) = x()e; + y(t)es + z(t)e; fir € J. (2.37)

Auf J ist also eine Vektorfunktion mit Werten im R® erklirt und wir setzen voraus,
daB r(z) eine stetige Vektorfunktion ist. Die reellen Funktionen x(¢), y(t) und z(¢) sol-
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‘20 also stetig sein. Fiir jeden Wert ¢ € J suchen wir also den Punkt (x(¢), y(¢), z(¢)) im
R Ist ¢, € J gewihlt, so folgt aus der vorausgesetzten Stetigkeit von r(¢), daB fiir nahe
~ei 1, gelegene Werte ¢ die Punkte (x(z), y(¢), z(t)) nahe bei dem Punkt (x(t0), y(to), z(ty))
-egen. Die Gesamtheit aller dieser Punkte (x(t), y(2), z(¢)) nennen wir eine stetige
Kurve C im R3. Die Vektorfunktion r(z) heiBt in diesem Zusammenhang eine Para-
meterdarstellung der Kurve. Die unabhéingige Veranderliche ¢ hei3t Kurvenparameter!)
nd das betrachtete Intervall J heit Parameterintervall. Eine Parameterdarstellung
‘2gt in natiirlicher Weise eine Orientierung der Kurve fest, indem die Kurvenpunkte
m Sinne wachsender Parameterwerte durchlaufen werden sollen.

Man erhilt eine Parameterdarstellung einer Kurve in der x, y-Ebene, wenn in
2.37) gilt z(¢) = 0, wenn also r(?) eine stetige Vektorfunktion mit Werten im R? ist.
Fiir eine Kurve C in der x, y-Ebene gilt also

r(?) = x(t)e, + y(t)e, fiir z€J (2.38)
ot stetigen auf J erklarten Funktionen x(z), y(¢).
Wir erwédhnen einige wichtige Beispiele.

Beispiel 2.15: Py(a;, b;) und Py(a, by) seien feste Punkte in der x, y-Ebene mit
X, = a,e, + b,e, und x, = a, e, + bye,. Als Intervall J betrachten wir den gesamten R!
:nd betrachten fiir alle # mit —oo < ¢t < o die Vektorfunktion

K(t) = X1 + 1(Xo — Xy) = [a, + (az — ay)]e; + [by + 1(by — by)]es. (2.39)
+2.39) ist eine Parameterdarstellung der Geraden durch P; und P,.

Beispiel 2.16 : Es seien a, b und R vorgegebene Zahlen. Auf dem Intervall J = [0, 27)
betrachten wir

| x¢()=a+ Rcost und y(t)=>b+ Rsinz. (2.40)

Dann gilt (x(z) — a)® + (y(¢) — b)?> = R Durchlduft der Parameter ¢ das Intervall J
von 0 bis 2x, so durchlduft der Punkt (x(z), y(¢)) den Kreis mit dem Mittelpunkt (a, b)
und dem Radius R einmal im mathematisch positiven Sipne?) — beginnend beim
Punkt (a + R, b).

9

Beispiel 2.17 : Eine Parameterdarstellung der Elllpse _b? =1(0 < b < a) erhilt
man, wenn man auf dem Intervall J = [0, 27) die Funktlonen

| x(t)=acost und y(t)=bsint (2.41)
betrachtet.

Beispiel 2.18: Schraubenlinie im Raum: Es seien @ >0 und R > 0 vorgegebene Zah-
len. Eine Parameterdarstellung der Schraubenlinie lautet dann

| x(t)=Rcost, y(t)=Rsint, z(t)=at mit 0=1= 2. (2.42)

1) Der Kurvenparameter wird gelegentlich auch mit anderen Buchstaben bezeichnet, z.B. mit

7, 0, ....
2) Durchlaufung im mathematisch positiven Sinn bedeutet Durchlaufung entgegen dem Uhrzeiger-
sinn.
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Die geometrische Konstruktion der Schraubenlinie erkennen wir in Bild 2.14; sie ist
wie folgt moglich: Fiir jedes 7 € [0, 2r] suchen wir zunéchst in der x, y-Ebene den
‘Punkt F(R cos t, R sin ¢). Er liegt auf dem Kreis mit dem Radius R um den Null-
punkt. AnschlieBend gehen wir in Richtung der z-Achse zum Punkt F'(R cos ¢,
Rsint, at). Zu t = 0 bzw. ¢t = 2w gehdren die Punkte (R, 0, 0) bzw. (R, 0, 27a):
sie liegen iibereinander. Beschrdnkt man ¢ auf das Intervall [0, 2x], so nennt man das
entstehende Kurvenstiick einen Gang der Schraubenlinie mit der Ganghdhe 2ra.
Als Parameterintervall konnte das Intervall [0, o) oder auch die gesamte reelle
Achse betrachtet werden. Die Schraubenlinie verlduft auf dem Zylinder mit dem
Radius R und der z-Achse als Zylinderachse.

Bild 2.14

Beispiel 2.19: Wir kennen bereits Kurven in der x, y-Ebene als Veranschaulichungen
von stetigen Funktionen f(x), die z.B. auf einem Intervall [a, b] der x-Achse erklart
sind. Eine Parameterdarstellung dieser Kurven lautet etwa

x(t)=1t und y(@)=f() fir a=t=<0>. (2.43)
Bemerkung 2.2: Es ist moglich, daB eine Kurve C durch mehrere unterschiedliche

Parameterdarstellungen dargestellt werden kann. Auf der reellen Achse betrachten
wir z.B. die Vektorfunktionen

ri(t)=te;+ te;, fiir —oo <t < oo (2.44)
und
r(t) = (1 + 27)e; + (1 + 27)e, fiir — oo < 7 < o0, (2.45)

In beiden Fallen handelt es sich um Parameterdarstellungen der Geraden y = x.
Man erhilt in beiden Fillen die gleiche Punktmenge; zu jedem Kurvenpunkt gehoren
dann je nach Verwendung der Parameterdarstellung (2.44) oder (2.45) unterschied-
liche Parameterwerte. Den Punkt (1, 1) erhalten wir z. B. aus (2.44) fiir ¢ = 1 und aus
(2.45) fir T =0.

Bemerkung 2.3: Fiir gewisse weitergehende Betrachtungen ist es niitzlich, solche Kur-
ven C zu betrachten, fiir die es Parameterdarstellungen r(z) mit sogar differenzier-
baren Funktionen x(t), y(¢), z(z) gibt. Solche Kurven haben gewisse ,,Glattheits-
eigenschaften‘‘. Bezeichnen wir die Ableitungen der Koordinatenfunktionen nach
¢t -mit x(2), y(¢), z(¢), so verlduft z.B. der Vektor r(z) = x(¢) e; + y(¢) e, + z(¢) e; in
Richtung der Kurventangente im Kurvenpunkt mit dem Ortsvektor r(z) = x(¢) e,
+ y(t) e, + z(¢) e3. Derartige Betrachtungen werden an dieser Stelle nicht weiter-
gefiihrt.

Wir behandeln noch den Begriff der Parameterdarstellung einer Fliche im Raum.
Gegeben sei eine u, v-Ebene und in dieser ein Rechteck R oder auch allgemeiner ein
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Normalbereich R. Auf R sei eine stetige Vektorfunktion

r(u, v) = x(u, v)e; + y(u, v)e, + z(u, v)e; (2.46)
erklédrt; die drei reellen Funktionen x(u, v), y(u, v), z(u, v) sollen also auf R stetig
sein. Die Menge aller Punkte (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) bezeichnet man dann als stetige

Flache Fim R3. (2.46) heiBit dann eine Parameterdarstellung von F; R heif3t der Para-
meterbereich von F und u, v heiBen die Parameter der Fliche.

Bemerkung 2.4: Man erkennt die Verallgemeinerung, die vom Begriff der Parameter-
darstellung einer Kurve zum Begriff der Parameterdarstellung einer Fliche fiihrt. An
die Stelle einer z-Parameterachse tritt eine u, v-Parameterebene. Das Parameterinter-
vall ist zu ersetzen durch ein Rechteck bzw. durch einen Normalbereich, und die ste-
tige Vektorfunktion r ist jetzt eine Abbildung einer Teilmenge des R? in den R®.

Beispiel 2.20: Parameterdarstellung einer Schraubenfliche: Als Parameterebene be-
trachten wir eine r, p-Ebene und in dieser das Rechteck

A={r,¢)|0=<r<R und O0Z¢<2n} 2.47)
und auf A die stetige Vektorfunktion

x(r, p) =rcos @, y(r,p) =rsin ¢, z(r, ) = ap (2.48)
mit vorgegebenen Zahlen @ >0 und R > 0. Fiir jeden festen Wert r = r, ist (2.48)
die Parameterdarstellung eines Ganges einer Schraubenlinie, die auf dem Zylinder
x? + y* = rg? verlauft. Fiir jeden festen Wert ¢ = ¢, ist (2.48) die Parameterdarstel-
lung der in der Ebene z = agp, verlaufenden Strecke vom Punkt (0, 0, ap,) zum
Punkt (R cos ¢y, R sin @,, ap,). Die Schraubenfliche kénnen wir uns in der Weise
entstanden denken, daB die auf der x-Achse verlaufende Strecke vom Punkt (0, 0, 0)
zum Punkt (R, 0, 0) im mathematisch positiven Sinn um 2= gedreht wird und dabei
gleichzeitig kontinuierlich um ap gehoben wird.
Wir kennen Flachen als geometrische Veranschaulichungen von stetigen Funktio-
nen f(x, y) von zwei unabhingigen Verdnderlichen. Identifiziert man die x, y-Ebene
mit der Parameterebene und setzt man dann

x(x,y)=x, y(x, ) =y, 2(x,») = f(x,»), (2.49)

so ist (2.49) eine Parameterdarstellung der genannten Fliche.

Es gilt auch hier, daBl zu einer Fliche unterschiedliche Parameterdarstellungen
gehoren konnen. ‘

Wird in (2.46) einer der unabhédngigen Verdnderlichen ein fester Wert erteilt (also
u = u, gesetzt und nur v variabel gelassen bzw. v = v, gesetzt und u variabel gelassen),
so ist (2.46) die Parameterdarstellung einer auf der Fliche verlaufenden Raumkurve.
Man bezeichnet diese Kurven auf F gelegentlich auch als Parameterkurven oder als
Parameterlinien. Die Flache F erscheint dann als Zusammenfassung der Schar aller
u-Parameterlinien bzw. als Zusammenfassung der Schar aller v-Parameterlinien.

Fiir gewisse weiterfithrende Betrachtungen bendtigt man wieder Flichen mit ge-
wissen ,,Glattheitseigenschaften. Die Funktionen x(u,v), y(u,v), z(u, v) miissen
dann beziiglich der partiellen Ableitungen (vgl. Kapitel 3.) gewisse Eigenschaften
besitzen; an dieser Stelle verfolgen wir diesen Gedanken nicht weiter. In Band 6
(Differentialgeometrie) findet man weitere Ausfithrungen iiber Kurven und Fla-
chen.



3. Partielle Ableitungen und totales Differential

3.1. Partielle Ableitungen erster Ordnung

Wir betrachten zunéchst eine in der gesamten x, y-Ebene erklérte stetige Funktion
S(x, »). Es sei Py(x,, yo) ein fester Punkt und y = y, die feste Gerade durch P, paral-
lel zur x-Achse. Wird die Funktion f(x, y) nur fiir die Punkte dieser Geraden betrach-
tet, so wird y der feste Wert y, erteilt, und variabel ist lediglich x. Man erhilt die
Funktion der einen unabhéngigen Variablen x:

$(x) = £(x, o). (3.1)

Die geometrische Veranschaulichung von (x) erkennt man in Bild 3.1, wenn man
senkrecht iiber jedem Punkt (x, y,) der genannten Geraden den Funktionswert f(x, y,)
abtragt. Wir erhalten eine in der Ebene y = y, verlaufende Kurve, die wir auch als
Schnitt der Fldche z = f(x, y) mit der Ebene y = y,') entstanden denken kdnnen.

7 zA
,f\x.‘i"\
(W) —~
3 . S
-~
—~ *Q
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3 D
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p | >
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Bild 3.2
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o CRRTES Bild 3.1
Y=%

Diese Schnittkurve soll in jedem Punkt (x, ),) eine Tangente mit dem Anstieg
9'(x) besitzen. Speziell fiir den festen Wert x, erhdlt man

WO+ )= P _ SO = 30) = fGu 30)

¥ (%) = lim A o h 6.2
Der Quotient
S(xo + b, yo) — f(X0, Yo) 3.3)

h

1) Durch die Gleichung y = y, wird im R! ein Punkt festgelegt. Deuten wir y = y, im R?, so erhal-
ten wir eine Gerade parallel zur x-Achse: die Menge aller Punkte (x, y) mit der Forderung y = y,.
Deuten wir y = y, im R3, so erhalten wir eine Ebene parallel zur x, z-Ebene: die Menge aller Punkte
(x, y, z) mit der Forderung y = y,.
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heiBt dann der Differenzenquotient der Funktion f(x, y) an der Stelle (x,, y,) bei festem
y = y, beziiglich der Variablen x. Bezogen auf die urspriinglich gegebene Funktion
f(x, y) folgt also, daB die Ableitung y’(x,) aus dem speziellen Differenzenquotienten
(3.3) durch den Grenziibergang 4 — 0 gewonnen werden kann. In Bild 3.2 ist der
Schnitt der Ebene y = y, mit der Flache z = f(x, y) noch gesondert herausgezeichnet
worden. Dort ist die Tangente an die Schnittkurve deutlich sichtbar. Es gilt '(x,) =
tanx. Der analoge Gedankengang ist moglich, wenn wir der unabhéngigen Variab-
len x einen festen Wert x = x, erteilen und die Funktion f(x, y) auf die Punkte der
Geraden x = x, einschrinken. Wir erhalten eine Funktion der unabhingigen Varia-
blen y:

(y) = f(x0, »)- 3.4)

Die zugehérige Kurve entsteht als Schnitt der Flache z = f(x, y) mit der Ebene x = x,.
@(p) sei an jeder Stelle (x,, y) nach y differenzierbar mit der Ableitung ¢'(y). Speziell
fiir einen festen Wert y, erhalten wir

@ () = lim PO+ 1) =900 _ i T o> Yo+ B) — (%0, ¥o) 55
R0 h he0 A . .
Der Quotient
S(xo, Yo + h})l — f(%0> Yo) 06

heiBt dann der Differenzenquotient der Funktion f(x, y) an der Stelle (x,, y,) bei
festem x, beziiglich der Variablen y. ¢'(y,) ergibt sich also aus (3.6) durch den Grenz-
iibergang 7 — 0.
Speziell fiir f(x, y) = x*y® wiirde man bei der Wahl eines festen Punktes (x,,y,) er-

halten:

P(x) =f(x,y0) = x§ mit 3’ (x) =2xy5
und

¢ (y) = f(xoy) = x5p* mit ¢ (y) = 3x)*.

Allgemein vereinbaren wir die folgende

Definition 3.1: Die Funktion f(x, y) sei in einer Umgebung eines Punktes (x,, y,) defi-
niert. Bei festgehaltenem y = y, sei die Funktion w(x) = f(x, y,) an der Stelle x = x,
im gewéhnlichen Sinne nach x differenzierbar. Dann heifit

p(xo + h) — p(xo) — lim S(xo + h, o) — f(xq, o)
h h=0 h

3.7

¥ (%) = lim
h—0

die partielle Ableitung der Funktion f(x, y) nach x an der Stelle (x,, y,). Fiir y'(x,)
verwenden wir die Symbole

Sfi(xq,y0) oder g_ oder Of(ax;y)

ox (x0,70) (x0s¥0)

Ist analog bei festgehaltenem x = x, die Funktion ¢(y) = f(x,, y) an der Stelle y = y,
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im gewdhnlichen Sinne nach y differenzierbar, so heifst

im PP+ B — 9o _ 1 S (o, Yo+ #) — f(xo, o) (.8)

? (yO) B Ll-.o h h—0- h

die partielle Ableitung der Funktion f(x, y) nach y an der Stelle (x,, y,). ¢'(y,) bezeich-
nen wir durch die Symbole

of o (x, y)

X oder —— oder ——= .
f;’( 0> J’0) Oy R Oy o)
Wir lesen die Symbole fiir die partiellen Ableitungen als ,,d-f nach d-x partiell*
oder kiirzer ,, fnach x*, wenn klar ist, daB es sich um eine partielle Ableitung handelt,
bzw. als ,,d-f nach d-y partiell”“ oder kiirzer ,,f nach y*. Die Angabe der Argu-
mente entféllt auch gelegentlich, wenn aus dem Zusammenhang heraus ersichtlich
ist, welche Argumente zu wéhlen sind.

Ist f(x, y) an jeder Stelle (x, y) einer Menge M partiell nach x und y differenzierbar,
so sind fz(x, y) und f, (x, y) wiederum Funktionen von x und y. Wir merken uns: Bei
der Bildung der partiellen Ableitungen f;(x, y) bzw. f,(x, y) wird y bzw. x behandelt
wie eine Konstante, und es wird f(x, y) dann nach x bzw. nach y im gewohnlichen
Sinne differenziert. Fiir eine Funktion von zwei unabhédngigen Variablen gehéren
somit zu einem festen Punkt (a, b) des Definitionsbereiches von f(x, y) zwei Ablei-
tungszahlen f;(a, b) und f, (a, b). Wir konnen diese Zahlen geometrisch interpretieren
als Geradenanstiege der Tangenten an die Schnittkurven der Ebenen y = b bzw. x = a
mit der Fldche z = f(x, y). Der Anschauung entnehmen wir, daB diese beiden Kurven-
tangenten eine Ebene durch den Punkt (a, b, f(a, b)) aufspannen — die sogenannte
Tangentialebene an die Flache z = f(x, y) im Punkt (a, b, f(a, b)).

Aus obiger Definition ergibt sich, daB man zur Durchfiihrung einer partiellen
Differentiation bei vorliegenden Funktionen f und g keine neuen Regeln entwickeln
muB. Vorausgesetzt, die jeweils rechtsstehenden Ableitungen existieren, erhilt man
dann sofort fiir die partiellen Ableitungen nach x:

L) Lo
Wre _ o, o g o oL
ox  Oox  ox’ Ox g? £ ’
o(fg) _ of 0g of(u(x,y)) _ df ou
ox 6—xg+f5—x_’ ox T du ox

Beispiel 3.1: f(x, y) = e*" ist an jeder Stelle (x, y) partiell nach x und nach y differen-
zierbar, und es gilt

Su(x, p) = 2xy e?™, f,(x,y) = x* e2'v.
Oe%v
Fir f(x,y) = x2 +e¥ gilt fi(x,») = 2x, f,(x,y) = 2e%. (ES gilt aex -0
d 2
und =X — 0.)
Oy
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Wir verallgemeinern unsere Betrachtungen jetzt auf den Fall einer reellen Funk-
ion von n unabhingigen Variablen x,, X,, ..., X,. Es sei f(x) = f(xy, ..., X,) eine auf
siner Menge M < R™ erklirte reelle Funktion. f sei in einer Umgebung der festen
Stelle a = (ay, as, ..., a,) € M erkldrt. Wir definieren dann die Funktion

81(x)) = f(x1, @, as, ..., an), 3.9)

Z.h., wir erteilen den unabhéngigen Variablen x,, x3, ..., x, die festen Werte x, = a,,
...s Xn = @y, und lassen nur x; variieren. Ist nun g,(x,) fiir x; = a, im gewohnlichen
Sinne nach x, differenzierbar, so heiBt fan der Stelle (a,, as, ..., a,) partiell nach x;,
differenzierbar, und die Ableitung

, . a,+ h,a,, as, ..., a,) — fa,, as, as, ..., a,
gl(al)ziln‘(l) f( 1 2 3 })l f( 1 2 3 ) (3.10)

1eiBt die partielle Ableitung von f'nach x, an der Stelle (a;, 4., ..., a,). Wir bezeichnen
sie durch die Symbole

of
0X1 |a )

Sillar, ay, ..., a;) oder fi(ay, ..., a,) oder (3.11)

(Man beachte genau die Schreibweise fi, fiir den Fall, daB nach der ersten unabhén-
gigen Variablen x, partiell differenziert wird bei festgewédhlten Variablen x,, ..., x,.
Wir verwenden kaum das Symbol f;,.) Zur Bildung der iibrigen partiellen Ableitun-
gen fi; fiir 2 < i < n wird gebildet

gi(xi) =f(al9 ooy @ioys Xiy Qiy1y eeey an)s

d.h., die i-te unabhéingige Verdnderliche wird variabel gelassen, und den iibrigen
n — 1 Verdnderlichen werden feste Werte erteilt. Falls die gewohnliche Ableitung

, .1
8i (ai) = llmz[f(ala ey Ay, 4 + h’ ai+1> eeey an)
h—0

'_f(al, vees Bic15 Aiy i1 oees an)] (312)

von gi(x;) nach x; an der Stelle x; = a; existiert, heil3t sie die partielle Ableitung von
f nach x; im Punkt (a, ..., a;, ..., a,). Wir bezeichnen sie mit

fulayg, ..., a,) oder f.(ay,...,a, oder Oéf

(3.13)

ila

Bemerkung 3.1: Ist f eine reelle Funktion von zwei unabhéngigen Variablen und be-
zeichnen wir diese mit x und y, so schreiben wir fiir die partiellen Ableitungen von
7(x, y) dann f;(x, y) und f, (x, y). Bezeichnen wir die unabhédngigen Variablen mit x;
und x,, so haben wir fiir die partiellen Ableitungen von f(x;, x;) zu schreiben
11015 Xg) und fi5(x,, Xo).

Der Strich wird also immer dann verwendet, wenn die unabhingigen Variablen
numeriert sind. Ohne MiBverstindnisse befiirchten zu miissen, wollen wir jedoch
gelegentlich auch in dem Fall, daB die unabhéngigen Variablen mit x und y bezeich-
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net sind, fiir die partiellen Ableitungen f;(x, y) bzw. £, (x, y) die Bezeichnungen fi,(x,y)
bzw. fiz(x, ) zulassen. Werden gleichzeitig mehrere Funktionen

ﬁ(xls ey xn), f2(x1, coey xn)s ey fm(xl’ soey xn)

mit gemeinsamem Definitionsbereich betrachtet, so wiirde man die partielle Ablei-
tung der Funktion f;(x;, ..., X,,) nach der unabhingigen Variablen x; bezeichnen mit
Of: (X1 vees Xn)

Oxk
betrachteten Funktion und nach dem Strich die Nummer derjenigen Variablen, nach
der differenziert wird.)

oder mit fix(X;, ..., Xn). (Vor dem Strich steht die Nummer der gerade

3.2. Partielle Ableitungen héherer Ordnung

Die Funktion f(x, y) = xy? + 2x3y — 6 ist in der gesamten x, y-Ebene erklirt und
besitzt iiberall die partiellen Ableitungen’

So(x,y) =4x%% + 6x%y und f,(x, y) = 2x% + 2x°. (3.14)

Aus (3.14) erkennt man sofort, daB f;(x, y) und f,(x, y) als Funktionen von x und y
erneut partiell nach x und nach y differenziert werden k6nnen. Man erhilt

d 0
f;:(x,}") = 12x%)% + 12xy; #: 8x3y + 6x2;

aJ?,(x,y) _ gus o WY, ,
T—Sxy+6x, T—Zx (315)

Die so erhaltenen Ableitungen heiBlen die partiellen Ableltlmgen zweiter Ordnung
von f(x,y). Fir——— e ( ,y ) verwenden wir die Symbole ————= f ( y) oder fz5(x, y). Ent-

sprechende Symbole fithren wir in den anderen Fallen ein und schreiben dann (zur
Erhéhung der Ubersichtlichkeit schreiben wir die iiberall gleichen Argumente x, y
nicht mit)

-ﬂ—f _of: ¥f —f= Of. _of ) _Of Ozf_f @f
oxt 7T dx ’ oxdy Y% dy T opax P WYy

(3 16)

(Die Wahl der Symbole ist so erfolgt, daB ,,von links nach rechts gelesen* die Reihen-
folge erkennbar ist, in der die partiellen Ableitungen gebildet werden. Das Symbol

2

g ){; bzw. fz, lesen wir ,,d-2-f nach d-x-Quadrat bzw.,f zweimal partiell nach
x differenziert”.) Fiir eine Funktion von zwei unabhingigen Verédnderlichen gibt
es also vier Moglichkeiten fiir die Bildung von partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung. Es ist sofort klar, wie partielle Ableitungen dritter Ordnung und dann
auch hoherer Ordnung gebildet werden konnen. Das Symbol f,.(x, ¥) bedeutet, dal
die gegebene Funktion f(x, y) zunidchst zweimal partiell nach y und anschlieBend ein-
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mziell nach x differenziert werden soll. Klar ist weiterhin die Ausdehnung
:‘ ition auf Funktionen von mehr als zwei unabhingigen Variablen. Ist

:..... Xp) eine Funktion von »n unabhingigen Variablen und z.B. n = 5, so
I beispielsweise das Symbol

aa.f(xl, eeey x'l) _ﬁ 13 (xl
T Ao Av A- Jia ’

dx, 0x,; 0x3 s )

_ .= Funktion f zunichst nach x,, anschlieBend nach x, und dann nach x; partiell

- Zzrenzieren ist.
~ - xehren zu unserem Ausgangsbeispiel zuriick und erkennen aus (3.15) die
- IzTelt

Jry (%, 9) = fya(%, ).

.- also gleichgiiltig, in welcher Reihenfolge die partiellen Ableitungen gebildet

--z=. Wichtig ist lediglich, dal einmal partiell nach x und einmal partiell nach y
_=:-:2ziert wurde. Dieses wichtige spezielle Ergebnis kann auf weitere Funktionen

-__zemeinert werden, denn es gilt der

~&= 3.1 (Satz von Schwarz) : Sind fiir eine auf einer offenen Menge M erkliirte Funk-
“ix. y) die partiellen Ableitungen fr(x, y) und f,.(x, y) stetig, so gilt auf M

Say (%, ¥) = fya(x, ¥). (3.17)

2 Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit der Identitét (3.17) konnten weiter abge-
- .icht werden. Da in vielen Anwendungsbeispielen der Fall vorliegt, da3 die be-
-:Zznden partiellen Ableitungen stetig sind, begniigen wir uns mit dem angegebenen

Z:m Beweis von Satz 3.1: Es sei (a, b) ein Punkt aus M. Dann gilt

fie(a b) = lim 2/ D) = 1(&: ) (3.18)

z—a —a

~ - betrachten weiter diejenigen Differenzenquotienten, aus denen man durch
Zrznziibergang y — b die im Zdhler von (3.18) stehende partielle Ableitung
w. b) —f, (a, b) erhélt; wir betrachten also insgesamt den Ausdruck

1 [f(x,y)—f(x,b) _ Sa,y)—f(a, b) ]

x—a y—>b y—5b
_ 1 [f(x,y)*f(x,b) _f(a,}’)—f(a,b)]
y—2>b x—a xX—a
_ 1 g(x)—g
y—b x—a

wenn wir y und b als konstant und nur x als
variabel betrachten und dann setzen

8(x) = /(x, y) — /(x, b).
Dann ist g(a) = f(a, y) — f(a, b).

- Hermann Amandus Schwarz, deutscher Mathematiker, 1843—1921.

Harbarth/Riedrich, Diff. Rechn.
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|
=5-5% é)

mit & zwischen a und x, denn g(x) ist nach x differen-
zierbar und geniigt den Voraussetzungen des 1. Mittel-
wertsatzes der Differentialrechnung:

g'¢) =r£2(6, ) — £:(&,b)
1
= y—_b(f’(s’ ») —f2(&, b))

_ hy) — hd)
y—>b
wenn wir A(y) = f, (&, y) setzen, also nur y als variabel
ansehen; A(y) ist differenzierbar nach y.
= K (n)
mit 5 zwischen y und b; wieder durch Anwendung
des 1. Mittelwertsatzes, jetzt auf A(y).

Beim Grenziibergang x — a und y — b folgt fiir die Zwischenpunkte auch £ — g und
1 — b. Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von o, (x, y) gilt dann £, (&, 9) — fy (a, b),
und wir erhalten f,.(a, b) = f,(a, b).

Der Satz von Schwarz fiir die Vertauschbarkeit der Reihenfolge bei der Bildung
der partiellen Ableitungen gilt auch fiir Ableitungen von hoherer als zweiter Ordnung,
wenn diese stetig sind. Es wiirde dann gelten

Soyy (% ¥) = fyay (%, ¥) = fyya (X, ¥). (3.19)

Auf diese Weise wird die Anzahl der wirklich verschiedenen partiellen Ableitungen
dritter Ordnung verringert. Es gibt dann nur vier verschiedene partielle Ableitungen
dritter Ordnung und zwar

ﬁu(x: y): f;:ry(xs »), fryy(x: }’), fz}yy(x> y)'

Bei der Berechnung hoherer Ableitungen wird man daher eine moglichst giinstige
Reihenfolge wahlen. Soll z.B. f;,(x, y) fiir die Funktion

sin x B

—_— X))
=

gebildet werden, so wird man die Reihenfolge f,(x, y) = 2xy, fy.(x,y)=2y=
Jey (%, y) wihlen und umgeht so die ,,komplizierte* Differentiation des ersten Sum-
manden nach x.

Wir wollen noch die Frage beantworten, ob aus der Existenz der partiellen Ablei-
tungen f;(x, ¥) und f,(x, y) bereits gefolgert werden kann, daB die Funktion f(x, y)

fix,y) =
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.zig ist. Wir betrachten die Funktion f(x, y) aus Beispiel 2.6. Dort hatten wir gesehen,
2:2 f(x, y) im Nullpunkt nicht stetig ist. Es gilt jedoch

m &0 =100 _o_ 1,0, lim O 2S00 _ o 40,0

x—-O

: =., die beiden partiellen Ableitungen existieren im Nullpunkt. Aus der bloBen Exi-
-217z der partiellen Ableitungen kann also im allgemeinen noch nicht gefolgert wer-
2zz, daB die Funktion selber stetig ist. Die Stetigkeit der Funktion f kann gezeigt
:rden, wenn die Ableitungen f; und f, stetig sind.
\\'ir erwdhnen abschlieBend noch die Erweiterungen der Kettenregel fiir die Bil-
g der Ableitung von zusammengesetzten Funktionen. Ausfithrlich wird diese
=-:gestellung in Abschnitt 3.6. behandelt.

Satz 3.2: Die Funktionen x(t) und y(t) sollen auf der gleichen Menge M, einer t-Achse
:==ldrt sein und stetige Ableitungen x'(t) und y'(t) besitzen. Alle Punkte (x(t), y(t))
:.en_zum Definitionsbereich M einer Funktion f(x,y) gehiren, und f(x, y) soll
-~ M stetige partielle Ableitungen besitzen. Die auf M, erklirte mittelbare Funktion
s1=f(x(¢), y(t)) ist dann nach t differenzierbar, und es gilt

F'(t) = f2(x(), (1)) X' (2) + fy (x(2), »(0)) ¥’ (2)- (3.20)

Satz 3.3: Auf einer Menge M, einer u, v-Ebene seien die beiden Funktionen x(u, v) und

«. U) erkldrt, die beide auf M, stetige partielle Ableitungen nach u und v besitzen. Alle
Funkte (x(u, v), y(u, v)) sollen zum Definitionsbereich M einer Funktion f(x, y) ge-
- Tren, und f(x, ) soll auf M stetige partielle Ableitungen nach x und y besitzen. Die auf
L. erklirte mittelbare Funktion F(u,v)= f(x(u,v), y(u, v)) besitzt dann partielle
< ~leitungen nach u und v, und es gilt

Fy,(u, v) = fo(x(u, v), y(u, v)) - x, (1, v) + fy (x(u, v), y(u, v)) - yu(u, v),
Fv(u, U) =j;(x(u, U), )}(u’ U)) * xv(us U) +f1‘,(X(u, U), y(“: L)) ° }',;(l(, U)'

Die Beweise iibergehen wir. Die Aussage der Sitze miifite nicht unbedingt heran-
z2zogen werden, wenn sowohl die duBlere Funktion als auch die inneren Funktionen
:1plizit bekannt wiren. Man kénnte dann direkt die gewiinschten Ableitungen bilden.
=:ne Bedeutung der Sdtze wird z.B. dann deutlich, wenn man von den inneren Funk-
-.onen nur gewisse Eigenschaften kennt, ohne sie explizit angeben zu kénnen. Aus

2.20) bzw. (3.21) kann man dann mitunter weitere Eigenschaften herleiten.

Szispiel 3.2: Gegeben sei die Funktion f(x, »') = x® + . Von einer stetig differenzier-
-zren Funktion y(x) sei lediglich bekannt, daB y(1) = 3 gilt und daB y(x) der Bezie-
-=ng f(x, ¥(x)) = 5 geniigt. Den expliziten Ausdruck von y(x) kennen wir nicht. Wir
-zgen nach dem Wert der Ableitung y'(1). Auf die differenzierbare Funktion F(x)
= #(x, y(x)) kann (3.20) angewendet werden. Aus f(x, y(x)) = 5 folgt dann durch
D:fferentiation nach x: fo(x, ¥(x)) + f,(x, ¥(x)) ¥'(x) = 0 und wegen y(1) = 3 und
~x,y)=3x%und f,(x, ) = 2y dann f;(1, 3) + £,(1, 3) y'(1) = 0, also 3 + 6y’(1)=0
. 3

-ad damit y'(1) = 5= "7

Die Erweiterungen der Kettenregel gelten auch fiir Ableitungen hoherer Ordnung,
:ane daB neue Satze erforderlich sind. ’

(3.21)
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Aufgabe 3.1: Man bilde die partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung von
a) f(x, y) = x arctan y,
b fxy)=x+y—|x—y fir x=+y,
)fx,y)=x¢v+y* fir x>0,y >0.
Aufgabe 3.2: Man zeige, daB3 die Funktion
1_ e ot (a = const) eine Losung der sogenannten Warmeleitungs-
2al/1tt

gleichung u,(x, t) = a®u,,(x, t) ist.

u(x,t) =

2 __ 1,2
Aufgabe 3.3: Es seif(x, y) = xy % fiir (x, y) == (0, 0) und f(0, 0) = 0. Man zeige,
daB £, (0, 0) = £,,(0, 0) gilt. Was folgt beziiglich der Stetigkeit von f,(x, y) und
Syz(x,¥) im Nullpunkt?

3.3.  Das totale Differential

3.3.1. Das totale Differential und die Zerlegungsformel

Wir fithren analoge Betrachtungen durch wie im Band 2 im Kapitel 5 iiber Differen-
tiale fiir Funktionen einer unabhingigen Variablen. Es ging darum, fiir eine Funk-
tion f(x) und fiir benachbarte Stellen x, und x, + A des Definitionsbereiches von
f(x) den Funktionswertzuwachs f(x, + k) — f(x,) mit Hilfe der Ableitung f”(x,) durch
eine Zerlegungsformel auszudriicken. Der Wert f(x, + #) kann dann mit Hilfe der
Werte f(x,) und f’(x,) angendhert werden.

Zuniéchst sei f(x,y, z) eine Funktion von drei unabhidngigen Variablen, die z.B.
in einem Gebiet G erklart ist, und es sei P(x,, ¥y, 2o) ein fester Punkt von G. Es be-
zeichne h; = Axbzw. hy, = Ay bzw. h; = Az einen Zuwachs der unabhingigen Varia-
blen x bzw. y bzw. z, und der benachbarte Punkt P’ (x,+ Ax, y, + Ay, z, + Az) gehore
ebenfalls zu G. Dann ist

S(xo + Ax, yo + Ay, 2o + Az) — f(xq5 Vo> 20) (3.22)
der totale Zuwachs (das totale Inkrement) der Funktion f(x. ), z) an der Stelle x, =
(X, ¥o» 2o) mit dem Zuwachs h = (Ax, Ay, Az) = (h,. h,. h;). Der totale Zuwachs
wird mit Af bzw. ausfiihrlich mit Af]y,» bezeichnet. Bei einer Funktion von » Va-
riablen f(x) = f(xy, ..., X,) ist

Af: AfIX,h =f(x + h) —f(X) =f(xl + hlr vees Xp hn) —f(xla sy xn)

der totale Zuwachs der Funktion f(x) an der Stelle x mit dem Zuwachs h.

Hinweis: Die Bezeichnung Af]y,— anstelle der einfachen Schreibweise Af — wird nur
dann gebraucht, wenn ,,Stelle” und ,,Zuwachs* nicht aus dem Zusammenhang er-
sichtlich sind.

Beispiel 3.3: Wir betrachten die im gesamten R® erklarte Funktion
Jf(x,p,2) = 2x* + y’z. . (3.23)
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=iir P(xy, ¥y, 2o) und beliebige (im allgemeinen ,,kleine*‘) Ax, Ay, Az gilt
Af = f(xo + Ax, yo + Ay, 2o + Az) — f(xo, Yo, Z0)
= 2(xo + AxP + (o + Ay)(z0 + Az) — 2x* — po’zo”
= [4xoAx + 2y,20Ay + yo*Az] + [2(Ax)* + 2y,AyAz + zo(Ay)* + (Ay)PAz].

Der totale Zuwachs von f(x, y, z) ist somit in zwei Summanden' zerlegt, von denen der
zrste die Gestalt

AAx + BAy + CAZ ]Ilit A = 4x0, B = 2y020, C = yoz (3.24)

~at. Die Koeffizienten 4, B, C hdngen nur von X,, J,, z, und nicht von den Zuwachs-
zrdBen Ax, Ay, Az ab. Es gilt

A =f:;i(x0> Vo> ZO)’ B =f1;(x0’ Yo» 20)7 C =.fz(x0’ Vo> ZO)' (325)

Den zweiten Summanden bringen wir ebenfalls auf die Gestalt aAx + Ay + yAz;
ztwa in der Form (2Ax) Ax+ (2y,Az + zoAy)Ay + (Ay)*Az. Dann ist

6 =2Ax, B=2yAz+zAy, y=(Ay)y. (3.26)

Die Koeffizienten «, §, ¥ hingen somit sowohl von x,, y,, z, als auch von Ax, Ay, Az
:b. Es bezeichne p den Abstand zwischen den Punkten P und P’, also

0= V(Ax® + (AyP + (Azp. (3.27)
Dann koénnen wir schreiben

alx + Ay + yAz-(aA——'-ﬂ————/%‘)gz o, (3.28)
wenn wir zur Abkiirzung setzen )

0=« &y fgi (3.29)
Man erhélt

I AQx ! T Y@y £ I(ij’[)z + (Az)? = V|(i);|)2 B :iil - e

und analog l% 1, —AQ—Z 1. Wir lassen nun den Punkt P’ gegen den festen Punkt

P riicken, betrachten also den Grenziibergang ¢ — 0. Aus (3.27) folgt dann auch
Ax— 0, Ay— 0, Az— 0 und aus (3.26) dann weiter a — 0,3 — Ound y — 0. Wegen

A |Az

folgt aus ¢ — 0 dann letzthch auch 7 — 0. Als Ergebnis fassen wir zusammen: Der
totale Zuwachs der Funktion f(x, y, z) an einer Stelle (x,, o, z,) kann durch die Zer-
legungsformel
Af=f(x0 + Ax, Yo + AJ’, Zy — AZ) —f(x(h Yos ZO)
= (AAx + BAy + CAz) — 5o
= (fz(X0» Yo» 20) Ax =+ f (X0 Yo, 20) Ay + f2(%05 Yo, 20) Az) + e (3.31)

| = lof - = lof+ 181+ ||
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dargestellt werden. Die Koeffizienten 4, B, C hiangen nur von X,, y,, z, und nicht von
den Zuwachsgrofen Ax, Ay, Az ab, wihrend die GroBe  sowohl von x,, y,, 2o als auch
von Ax, Ay, Az abhingt; aus dem Grenziibergang ¢ — 0 folgt dann auch % — 0;
wir schreiben hierfiir
lim 7 = 0. (3.32)
dl
Im ersten Anteil von (3.31) treten Ax, Ay, Az nur linear auf.

Die Frage nach der Giiltigkeit einer Zerlegungsformel der Gestalt (3.31) mit der
Zusatzforderung (3.32) fiir die Gré8e n wird nun ganz allgemein gestellt. Wir ver-
einbaren die
Definition 3.2: Eine Funktion f(x, y, z) besitze in einem Gebiet G partielle Ableitungen
erster Ordnung. Es sei P(xy, Yy, 2,) aus G, und fiir beliebige Zuwachsgrifien Ax, Ay,
Az gelte

Af = f(xy + Ax, yo + Ay, zo + Az) — f(xo, J’o"zo)
= fo(Xos Yo, 20) Ax + fy (%o, Yo 20) Ay + f2(Xo5 Vo5 20) Dz + - 0. (3.33)

Dabei sei o = J(Ax)? + (Ay) + (Az), und die GréPe m hinge von Xy, Yo, zo und von
Ax, Ay, Az ab und erfiille die Zusatzeigenschaft
lim n = 0. (3.34)
o—0
Der lineare Anteil von (3.33) heifit dann das totale oder vollstindige Differential der
Funktion f(x, y, z) an der Stelle x, = (Xo, Yo, 2,) mit dem Zuwachs h =. (Ax, Ay,
Az) = (h1, he, h;). Das totale Differential wird mit df bzw. ausfiihrlich mit df |x,n
bezeichnet. Es gilt also

I df = f2(xo» Yo 2o) Ax + fy (X0 Yo» 20) Ay + fi(xo, Yo, 20) Az. (3.35)

Wenn eine Zerlegungsformel der beschriebenen Art — bezogen auf den Punkt P —
gilt, dann sagt man auch, die Funktion f(x, y, z) sei im Punkt P total differenzierbar
oder vollstiindig differenzierbar.

Bei einer Funktion von »n Variablen f(x) = f(x;, ..., X,) ist
- _ of of
df = dflxp = o, h + o, hy + ... + o h,

Fa(X) by + foaX) he + oo + fin(X) Ay

B
M=

f \ ,-(X) lli

1

das totale Differential der Funktion f(x) an der Stelle x mit dem Zuwachs h =

(h, ..., h,). Fir das ausfiihrliche Symbol df|x lassen wir auch die Schreibweise

df(x) oderdf(x,y,z) zu, wenn die Hervorhebung der Zuwachsgré e hnicht wesentlich ist.
Man erkennt sofort die folgenden Rechenregeln fiir das Arbeiten mit dem voll-

stindigen Differential: Besitzen die zwei Funktionen f und g ein vollstidndiges Diffe-

rential, so gilt dies auch fiir die Funktionen

f+g f-g und § (g + 0).
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- Zr die vollstindigen Differentiale gilt

d(f +g) = df + dg (3.36)

d(fg) = gdf + fdg (3.37)
f\_ &df — fdg

d(?) =S @0 (3.38)

=>lgerungen: d(¢f) = cdf (c = const) und d(f?) = 2fdf.
"+ ziter erkennt man den folgenden

Satz 3.4: Ist die Funktion f(x, y, z) im Punkt (X4, ¥, 2,) total differenzierbar, so ist
© x.y,z) dort auch stetig.

Seweis: Wir gehen “aus von Punkten P’ (x, + Ax, y, + Ay, zy + Az) die zu
2(xg, Yo, Zo) benachbart sind. Dann gilt (3.33). Betrachten wir nun im Definitions-
~ereich der Funktion f(x,y,z) den Grenziibergang ¢ — 0, so folgt wegen llm n=0

Zann auch hm 7 -9 =0. Da aus p— 0 folgt Ax - 0, Ay— 0, Az— 0, so konverglert

“r p—>0 dlC rechte Seite von (3.33) gegen null, d.h. aber, die Funktionswerte
“txy+ Ax, yo + Ay, zy + Az) konvergieren gegen den Funktionswert f(x,, Vo, Zo)-
Das ist gerade die Bedingung fiir die Stetigkeit der Funktion f(x, y, z) im Punkt

iXo5 Yo 20)'
3.3.2. Eigenschaften des totalen Differentials

Wir schlieBen einige Bemerkungen an:

Bemerkung 3.2: Unter den genannten Voraussetzungen kénnen wir in (3.33) den Sum-
manden 7 - p fiir ,,kleine* Ax, Ay, Az vernachlassigen und nidherungsweise schreiben

S + Ax, yo + Ay, 2o + Az) — f(xq, Yo, 20) = df
Af=df, (3.39)

7alls der Zuwachs h = (Ax, Ay, Az) klein ist. Bei Kenntnis des Funktionswertes
und der Werte der partiellen Ableitungen an der festen Stelle (x,, ¥y, 25) kann somit
mit Hilfe des vollstindigen Differentials der Funktionswert an einer benachbarten
Stelle approximiert werden. Dieser Gedanke wird spiter im Satz von Taylor erneut
aufgegriffen.

Wir betrachten zur Approximation A/ > df das folgende

Beispiel 3.4: Fiir die Funktion f(x, y) = x1 setzen wir x, = 2 und y, = 3. Dann ist
(%0, Yo) = 6. Mit Ax = 0,2 undAy = 0.1 wird Af = f(x, + Ax, ¥y + Ay) — f(x,,
1) = 2,2:3,1 —6 =682 — 6 = 0,82, Wegen f, = y und f, = x wird

df = yAx + %Ay = 3-0,2 + 20,1 = 0,80.

oder

Der Unterschied Af — df = 0,02 ist also sehr klein im Vergleich zu den Argument-
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dnderungen Ax und Ay, und es gilt Af ~ df. Die Aussage dieses speziellen Beispiels
konnen wir im Bild 3.3 verdeutlichen. Zur Veranschaulichung des Funktionswertes
f(x,y) = xy verwenden wir den Fliacheninhalt eines Rechtecks mit den Seiten x
und y. Die Differenz Af — df wird dann durch das doppelt schraffierte kleine Recht-
eck dargestellt. Man erkennt, daf3 diese Differenz um so kleiner wird, je kleiner man
Ax und Ay wihlt. Man sagt auch, die Differenz Af — df wird ,,von hoherer Ordnung
klein* als Ax und Ay. Auf eine Prizision dieses Begriffes gehen wir nicht ein.

}5
= —
=
x
S~
3 ¥
s z=Flxy) S
z - > %’ é =
- ol T T
— Lisel £
r IR E
/| e /IS EG
Xy Ax y /)41/_____ 2 Bk B
- /, / 1
Bild 3.3 ytyf— 7 T y =
/ Plry*dx, yp 4 y)?
/4
fX, - Plx, i —
bak)iy (o 32 Plxydx 1)
Bild 3.4 % Xptdx X

Bemerkung 3.3 : Im Fall einer Funktion von zwei unabhingigen Variablen konnen wir
fiir das vollstidndige Differential die in Bild 3.4 ablesbare geometrische Interpretation
geben. Eine Funktion f(x, y) kann im R? durch eine Fliache veranschaulicht werden.
Es seien P(x,, y,) bzw. P'(xy + Ax, y, + Ay) im Definitionsbereich von f(x, y) ge-
wahlt. Wird senkrecht iiber P bzw. iiber P’ der Funktionswert f(x,, ¥,) bzw. der Wert
Sxy + Ax, y, + Ay) abgetragen, so kommt man zu den zugehorigen Punkten auf der
Flache der Funktion f(x, y). Im festen Punkt (x,, y,, zo) mit z, = f(x,, ¥,) Wwerde nun
die Tangentialebene T" an die genannte Fliche gelegt. Tragt man nun senkrecht iiber
P’ nur den Néiherungswert f(x,, o) + df ab, so gelangt man gerade bis zu dem
iiber P’ liegenden Punkt der genannten Tangéntialebene. Das vollstdndige Differential
df (x,, y,) driickt also den Funktionswertzuwachs aus, wenn die zur Funktion f(x, y)
gehorige Flache durch die Tangentialebene an diese Flache im festen Punkt (x,, vy, zo)
ersetzt wird. Es leuchtet anschaulich ein, daB in vielen Féllen in der Ndhe des Punk-
tes (xy, Yo, Zo) die Fliche und die Tangentialebene einander gut anndhern.

Bemerkung 3.4: Wir erwdhnen einige Bezeichnungsmdéglichkeiten. Schreibt man fiir
die ZuwachsgroBen hy = Ax, hy = Ay, hy = Az, so erhilt man fiir einen Punkt

(x,y,z) 4
df(x’y, Z) =f:1-'(xay’ Z) hl +.f;/(x’y’z)h2+fz(x’ y,Z)hg. (340)
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Tiir die spezielle Funktion f(x, y, z) = x liefert (3.35) uns df(x, y, z) = dx = Ax.
Analog ergibt sich dy = Ay, dz = Az, so daB wir auch schreiben

df(x,y, 2) = fo(x, ¥, 2) dx + fy (%, ¥, 2) dy + fi(x, y, 2) dz. (3.41)
Bei Benutzung der Vektorschreibweise wiirden wir

x=2xe, +ye;,+z2¢3 und h=dxe +dye,+dze;
setzen und dann erhalten

Sx+h)—f(x)=df(x)+ ¢-n(x,h) mit lim#zn(x,h)= (3.42)

00
df(x) = fo(x) dx + f(x) dy + fi(x) dz.

Bemerkung 3.5: Gilt unter den genannten Voraussetzungen fiir den totalen Zuwachs
von f(x, y, z) eine Zerlegungsformel der Gestalt

Af = f(xo + Ax, yo + Ay, 2o + Az) — f(Xo, Yo Z0)
= AAx+ BAy + CAz+7n-¢ mit limy=0,

o—0

so folgt automatisch 4 = f.(xy, Yo, 20), B = fy(Xo5 Yo 20): C= fo(X0, Yo, 2o). Man setze
estwa Ay = Az = 0 und erhélt

S(xo + Ax, yo, 2) — f(Xo, Yo, 20) = ADx 4.7 - |Ax]

- y fir Ax =0,

= AAx + 7A mit = 3.43
BT fir Ax <0, (3.43)
Wegen lim 7 = 0 folgt aus (3.43) dann
Ax—0
lim S(xo + Ax, yo, 20) — f(Xo, Yo, 20) =A—lim7 = 4,
Az—0 Ax A

also A = fz(xy, Yo Zo). Analog erhdlt man die Beziehungen fiir B und C.

Bemerkung 3.6 : Die bloBe Existenz der partiellen Ableitungen f:(x), f,(x), f.(x) reicht
im allgemeinen nicht dafiir aus, daB} mit diesen Ableitungen (3.42) gilt. Wir erhalten

jedoch den

Satz 3.5: Existieren die partiellen Ableitungen f-(x, y. 2), f,(x, ¥, 2), fz(x, ¥, 2) fiir eine
Umgebung des Punktes P(xy, y,, zo) und sind sie sogar stetig im Punkt P, so gilt die
Zerlegungsformel (3.33). -

Beweis: Der Beweis macht deutlich, wie man durch geschickte Zusatziiberlegungen
Séatze aus der an dieser Stelle bekannten Theorie iiber reelle Funktionen von nur einer
unabhingigen Variablen einsetzen kann. Wir wihlen Ax, Ay, Az, gehen dann vom
Punkt P(x,, yo, Zo) liber zum Punkt P’ (x, — Ax, yo + Ay, z, + Az) und haben dann
die Funktionswertdifferenz beziiglich der Punkte P und P’ zu betrachten. Fiir den
Ubergang von P nach P’ wihlen wir einen ganz speziellen Weg. Zunichst gehen wir
in Richtung der z-Achse von P zum Punkt R,(x,, o, zo + Az) — auf diesem Weg
haben x bzw. y die konstanten Werte x, bzw. y,, und nur z allein ist variabel. An-
schlieBend gehen wir parallel zur x, y-Ebene in Richtung der y-Achse von R, zum
Punkt Ry(x,, o + Ay, zo + Az) — auf diesem Weg haben x bzw. z die konstanten



58 3. Partielle Abteilungen und totales Differential

Werte x, bzw. z, + Az, und nur y allein ist variabel. Zuletzt gehen wir in Richtung
der x-Achse von R, zu P’; auf diesem Weg ist x allein variabel. Dann gilt

S+ Ax, yo + Ay, 2o + Az) — f(Xo5 Yo Z0)
= [f(xo + Ax, yo + Ay, 2y + Az) — f(Xo, Yo + Ay, 2o + Az)]
+ [f(x05 Yo + Ay, 2o + Az) — f(xo, Yo, 20 + Az)]
+ [f(x05 Yos 2o + Az) — f(x05 Vo5 20)]Y)- (3.44)

Auf der rechten Seite greifen wir einen der drei Summanden heraus; die Behandlung
der anderen beiden Summanden ist dann ganz entsprechend. Betrachten wir z.B. den
zweiten Summanden auf der rechten Seite von (3.44). Die Variablen x und z haben
feste Werte angenommen; verdnderlich ist allein y. Wir kénnen also den Mittelwert-
satz der Differentialrechnung fiir Funktionen einer unabhingigen Variablen beziig-
lich der Variablen y anwenden. Es existiert also eine Zahl ¢, mit 0 << ¥, < 1, so daB3
gilt
f(x()’ Yo + AJ’, Zo+ AZ) _f(x0’ JYos 20 + AZ)

= fy(x05 Yo + 928y, 2o + Az) - Ay. (3.45)
Wir fithren die GroBe f ein durch die Festsetzung
B = fy(x0s Yo + Ay, 2 + Az) — f (X0, Yo, 20) (3.46)

und konnen dann in (3.45) fortsetzen:
= fy(Xos Yo» 20) Ay + AY.

Bezogen auf die Variable x gilt fiir den ersten Summanden in (3.44) durch die gleiche
Uberlegung: Es existiert eine Zahl ¢, mit 0 < ¢, < 1, so daB

[f(x0 4+ Ax, yo + Ay, zo + Az) — f(xg, ¥o — Ay, 5y + A2)]

= fo(xo + %A%, yo + Ay, 2 — Az) - Ax = fo(xy, ¥y, Z0) Ax + aAx  (3.47)
mit

& = fi(xo + 9Ax, ¥o + Ay, 2o + A2) — f(Xq.: ¥as Zo0)- (3.48)
Bezogen auf die Variable z folgt die Existenz einer Zahl #; mit 0 < ¢ < 1, so daB

F(xo0s Yo 2o + A2) — f(Xo, Yo 20) = [z(X0» Yo, 2o — #3A2) Az

' =,fz(x0a Yo> 20) A: - ‘/AZ (3'49)

mit

v = fz(Xos Yos 20 + 93Az) — f2(X05 Yo» o)+ (3.50)
Insgesamt kénnen wir dann in (3.44) weiterschreiben:

= fo (X0, Yo» Z0) Ax + fy (X0, Yo, Z0) Ay + f(x0 Yo, 20) Az

+ aAx + Ay + yAz.

1) Derartige ,,kiinstliche Erweiterungén“ findet man in vielen mathematischen Beweisen, indem
man wie hier geeignete Zahlen subtrahiert und sie dann sofort wieder addiert.
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Der Beweis des Satzes ist erbracht, wenn wir nun noch zeigen konnen, dab fiir den
Grenziibergang ¢ — 0 folgt, daB dann auch gilt « — 0, § — 0, ¥ — 0. Der. Grenz-
Zbergang ¢ — 0 bedeutet nun aber, daB gilt Ax — 0, Ay — 0, Az— 0. Dann gilt aber
-1 (3.46) bzw. in (3.48) bzw. in (3.50):
(%05 Yo + Ay, 2o + Az) = (X, Yo, Zo)

bzw. (x, + hAX, Yo + Ay, 2y + Az) = (Xo, Yos 20)

bzw. (xO’ JYos 2o + Q93AZ) - (xo, Yo ZO)‘
Da die partiellen Ableitungen als stetig vorausgesetzt wurden, folgt dann aber

Jy(xos Yo + DAy, 2o + Az) > fy (%o, Y0, 20), d.h. 0.

Analog erhélt man o« — 0 und y — 0. Damit ist der Beweis beendet.

Die Voraussetzung, dal} die partiellen Ableitungen existieren und stetig sind, wird
:1 vielen Stellen bend6tigt. Wir vereinbaren daher die folgende
Definition 3.3: Wir nennen die Funktion f(x, y, z) im Punkt P(xy, ¥y, 2,) stetig diffe-
renzierbar, wenn die partiellen Ableitungen f(x, y, z), f(x, ¥, z) und f>(x, y, z) fiir eine
~'mgebung von P existieren und im Punkt P stetig sind.

Daf} die Aussage von Satz 3.5 nicht zu gelten braucht, wenn die partiellen Ablei-
:ungen nicht stetig sind, zeigt

Beispiel 3.5: Wir betrachten

fir (x,y) =(0,0),
fGx, y)={x2+y () =00 (3.51)
0 fir (x,y) = (0, 0).
Die Beziehung (x, y) = (0, 0) ist gleichbedeutend mit der Forderung x* — 3% > 0.
“{an erkennt sofort, daB f(x, y) stetig fiir alle Punkte (x, y) == (0, 0) ist. Aus der Ab-
:chatzung
x%y
x2_|_y2
2.h., f(x, y) ist auch im Nullpunkt stetig, Fiir (x, y) = (0, 0) ist
_ _ X =)
Sa(x,y) = m und f,(x, y) = NES
0, O
a:—»O y—~0
Die partiellen Ableitungen f;(x, y) und f, (x, y) existieren somit fiir alle Punkte (x, y);
::2 sind jedoch im Nullpunkt nicht stetig. Betrachten wir z.B. die gegen den Null-

< |y| folgt auch lim f(x,y)=0=7(0,0),
@,9)—~(0,0

1
o 11 11y 2w
-znkt konvergierende Folge (x,, y,) = (7 ;) so gilt ﬁc( ) n) = T =73
. 4. —



60 3. Particlle Ableitungen und totales Differential

Dabher gilt auch lim £, (— , %) =+ =+ 0=/£;(0,0).

Wir zeigen noch, daB3 eine Zerlegungsformel der Gestalt (3.33) bezogen auf den Null-
punkt nicht gilt. Fiir z.B. Ax = Ay > 0 ist dann

S0+ Ax, 0+ Ay) — £(0, 0) = f(Ax, Ay) = } Ax.
Wegen £;(0, 0) = £,(0, 0) = 0 und o = V(Ax)* + (Ay)* = V2 Ax muB dann gelten

%Ax=n-g=n-V§Ax, also 17=;

212

Somit gilt nicht lim # = 0, d.h., bezogen auf den Nullpunkt gilt eine Zerlegungs-

o0—0
formel der Gestalt (3.33) nicht.

Fiir Funktionen f(x) einer unabhingigen Variablen reicht die Existenz der Ablei-
tung f’(x,) bereits aus fiir das Bestehen der entsprechenden Zerlegungsformel. Bei
Funktionen von mehreren unabhingigen Variablen ist die Forderung nach der Giil-
tigkeit der genannten Zerlegungsformel also stdrker als die bloBe Forderung, daB alle
partiellen Ableitungen an den betrachteten Stellen existieren.

Bemerkung 3.7: Das totale Differential fiir zusammengesetzte Funktionen. Wir be-
trachten wieder zusammengesetzte Funktionen und wollen annehmen, daB fiir alle
auftretenden Funktionen das vollstdndige Differential existiert. Wir betrachten nur
eine herausgegriffene Moglichkeit. Es sei z. B. g(v) eine Funktion einer unabhéirgigen
Variablen v, und es gelte v = v(x, y). Beziiglich der unabhéngigen Variablen v gilt
dann

dg(v) = g'(v) dv. (3.52)
Wollen wir nun das vollstdndige Differential fiir die zusammengesetzte Funktion
f(x, y) = g(v(x, y)) ermitteln, so konnen wir von (3.52) ausgehen und in diese Formel
fiir dv das vollstiandige Differential dv(x, y) der Funktion ¢ (x, y) und in die Ableitung
g'(v) die Beziehung v = v(x, y) einfithren (vgl. hierzu auch die Betrachtungen unter
3.6.2)).

Auf diese Weise konnen gelegentlich die partiellen Ableitungen fiir Funktionen
von mehrerer unabhéngigen Variablen mit Hilfe des vollstdndigen Differentials fiir
zusammengesetzte Funktionen bequemer berechnet werden. Wir bringen zwei Bei-
spiele.

Beispiel 3.6: Es sei f(x,y)= arctan— Wir setzen v(x, v) = —und betrachten die
Funktion g(r) = arctan v mit
dv
= . 3
dg l+ U2 ('53)
Fithren wir dv = — —dx + — dy und v —;m (3.53) ein, so erhalten wir fiir
y

f(x, y) = arctan v(x, y) = arctan;dann

1 1
df(x,y)= [—édx—l—;dy]=m[—ydx+xdy].

2
1+ =5
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comis o T —y fx,y) _ x
Somit gilt x T Ei) und Sy T Ei
Beispiel 3.7: Es sei f(x,y)=In V32 + y®. Wir betrachten zunachst gw)=1InYv=
= ln v mit

1 dv
dg = 5 (3.54)
Fithren wir v(x, y) = x> + »? und dv = 2x dx + 2y dy in (3.54) ein, so erhalten wir
1 x y
3 = —-— = —— I e—
Yoo y)=—57 7 (xdx +ydy), also folx,y) = 57 7 J&y) =g 7

3.3.3.  Der Gradient einer reellen Funktion f(x, y, z)

Es sei f(x, y, z) eine reelle Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen f;(x, y, z),
1y (%, », 2), f2(x, y, ). Das vollstindige Differential lautet dann

df(x, , 2) = fo(x, ¥, 2) dx + £ (x, ¥, 2) Ay + fu(x, ¥, 2) dz. (3.55)

Die GroBen dx, dy, dz driicken dabei Anderungen der unabhingigen Variablen aus;
wir kénnen sie zusammenfassen zum Vektor

dr=dxe; + dye,+ dze;. (3.56)

Es liegt nun nahe, in (3.55) auch die jeweils ersten Faktoren f:(x, 3, 2), f,(x, ¥, 2),
f.(x, y, z) als Koordinaten eines Vektors aufzufassen. Dann wire das vollstindige
Differential gerade das Skalarprodukt zweier Vektoren. Wir vereinbaren die folgende

Definition 3.4: Die reelle Funktion f(x, y, z) besitze partielle Ableitungen erster Ord-
nung nach x, y und z. Fiir jeden Punkt (x, ¥, =) des Definitionsbereiches von f(x, y, z)
definieren wir dann den Vektor

f;(x: ,'V, Z) e1 +fy(x3 y’ Z) e2 +f:.(x,- .1 :) e:;-
Er heifit Gradient von f im Punkt (x,y, z) und wird mir grad f(x, y, z) bezeichnet:

_ ¥x,9,2) Mo U(%5,2)
grad f(x, y, z) = et o e + 3% €
:f;;(x, ,V, Z) el _7 ('\.r .": :) e2 +.fz(x’ y’ Z) e3' (3'57)

Bei der Bildung des Gradienten geht man also von einem Skalarfeld aus und erhélt
als Ergebnis ein Vektorfeld. Fiir die Bildung des Vektors grad f(x, y, z) ist es nicht
erforderlich, daB die partiellen Ableitungen von f(x, y, z) stetig sind.

: H . 11 = - o1 3f = i = i_
Beispiel 3.8: Fiir f(x, y,z)=x4+y —: =1lta =3y "oz 1 und daher

grad f(x, y ,2) = e, + e, — ;.
Beispiel 3.9: Fiir f(x, y, z) = 22 e’ ~¥* gilt

fr = 2x 22 ea;’+yz’ f;/ = 73 e.rf—;,:’ f: — (22 + yz2) ex’+yz
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und somit
grad f(x, y, z) = €**¥= 2xz% ¢, + 23 €, + (22 + yz%) €;)
=z etV (Qxz e, + 22 e, + (2 + yz) e5).

Das vollstiandige Differential df(x, y, z) ist dann als Skalarprodukt der beiden Vek-
toren grad f(x, y, z) und dr darstellbar:

df(x, y, 2) = fo(x, ¥, 2) dx + f (x, y, 2) dy + f2(x, y, 2) dz
= (grad f(x, y, z)) dr. (3.58)
An Rechenregeln fiir den Gradienten ergibt sich sofort:

Satz 3.6: Zwei beliebige Funktionen f(x, y, z) und g(x, y, z) mogen partielle Ableitun-
gen besitzen, und es sei ferner K eine beliebige Konstante. Dann gilt

grad (f(x, Y, Z) + g(x’ Y, Z)) = gradf(x, Y Z) + grad g(x’ Y, Z), (3'59)
grad (K - f(x, y, z)) = K grad f(x, y, z) (K konstant), (3.60)
grad (f(x9 Y, Z) 'g(xs Y, Z)) =f(x’ Y, Z) gradg(x, Y, Z)

+ g(x, y, 2) grad f(x, y, z). (3.61)

Der Beweis dieser Regeln ergibt sich als leichte Ubungsaufgabe, indem man die
Regeln fiir die Differentiation einer Summe und eines Produktes beachtet Weitere
Ausfiihrungen iiber den Gradienten folgen spéter.

Wir bemerken noch, daB der Gradient auch fiir Funktionen von » unabhéingigen
Variablen gebildet werden kann. Besitzt die reelle Funktion von » unabhéngigen
Variablen f(x;, X, ..., X,) partielle Ableitungen erster Ordnung, so setzt man

grad f(xX1, coer Xn) =S11(X15 ees Xn) €1+ oo+ + fin(X1, ooe\ X0) €0

= ié;f'i(xb ooy xn) €;. (362)

grad f(xy, ..., X,) ist dann ein n-dimensionaler Vektor.

Hinweis: Bei Benutzung der Matrizenschreibweise hatte man zu schreiben
of of )T

Ax; ” 0xp " Ox,)

gradf—(

3.3.4. Der Mittelwertsatz fiir Funktionen mehrerer Verianderlicher

Wir erinnern an den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir Funktionen etner
unabhéngigen Variablen (vgl. Bd.2). Eine Funktion f(x) sei in einem abgeschlos-
senen Intervall [a, b] stetig und im offenen Intervall (q, b) differenzierbar. Sind x,
und x, + h zwei Stellen aus dem Intervall [a, b], so gilt ndherungsweise

S(xo + B) — f(xo) = hf'(x,) fiir kleine |A|. (3.63)
Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung sagt nun aus, daB es bei Erfiilltsein der
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=nannten Voraussetzungén eine Zahl ¢ mit 0 <& < 1 gibt, so daB anstelle von
3.63) exakt gilt

FCxo + B) — flxe) = Bf' (% + OF). (3.64)

D¢ Funktionswertdifferenz f(x, + h) — f(x,) ist somit das Produkt aus der Argu-
—entdifferenz 4 und der Ableitung der Funktion f an einer geeigneten zwischen x,
=d x, + h gelegenen Zwischenstelle x, + $#4. Da die Funktion f in einem Intervall
=etrachtet wird, so folgt von selbst, daB die Zwischenstelle x, + %4 ebenfalls zum
Definitionsbereich von f gehért. Im R! sind Intervalle Beispiele fiir konvexe Teil-
—engen des R

Wir wollen den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir Funktionen von drei
1abhédngigen Variablen herleiten. Unter analogen Voraussetzungen wie im Fall
=ner Funktion f(x) werden wir zu einer Aussage kommen, die groBe Ahnlichkeit zur
Formel (3.64) hat. An die Stelle von /4 wird ein Differenzvektor h = ke, + hye, + hse;
—eten; die Ableitung wird zu ersetzen sein durch den Gradienten der betrachteten
Funktion, und anstelle des gewShnlichen Produktes ist dann mit dem Skalarprodukt
—weier Vektoren zu arbeiten.

Die Funktion f(x, y, z) sei definiert in einer offenen Teilmenge .D des R® und die
Menge D sei konvex — d.h., sind Py(x,, Yo, Zo) und P(x, y, z) zwei Punkte von D, so
sollen auch alle Punkte der Verbindungsstrecke von P, und P zu D gehéren. Dies
sind aber gerade alle Punkte der Gestalt

Ko+ t(x—%x0) Yo+ t(y—yo)s 20+ t(z—2)) mit 0=r<1. (3.65)

Fir ¢ = 0 erhalt man in (3.65) den Punkt P,, fiir # = 1 erhilt man den Punkt P und
Jar ¢t mit 0 < ¢ < 1 liegt der zugehorige Punkt aus (3.65) auf der Verbindungsstrecke
rwischen P, und P. Setzen Wir sy = x — Xo, by = y — 3, und hy = z — z,, so ist die
senannte Verbindungsstrecke die Menge aller Punkte der Gestalt

(Xo+ thy, Yo+ thyy 2o+ thy) mit 0=r=<1. (3.66)

Satz 3.7 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung): Die reelle Funktion f(x, y, z) sei
Zefiniert in der offenen und konvexen Teilmenge D des R® und besitze iiberall in D stetige
nartielle Ableitungen nach x, y und z. Sind dann die Punkte Py(x,, Yo, Zo) und P(xo+ hy,
3o + by, 2o + h3) in D gewdhlt, so existiert eine Zahl & mit 0 < & < 1, so dap gilt

S(xo + Ay, Yo+ has 2o + hs) — f(Xos 3o 20)
=f_;;(xo + ﬁhl, Yo + 'ﬁ'hz, Zy -+ 0’13) hl +f;/(...) h2+_ﬂ(...) h3. (3.67)

Bemerkung 3.8: In Formel (3.67) sind alle drei partiellen Ableitungen an der gleichen
Zwischenstelle (xo + 9hy, ¥y + Phs, 2y + 9h;) zu betrachten. Man beachte ferner, da
fur alle drei Koordinaten die gleiche Zahl ¢4 auftritt.

Verwenden wir die Vektorschreibweise, so wiirden wir setzen x = xge; + yo€; + z4€3
und h= hye; + he; + hze;. Unter den genannten Voraussetzungen fiir die Funk-
tion f(x) und den Definitionsbereich der Funktion kénnen wir dann sagen: Es gibt
eine Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1, so daB gilt

F(x + h) — f(x) = fo(x + Oh) h, + £, (x + Oh) hy + f,(x + Oh) hy
' = (grad f(x + oh)) - h. (3.68)
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Wir werden in 4.1. sehen, daBl der Mittelwertsatz durch eine Spezialisierung aus der
Taylorformel gewonnen werden kann.

Beweis: Die Funktion f(x, y,z) werde eingeschriankt auf die Punkte der Verbin-
dungsstrecke (3.66), d.h., wir betrachten die zusammengesetzte Funktion der unab-
héngigen Variablen ¢:

F(t) = f(xo + thy, Yo+ thy, 2o+ th) mit 0=<t=<1. (3.69)

Die Funktion F(z) erfiillt nun auf dem Intervall [0, 1] die Voraussetzung des Mittel-
wertsatzes fiilr Funktionen einer unabhéngigen Verdnderlichen. Es gibt also eine Zahl
9 mit 0 < & < 1, so daB gilt

F(1) — F(0) = F'(%Y). (3.70)
Die Ableitung F’'(t) berechnen wir nach Satz 3.2 fiir den Spezialfall x(¢) = x, + th,,

()= yo + thy, z(t) = zy + thy. Es gilt x'(t)= hy, y'(t)= hy, z'(t)= h; und damit
insgesamt

F'(t) = fa(xo + thy, o + the, 2o + ths) hy + f,(...) b + f2(...) hs?). (3.71)

Also ist
F'(9) = fo(xo + Ohy, ot Oho, 2o + Ohg) by + fi(...) B + f2(.) g

= (grad f(x + vh)) h.

Wegen F(1) = f(x + h) und F(0) = f(x) liefert die Umschreibung von (3.70) gerade
die Behauptung. Damit ist der Beweis beendet. Es ist sofort klar, wie der Mittel-
wertsatz fiir Funktionen von zwei unabhéngigen Variablen oder allgemein fiir Funk-
tionen von n Variablen lautet. Als unmittelbare Folgerung ergibt sich der

Satz 3.8: Die reelle Funktion f(x, y, z) erfiille die gleichen Voraussetzungen wie in
Satz 3.7, und es gelte noch zusdtzlich f,(x, y, z) = f,(x, ¥, z) = f5(x, ¥, ) = O fiir alle
(x, y,2z) € D. Dann ist die Funktion f(x, y, z) auf D konstant.

Beweis: Es sei (Xy, Vo, Z) €in fester Punkt aus D. Fiir jeden weiteren Punkt (x, y, z)
aus D folgt dann nach Satz 3.7 f(x, ¥, z) — f(Xq, Yo, Z0) = 0, da die partiellen Ablei-
tungen fiir alle Punkte von D verschwinden. Also gilt f(x, y. z) = f(x,, ¥o, 2,) fiir alle
(x,»,z) £ D; d.h., f(x, v, 2) ist konstant auf D.

34. Differentiale hoherer Ordnung

Wir betrachten zunachst den Fall einer reellen Funktion von zwei unabhidngigen
Variablen. Eine Funktion 7(x, 1) sei in einer offenen Teilmenge der x, y-Ebene defi-
niert und besitze iiberall stetige partielle Ableitungen erster Ordnung. Dann konnen
wir das vollstindige Differential dfi(x, y) bilden:

d ;
df(x, )= % dx — ﬂ(j‘}—y) dy. (3.72)

1) Fiir die Anwendung des Mittelwertsatzes miissen wir die Spezialisierunga =0,b=1und A =1

betrachten.
2) Alle drei partiellen Ableitungen werden an der gleichen Stelle betrachtet.
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Z:z5ei bedeuten dx bzw. dy Zuwachsgr68en der unabhidngigen Verdnderlichen x
=—=~. y. Wihlen wir in (3.72) nun feste Zuwachsgr68en dx und dy, so ist das voll-
<iadige Differential (3.72) wieder eine Funktion von x und y. Setzen wir voraus,
=2 f(x, y) sogar stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung nach x und nach y
~x<iizt, so besitzt also df(x, y) als Funktion von x und y stetige partielle Ableitungen
==zzr Ordnung nach x und nach y. Man kann daher von (3.72) erneut das vollstindige
“rJerential d(df(x, y)) bestimmen. Wir nennen es das Differential zweiter Ordnung
2= f(x, y) an der Stelle x = (x, y) mit dem Zuwachs h = (dx, dy) = (A4, 5h,) und
~ezeichnen es mit d?f(x, y) bzw. ausfiihrlicher mit d?f|,;. Wir haben also bei der
=i dung von d?*f(x, y) die GréBen dx und dy zu behandeln wie Konstanten. Wir be-
—=chten das folgende
3ispiel 3.10: Die Funktion

F(x,) = x%e® (3.73)
-esitzt in der gesamten x, y-Ebene stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung nach
r und y, und es gilt fiir das Differential erster Ordnung:

df(x,y)=3x2e®wdx+ 2 e x3 dy. N (3.79)

wir wihlen jetzt feste ZuwachsgroBen dx und dy und betrachten dann die rechte Seite
. >n(3.74) nur als Funktion von x und y. Setzen wir voriibergehend F(x, y) = 3x® e* dx
— 2 e% x3 dy, so soll nun das vollstdndige Differential dF(x, y) gebildet werden. Es ist
Zann fiir konstantes dx und dy:
OF(x, y)
Ox

= 6x e* dx + 6x® e* dy, = 6x2 e®¥ dx + 4x° e?¥ dy,

OF(x, y)
oy

2ad daher gilt fiir dF(x, y) = d?*f(x, y):
d*f(x, y) = [6x €% dx + 6x €*¥ dy] dx + [6x® €*¥ dx + 4x° e*¥ dy] dy

= 6x €% (dx)? + 2 .6x2% e? dx dy + 4x® €% (dy)?

02 6
Toxdy

Jaa(X, ) = 6x €%, f,(x, ) = 4x° €%, foy (x, y) = 6x> €%,

Die zuletzt gefundene Beziehung (3.75) fiir d2f(x, y) gilt nun ganz allgemein. Unter
Zen genannten Voraussetzungen fiir f(x, y) gilt fiir die gemischten partiellen Ablei-
—angen die Vertauschungsregel fo, (X, ¥) = fy=(x, y). Beachten wir ferner die Rechen-
-egeln (3.36) und (3.37) fiir das Arbeiten mit dem vollstdndigen Differential, so erhal-
=zn wir (dx und dy sind zu behandeln wie Konstanten) wegen

( I, y))_ %) 4, + I 4,

=egen

Ox O0x? Ox 6
e f(x, )\ 9 ) dx ?*f(x, y)
x¥)\_ 0%(xy X,y
( 3y )‘ yox Tt
dann weiter

9
&f(x, ) = d(dftx, y) = d o ) g+ ﬂ;‘y’ ») »)

3 Harbarth/Riedrich, Diff. Rechn.
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/ =(dx)-d(af(x’y))+(dy)-d(af(’;y))

9 o
= (dx) - [ fg;y)dx+ af(xéy)dJ

62
+ (dy) - [ag}%’;’)dx+ fé";y)d]

_ af(x,y) (@ + 2200 af("’y) dx dy + &) af(x’y) APy, (3.76)

Analog wird das Dlﬁerentlal dritter Ordnung d3f(x, ») anschheBend erkldrt als
d3f(x, y) = d(d*(x, y)). Dieser BildungsprozeB kann weiter fortgesetzt werden. Besitzt
also f(x, y) stetige partielle Ableitungen bis zur k-ten Ordnung und ist das Differen-
tial (k — 1)-ter Ordnung schon gebildet, so verstehen wir unter dem Differential k-ter

Ordnung dann

d*f(x, y) = d(d*f(x, »)). (3.77)
Man erkennt, daB die bei der sukzessiven Bildung der Differentiale auftretenden
Ausdriicke immer komphzlerter werden. Zur besseren Ubersicht fithren wir daher eine
formale Bezeichnung ein und konnen mit dieser dann die Differentiale d*f(x,.y)
bequem darstellen.
Der explizite Ausdruck fiir d2f(x, ) in (3.76) weist eine gewisse Ahnlichkeit mit der
rechten Seite der Gleichung (a + b)*> = a® + 2ab + b? (a, b beliebige reelle Zahlen)
auf. Wir definieren daher das formale Symbol

G 3 .\
(W dx+ 5> dy) S, ») (3.78)

in der folgenden Weise: Der Ausdruck in der Klammer wird zur zweiten Potenz
erhoben und dabei werden die Symbole 9, dx, dy wie selbstindige algebraische Sym-
bole behandelt. AnschlieBend werden die Klammern fortgelassen, und zu jedem Sym-
bol 92 wird der ,,Faktor f(x,y) hinzugesetzt (der ,,Faktor* f(x,y) wird also
,»hineinmultipliziert”). Nach diesem Vorgang soll dann alles wieder seine urspriing-
liche Bedeutung haben. Wichtig fiir diesen Gedankengang ist die Vertauschbarkeit
der gemischten partiellen Ableitungen von f(x, y). Also ist

0 0 2
(6_de T oy dy,, fx, )

02 8'2 02 :
= (3 @0 = 2 gy drdy + 5 (@)°) 1)
82f(x ) OEY) (e 2 ST 0) af(x,y) dxdy + Of(;z . ¥) (dy). (3.79)

Fiir das Diﬂ'erentlal zweiter Ordnung von f(x, y) erhalten wir dann die sehr ein-
pragsame Darstellung

&) = (5 05 + 55 ) 105,9), (3.80)

1) Anstelle von (dx)? bzw. (dy)? schreibt man auch kiirzer ohne Klammer nur dx? bzw. dy2.
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—anz entsprechend ist die Schreibweise

A5,9) = (5 &3+ 55 ) 15) G381

— mterpretieren; der ,,Faktor” f(x,y) wurde ,,ausgeklammert“. Man kann nun
~=gen, daB allgemein gilt

d4f(x, y) = ( G + - 89) 105, 9). | (3.82)
\
= das Dxﬂ'erentlal dritter Ordnung einer Funktion f(x, y) mit stetlgen partiellen
l-eltungen dritter Ordnung gilt also

&) = (e dx + 55 ) F50)

+ oy (x, y) dx dy® + frny (%, ¥) d°. (3.83)

= f(x1, -..» Xn) eine reelle Funktion von n unabhingigen Verdnderlichen mit stetigen
sartiellen Ableitungen k-ter Ordnung, so gilt entsprechend

9 3 . \k
Ay, ..oy ) = (‘ax—l dx; + -+ E;—,dx,,) S ey X0). (3.84)

Das Symbol auf der rechten Seite von (3.84) ist ganz entsprechend zu lesen wie fiir
=ae Funktion von zwei unabhingigen Variablen. Fiir eine Funktion von drei unab-
zingigen Variablen f(x;, x,, x;) mit stetigen partiellen Ableitungen zweiter Ordnung
zlt dann fiir das Differential zweiter Ordnung:

a 6] d \2
d2.f(x1’x27x3) = (axl dxl + ax2 dxz + a& dx:) f(xl’ X3, x3)
© = fin Ax® + fige dxs? + fizs dx;?
+ 2fi10.d%; dxz + 2fi13 dxy dxs + 2fi23 dx; dxz.

1Alle partiellen Ableitungen sind an der Stelle (x;, x5, x3) zu betrachten — wir haben
iie Argumente nicht mitgeschrieben, wie es gelegentlich iiblich ist, falls keine Ver-
wechslungen zu befiirchten sind.)

35. Anwendungen des totalen Differentials in der Fehlerrechnung

Wir fithren analoge Uberlegungen durch wie im Band 2 im Kapitel 5.2. fiir Funk-
Zionen einer unabhingigen Variablen und betrachten zunichst Funktionen von zwei
unabhiingigen Variablen. Es liege also der Fall vor, daB eine GroBe z als Funktion
zweier GroBen x und y berechnet werden soll als z = f(x, y). Es seien X bzw. y Nihe-
rungswerte fiir x bzw. y, so daB anstelle des exakten Wertes z = f(x, y) auch nur der
Naherungswert. :

F=fG ) | (3.89)
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berechnet werden kann. Wir schreiben dann
x=x+dx, y=y+dy (3.86)

und bezeichnen in diesem Zusammenhang dx und dy auch als Mefifehler. Weiter
seien zwei Schranken 4 > 0 bzw. k > O fiir die MeBfehler bekannt, d.h., es gelte

dx| < h  bzw. |dy| = k. (3.87)
Es gelte also die Abschitzung

X—h<x<xXx+hundy—-k<y<y+k, (3.88)
wofiir wir mit der Symbolik aus Band 2 auch schreibenx =X + 4 und y=y 4 k.

Gesucht ist nun eine obere Schranke fiir den absoluten Fehler
|Az| = |z — 2 | =[f(x, ) = fix, )| = fx + dx, y + dy) — f(x,p)]. (3.89)

Sind 4 und & ,.klein“, so sind nach (3.87) auch dx und dy ,.,klein“, und man kann die
Funktionswertdifferenz (3.89) durch das zu der Stelle (X, y) und den Zuwichsen dx
und dy gehorige Differential von f anndhern. Man setzt also |Az| ~ |dz| und erhilt
die Abschitzung

|Az| = |dz| = | fo(%, 7)) dx + £ (%, ) dy| = [ (X, ¥)| - [dx[ + [/ (%, 7)| - |dy]
= EED -+ & Pk (3.90)

Die Abschitzung (3.90) ist zwar nur eine gendherte, aber sehr einfache und praktisch
durchaus brauchbare Abschitzung fiir den absoluten Fehler von z. Anstelle des rela-

) Az . . . v d
tiven Fehlers - berechnet man in der Praxis dann auch die Grofe _Ei .

Die Betrachtungen konnen sofort auf Funktionen von mehr als zwei unabhingi-
gen Variablen ausgedehnt werden.

Beispiel 3.11: In einem Dreieck seien fiir die Seiten @ und b und den eingeschlossenen
Winkel ¥ die Naherungswerte a = 84,3 m, b = 73,2 m und 7 = 48,6°(d.h. y = 0,27x)

gemessen worden. Fiir die MeBfehler da, db und dy soll gelten

da <h =01m; |db|<h,=02m und dy| < hs=0,0l %

Gesucht ist eine Abschiatzung des absoluten Fehlers fiir die Lange der dritten Seite c,
die sich aus den angegebenen Werten ergibt. Nach dem Kosinussatz gilt

c=f(a,b,y)=Va + b* — 2ab cos y. (3.91)

1) Vom Standpunkt des Mathematikers wire in jedem Einzelfall zu iiberlegen, ob |dx| und |dy]
hinreichend klein sind, um die Ersetzung von |4z| durch |dz| zu rechtfertigen.
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1’59 ist

¢=f@ b, 7) =@+ b —2ab cos 7
= V(84,3)2 + (73,2)* — 2 (84,3) (73,2) cos 0,27% = 65,5. 3.92)
=zr das zur Stelle (@, b, 7) und den Zuwichsen da, db, dy gehérige Differential gilt

(2@ — 2b cos ) da + (2b— 2a cos 7) db + 2ab sin pdy
2)/@ + B — 2ab cos 7

df (@, b, 7) =

=2- b;os Y ga + 2= ST db+ @ =L ay. (3.93)

=ar den absoluten Fehler erhilt man die Abschitzung

84,3 — 73,2 cos y 73,2—843cosy |.
~ < B .
|Ac| = |de| < l o5 0,1+ 553 0,2
84,3 . 73,2 sin 7 ™
) 65,5 ~ 0015

= 0,055 + 0,053 + 0,246 = 0,354 < 0,4.
Fiir den wahren Wert ¢ besteht also praktisch die Ungleichung |c — 65,5 < 0,4, d.h.
65,5 — 0,4 < c <655+ 04. (3.94)
Hierfiir schreiben wir auch ¢ = 65,5 4 0,4. Fiir den relativen Fehler gilt
Ac de 04 o
T - 65,5 = 0,0061 = 0,61 Yo - (395)

¢
Fiir die relativen Fehler der MeBwerte gilt

~

<

da 0,1 db 0,2

— <2 = = o/ . _ < _2F = o/ .
7 |=843 0,0012 = 0,12%; | 5 =2 0,0027 = 0,27% ;
dy | _ 0,01 .

L <= = Y .

5 243 0,0041 = 0,419,

Im folgenden Beispiel fithren wir eine gednderte Betrachtungsweise durch. Bei der
Abschitzung des Fehlers betrachten wir wieder das vollstindige Differential der be-
treffenden Funktion; wir arbeiten dann aber nicht nur mit Abschitzungen fiir die Zu-
wachsgroBen der unabhingigen Variablen, sondern bestimmen auch Abschétzungen
fiir die auftretenden partiellen Ableitungen. Wie mit dem Mittelwertsatz nachge-
wiesen werden kann, erhdlt man hierbei tatsichlich eine obere Schranke fiir den ab-
soluten Fehler der betrachteten Funktion.
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Beispiel 3.12: Bei einem konzentrischen (einadrigen) Olkabel, dessen AuBenleiter den
inneren Radius & = 1,75 cm und dessen Innenleiter den Radius @ = 0,35 cm hat, ist
die maximale Feldstirke (am Innenleiter) durch

U U
E=——=Z@mb-ma (3.96)
alnz-

mit dem Scheitelwert U der Betriebsspannung gegeben. Wie groB ist der relative Feh-
ler von E fiir U = 100 kV, wenn die relativen Fehler von a und b mit je 1 9% und von
U mit 29, angesetzt werden? Es ist also E eine Funktion der drei unabhingigen Varia-
blen U, a und b: E = E(U, a, b). Nach der Voraussetzung iiber die relativen Fehler
von U, a, b ist die Funktion E(U, a, b) zu betrachten in der Menge B aller Punkte
(U, a, b), fiir die gilt 100 -2 = U < 100 + 2; 0,35 — 0,0035 < a < 0,35 4 0,0035;
1,75 — 0,0175 < b =< 1,75 + 0,0175. B ist also die Menge aller Punkte (U, a, b) mit

98 < U < 102; 0,3465 < a < 0,3535; 1,7325 < b < 1,7675. “(3.97)
Nun ist

OE _ 1 . OE _U(l—-Inb+Ing) OF _ -U
U a(nb—Ina)’ da (a(lnb—1Ina)® ° 0b ab(Ind—Ina)’

Fiir das volistindige Differential der Funktion E(U, a, b) gilt dann
oE OE OF

Fiir alle auf der rechten Seite von (3.98) stehenden GroBen werden obere Schranken
— bezogen auf die Menge B — angegeben. Wir lassen also alle Punkte (U, a, b) zu, fiir
die (3.97) gilt, und erhalten dann

|dU| < 2; dal <0,0035 db < 0,0175;

oF | 1
_ <
3T =70,3365 (n 1,7325 — 1n 0,3333) = 15128
9F | S 1021 tn 17675 — In 03465)
=
In 03533 = 20+
102
<< < 1
ab = §,3465 - 1,7325 (In 1,7325 — n 03533 = 00:6320.)
Dann gilt
o AE |
|AE| ~ |dE]| _‘ 37| U +} ' da + = - |db|
< 18158 -2 + 204,9412 - 0,0035 + 68,6320 - 00175
< 5,5499.

1) Man hat darauf zu achten, daB der Zihler den groBtmoglichen und der Nenner den kleinstmog-
lichen Wert annimmt.
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=iir E selber erhélt man mit den angegeberien Werten: E = 177,52. Fiir den relativen
rehler erhédlt man somit die Abschitzung :

AE

In Band 2 wurde folgendes gefunden: Es seien X, ..., X, Naherungen fiir n Zah-
=0 Xy, ..., X,. Betrachten wir nun z = X, + --- + X, als Niherung fiir die Summe
- =Xx,+ -+ X, der n Zahlen, so gilt, da der absolute Fehler der Summe von »
Zahlen hochstens gleich der Summe der absoluten Fehler der einzelnen Summan-
den ist. ‘Dieses Ergebnis wiirden wir an dieser Stelle sofort erhalten durch die
Betrachtung der Funktion f(x;, ..., X,) = Xx; + -+ + X, mit dem vollstdndigen Differen-

dal (fiy= - =fin=1):
df(xy, ey X)) = dxy + -+ + dx,,.
Also folgt
df (1, ooy Xn)| < [dXa] 4+ o+ [dXa].
Es soll jetzt eine Zahl z berechnet werden als Produkt zweier Zahlen x und y:
= x - y. Wir betrachten dann die Funktion f(x, ¥y)'=x-y mit dem vollstindigen

Dlﬂerentlal df(x,y) = y dx + x dy. Sind X bzw. y Naherungen fiir x bzw. y, so gilt
also

|Az| = |z — 2| = [dz(%, )| = [y dx + X dy,
und damit weiter mit z = X - y:
Az] |4
2 ~ -~

={d?x+ﬂ‘§idé + ﬂ‘. (3.99)
x y X y

Die Abschitzung (3.99) besagt: Der relative Fehler eines Produktes ist héchstens
gleich der Summe der relativen Fehler der einzelnen Faktoren.
Zum Abschluf3 betrachten wir noch den Fall, daB3 eine Zahl z als Quotient-zweier

Zahlen x und y berechnet werden soll:
x
=7 (x =|=O,J’=|=0)-

Wir betrachten an dieser Stelle f(x, y) = %mlt dem vollstindigen Differential

df(x, y) = — — —dy
Sind wieder X bzw. y Ndherungen fiir x bzw. y, so gilt
|Az| = |dz (%, y)| = % xdy 'und damit weiter mit z =%
Az | |4 =‘(E xdy) T lg“iﬁ +'T- (3.100)
z z y »? » x Y
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Die Abschitzung (3.100) besagt: Der relative Fehler eines Quotienten ist hochstens
gleich der Summe der relativen Fehler von Zihler und Nenner.

Beispiel 3.13: Nach dem Stokesschen Reibungsgesetz erfahrt eine Kugel vom Radius
r beim Fallen in einer zdhen Fliissigkeit von der Zéhigkeit # einen Reibungswiderstand
vom Betrag F = 6mnrv. v sei der Betrag der Fallgeschwindigkeit. Wie gro8 ist ma-
ximal der relative Fehler von F, wenn der relative Fehler von 7 bzw. r bzw. v gerade
0,5% bzw. 4,3% bzw. 2,7% betragt?
Wir konnen (3.99) anwenden, da die GroBen #, r und v miteinander multipliziert
werden. Fiir den relativen Fehler von F gilt also
'% ~ || = 0%+ 3% + 279 = 7,5%.

Aufgabe 3.4: Die Funktion f(x, y) = arctan % werde fiir alle Punkte (x, y) der oberen

Halbebene betrachtet, d.h., fiir alle Punkte (x, y) mit y > 0. Man bilde das Differen-
tial zweiter Ordnung: d*f(x, y).

Aufgabe 3.5 Fiir die Koordinaten des Punktes P(x, y, z) wurden die Werte X = 2,51;
y=—1,72; z = 3,43 gemessen. Gesucht ist der Abstand r des Punktes P vom Koor-

dinatenursprung: r = }Yx% 4+ y*+ z2. Wie groB ist der Naherungswert 7 fiir » und
mit welchem absoluten und relativen Fehler muB3 man rechnen, wenn die Koordi-
naten x und y mit einer Genauigkeit von 4 0,02 und die Koordinate z mit einer
Genauigkeit von 4 0,03 bestimmt wurden?

3.6. Differentiation zusammengesetzter Funktionen

Die verallgemeinerte Kettenregel

3.6.1. Zusammengesetzte Funktionen mehrerer Veridnderlicher

Wir betrachten zunéchst folgenden Sachverhalt: Es sei M eine Teilmenge des R?, und
auf M sei eine reelle Funktion f erklért; d. h., durch die Abbildung f wird jedem Punkt
(x, y) aus M eine Zahl f(x, y) zugeordnet. Weiter sei [a, b] ein Intervall auf der re-
ellen Achse, und auf [a, b] seien zwei reelle Funktionen ¢, und ¢, erklért. Jedem ¢ aus
[a, b] sind also zwei Zahlen ¢,(?) und @,(¢) zugeordnet. Wir betrachtennun im R? alle
Punkte (x, y) mit x = @,(¢), y = ¢,(¢) und nehmen an, da8 alle Punkte (¢,(2), @s(2))
zum Definitionsbereich M von f gehoren. Als zusammengesetzte Funktion bezeichnet
man dann diejenige Abbildung, die jedem ¢ aus [a, b] die Zahl f(p,(2), @(t)) zZuordnet.
Schreibweise: F(t) = f(pi(t), po(t)) fiir ¢ aus [a, b]. In diesem Spezialfall bildet die
Gesamtheit aller Punkte (p;(¢), (¢)) im allgemeinen eine in M verlaufende Kurve
Die Bildung der zusammengesetzten Funktion bedeutet dann eine Einschrinkung
von f auf die Punkte dieser Kurve. Die folgenden Bilder 3.5 und 3.6 veranschaulichen
diesen Sachverhalt.
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Y1) =g,(t)=2(t-17)

Bild 3.5 Bild 3.6

Beispiel 3.14: Auf {a, b] = [0, 2=] werden die Funktionen ¢,(¢) = 2 cos ¢ und @,(¢) =
2sin ¢ betrachtet. In der x, y-Ebene sei M die Fliche des Kreises mit dem Radius
R=20um den Nullpunkt und f(x,y)=e*siny auf M erklirt. Die Punkte
(x, ¥) = (@:(2), @2(2)) = (2 cos ¢, 2 sin t) gehoren dann zu M fiir alle ¢ aus [0, 2] und
bilden in M den Kreis mit dem Radius 2 um den Nullpunkt. Fiir alle ¢ aus [0, 2]
erhélt man die zusammengesetzte Abbildung

F(t) = f(pu(1), o(t)) = €* st + sin (2 sin 7).

n
2 cosy

Speziell fiir ¢ = g—folgt F(%) =e ’sin (2 sin%) =¢el.sin2 =sin 2,

Folgende Veral]gemeinerling ist moglich: Es sei 3 eine Teilmenge des R", und
auf M sei eine r~eelle- Funktion f erklédrt. Anstelle des Intervalls [a. b] der Vorbetrach-
tung sei jetzt M eine Teilmenge des R*. Auf ) seien dann n reelle Funktionen
@15 P2, - @q erklért, d.h., jedem (uy, ug, ..., uy) aus M sind n Zahlen ¢,(u,, ..., uy),
veos @n(Uy, ..., uy) Zugeordnet. Wenn nun alle Punkte mit den Koordinaten (x,, ..., x,)
= (@1(U1; ceos U)s e Pn(Uy, ..., Ux)) zum Definitionsbereich M von f gehoren, kann
die zusammengesetzte Funktion

F(ul: ) uk) =f((pl(ul5 R uk): oy Grllyy ooy uk))
gebildet werden. (In der Vorbetrachtung war n =2 und k = 1.)

Beispiel 3.15 (Potential zweier Punktladungen): An den Punkten P;(1,0,0) und
P, (0, 1, 0) befinden sich Punktladungen O, bzw. Q,. Gesucht ist das Potential ¢ der
beiden Punktladungen im beliebigen Raumpunkt P(x, y, z) als Funktion von (x, y, z).

Nach den Grundgesetzen der Elektrostatik erhalten wir fiir das Potential ¢ = @(P)

der vorgegebenen Ladungsverteilung den Ausdruck ¢(P) = % (% + %), wobei
0 1 2

r, bzw. r, den Abstand des Punktes P von P, bzw. P, bezeichnet (g, ist die Influenz-
konstante oder ,,elektrische Feldkonstante*). In dieser Schreibweise erscheint das
Potential ¢ als Funktion der Variablen r, und r, (Q, und Q, seien fest). Es interessiert
aber die Abhédngigkeit ¢ = @(x, y, z). Dazu stellen wir r; und r, mittels des Satzes von
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Pythagoras durch die Koordinaten (x, y, z) des Punktes P dar. Es gilt

n=Vx—=12+ 2+ 2 (3.101)

r=1TE+ @ —1¢+ 2. (3.102)

Also ist die gesuchte Funktion gegeben durch den Ausdruck

¢ =@(P)= g(x, y,2)

1 O, 0.
= . .10
4Treo<V(x—1)2+y2+z2+Vx2+(y—1)2+z2> (3.103)

((x,,2) &= (1,0,0); (x,5,2) %+ (0, 1,0)). Sie entsteht durch Zusammensetzung; die
Ausdriicke (3.101) und (3.102) werden in den Ausdruck fiir ¢ eingesetzt. Der Ausdruck
(3.103) kann also als eine zusammengesetzte Funktion aufgefat werden.

3.6.2. Die verallgemeinerte Kettenregel

Natiirlich interessieren (z.B. zur Berechnung der Feldstirke E = —grad ¢ im vor-
hergehenden Beispiel 3.15) die partiellen Ableitungen der zusammengesetzten Funk-
tionen nach den neuen unabhéngigen Variablen. Die Rechenvorschrift, die diese
Aufgabe 16st, nennt man die verallgemeinerte Kettenregel.

Zur Beschreibung dieser Rechenregel betrachten wir zundchst den Fall, daB in einem
Gebiet G des Raumes R® eine reelle Ortsfunktion U(r) = U(x, y, z) gegeben ist und

x
daB3 der Ortsvektor r = < y | selbst eine Funktion einer weiteren Variablen ¢ ist; d.h.,
/x()\ \z
daB r=r(t) = y(t)) gilt. Aus U wird durch Einsetzen von r = r(¢) eine zusammen-
z(t)
gesetzte Funktion von ¢. (Man betrachtet z.B. die Temperaturverteilung U(r) in
einem Gefall G auf einer speziellen Raumkurve r(z).)

Satz 3.9: Es sei die Funktion Ur) = U(x, y, z) stetig differenzierbar in einem Gebiet

G < R3, und die Funktionen x = x(t), y = y(t), z = z(1) seien stetig differenzierbar im
x(t)°

Intervall a<t <b. Fir t € (a,b) liege x(t)= (y(t)) in G. Dann ist die Funktion
z(t) '

U@(t))= U(x(t), y(t), z(t)) auf (a, b) stetig differenzierbar nach t, und es gilt die

Gleichung (verallgemeinerte Kettenregel)

d—Ufi't(i)= %+ Uy + Uz, (3.104)

. . dy .
wobei x = % Y= d—J; , 2= 3—i ist und die partiellen Ableitungen U,, U,, U, an der

Stelle (x, y, z) = (x(2), y(¢), z(¢)) zu nehmen sind.
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Gleichberechtigt verwenden wir die folgenden Schreibweisen:
dU(r(r)) OU dx  O0U dy , U dz

& o Ty et w
_ad
dU@@) _ 83U

. dU(x(z))
i a F oder —a = (grad U) - r.

Wir gehen jetzt zum allgemeinen Fall iiber, daB die zusammengesetzte Funktion
sine Funktion mehrerer Verdnderlicher ist.

Satz 3.10: Es sei f(x, y, z) eine in einem Gebiet G C R3 definierte stetig differenzierbare
Funktion, und die Funktionen x = g,(u, v); y = g:(u, v); z = g3(u, v) seien stetig diffe-
-2nzierbar in einem Gebiet B C RE. Fiir (u, v) € B liege (g:(u, v); g2(u, v); g3(u, v)) in
G. Dann kann die zusammengesetzte Funktion F(u, v) = f(g,(u, v); g:(u, v); gs(u, v))
zebildet werden. Die Funktion F(u, v) ist stetig differenzierbar in B, und es gelten die
Gleichungen

oF _Of O0x 9o 9y  Of Oz
T = B B e (= )
oF [ Of O0x  Of 9y  Of 0z

_aj—flx'gllv-l-fly'gzlvﬁ—f?z'gslv k——a}'a—v Wa—u a—za—u),

(3.105)

wobei die partiellen Ableitungen fi, fiy, fi. an der Stelle (x, y, z) = (g,(u, v); g:(u, v);
g3(u, v)) zu nehmen sind.

Bemerkung 3.9: Zur Giiltigkeit der verallgemeinerten Kettenregel (in irgendeiner
ihrer bisher oder im folgenden angegebenen Formen) reicht die Voraussetzung der
totalen Differenzierbarkeit der zur Bildung der zusammengesetzten Funktion benutz-
ten Funktionen aus. Einen diesbeziiglichen Beweis findet man in [4]. Er beruht auf

der Benutzung der Zerlegungsformel (s. 3.2.).

Beweis der Kettenregel

Wir beweisen die verallgemeinerte Kettenregel fiir den Fall, daf3 eine zusammen-
gesetzte Funktion von einer Verdnderlichen dadurch gebildet wird, daB in eine Funk-
tion von zwei unabhéngigen Verdnderlichen zwei Funktionen von nur einer Verdnder-
lichen eingesetzt werden. Genauer sei vorausgesetzt: Die Funktion f(x, y) sei im Ge-
biet G < R? definiert und dort total differenzierbar, ferner seien die Funktionen
@1(2), @o(¢) im Intervall (a, b) (@ < b) erkldrt und differenzierbar. Fiir ¢ € (a, b) gelte,
daB der Punkt (Vektor) @i(¢) e; + @s(?) e, in G liegt, so daB die zusammengesetzte
Funktion

U@) = fgi(8), (1)) (@ <1< b)

definiert ist. Anstelle der totalen Differenzierbarkeit von f(x, y) kann man auch for-
dern, daB f(x, y) in G iiberall stetig partiell nach beiden unabhéngigen Variablen dif-
ferenzierbar ist, da aus dieser Voraussetzung die totale Differenzierbarkeit von f(x, y)
folgt. Wir halten ein ¢, € (@, b) fest und betrachten den zugehorigen Differenzen-
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quotienten fiir die Funktion U(z). Es sei # #= 0, und damit wird
Uty + h) — Ult)) _ flpi(te + h), @2ty + h)) — f(@u(t), o(t0))

h - h
_ S(@a(te + 1) — @1(te) + a(t0), P2 (to + h) — @a(te) + @a(te)) — f(@s(te), P2(to))
h
_ S(@1(to) + Axy, @a(to) + Ayo) — flpu(t), Pe(to))

h

wobei zur Abkiirzung Ax, = @,(fo + k) — @i(te), Ayo = @a(te + B) — o(ty) gesetzt
wurde.

Nach der Zerlegungsformel (s. 3.3.1.), angewandt auf den Zahler des obigen Bruches,
ergibt sich mit o = JY(Axo)® + (Ay,)? '

o3 1) = U _ L (73 (gt pal) Ao + fials(t), (i) Ayo + o),

wobei 7 = 5(@i(t), P2(t), Axy, Ay,) mit ¢ — O ebenfalls gegen null geht..

Es bestehen die folgenden Gleichungen (ausfiihrliche Schreibweise der obigen Ab-
kiirzungen)

Axy @1t + h) — @i(to) Ayy  @a(te + 1) — @alto)

h h ’ o h
_g_ _ V(Axo)z;' (Ayo) _ V( A}i‘o )2 + (A},:’o )2 )

Auf Grund der vorausgesetzten Differenzierbarkeit von g;(¢), @.(¢) ergeben sich aus
diesen Gleichungen die folgenden Limesbeziehungen fiir den Grenziibergang 4 — 0:

X , . A ,
= (1), lim =2 = gy (1),
heo h hoo h

lim % = Vg () + (7 @) =
h—0

-

Aus der letzteren Limesbeziehung folgt die weitere

limp=20
h—0
(denn o=h- ( , also lim ¢ = lim A4 - lim 2_0.4= 0) Daraus ergibt sich weiter
h—0 h—0 h—0 h

. 4
o T\
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zzan lim g (_g_) = (lim 1}) (hm ) 0.-4=0, dalimg=0und somitlim = OlSt)
hs0  \h h—0 h0 b h~0 h=0

Auf der rechten Seite der zuletzt hingeschriebenen Gleichung fiir den Differenzen-
- _:tienten von U(¢) 148t sich in jedem der drei Summanden der Grenziibergang A — 0
- -chfithren. Also existiert auch der Grenzwert der linken Seite, und dieser ist dann
-::n Definition gleich dem Differentialquotienten U’(,). Wir erhalten somit die
r=»linschte Beziehung

U'(ty) = firpy + fia2'
« obei rechts die Variablenwerte x = @,(%), ¥ = @a(ty), t = ¢, einzusetzen sind.

Im allgemeinen Fall haben wir s Funktionen von je nVeranderlichen f; (x;, ..., X,);
X1, eees Xn); eees f5(X1, ..., %), in die n Funktionen von je k Verdnderlichen
=g (U, eeer U); Xg = Zo(Uys eees Uk); ooe3 Xn = nlthy, ..., Uy) eingesetzt werden und
-:mit s zusammengesetzte Funktionen

Fy(uy, ooy ) = f1(81 (415 ooy ti); ooes 8n(tas ovs U)),
Foy(uy, ooy i) = fo (1 (U1, o )5 oo 8n(Uas oees Ui)),

..............................

F (ula uh) fs(gl(uly [XXE) )’ s gn(ul’ seey uk))
zzbildet werden. Die verallgemeinerte Kettenregel lautet fiir diesen allgemeinen Fall

oF, k kof Ox,
= 28 (= 2 G o) (3.106)

xr

wobei die rechts auftretenden partiellen Ableitungen f;, an der Stelle x,=
(U, ey U); Xo = go(Uyys ooey U); oon 3 Xn = gn(Uy. .... u;) zu nehmen sind.

Die verallgemeinerte Kettenregel gewinnt die einfache und anschauliche Bedeu-
-ung der gewohnlichen Kettenregel fiir reelle Funktionen einer reellen Variablen zu-
riick, wenn wir sie vektoriell schreiben. Hierbei fassen wir die Variablen x, ..., x,
zu einem Spaltenvektor x; die Funktionen f(x;. ... X..); ...; fi(X1, ..., X;) Zu einem
Spaltenvektor f(x); entsprechend die Variablen u;. ..., u; zu einem Spaltenvektor u
und die Funktionen g;(uy, ..., #x); ...; & (U;. ..., u:) zu einem Spaltenvektor g(u) und
schlieBlich die zusammengesetzten Funktionen Fj(uy, ..., Uk), -oos Fs(Uy, ..o, ux) zu

einem Spaltenvektor F(u) zusammen. Bezeichnet (DF) (u) die Matrix ( gi‘) und sind

(Df)(x) bzw. (Dg)(u) die entsprechenden Matrizen fiir f bzw. g, so 1aBt sich die in der
obigen Formel (3.106) ausgedriickte Regel in der Form

(DF)(u) = (Df)(g(w)) - (Dg)(w) (3.106')

schreiben (man beachte hierzu die Regeln der Matrizenmultiplikation). Beriicksich-
tigt man die Gleichung F(u) = f(g(u)). so erhilt man die Bezichung

(Df(g))(w) = (Df)(g(w) - (Dg)(u). (3.106")
Beispiel 3.16: Fir das Potential zweier Punktladungen (s. Beispiel 3.14) ¢ =

1 <&+ Q“’)mlt ri=Y(x— 12— 3>+ 22 und ry = Jx* + (y — 1)* + 2 berechne
4TC£0 rl ry
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man die Feldstirke E = —grad ¢ im Punkte P (0,0, 0). Zur Losung bilden wir grad ¢

_ g?’ e+ g_j;ez + gj €3 = @, e;+ @, e+ @, e; und dazu nach der verallgemeinertén
Kettenregel
_ Op _% atp or,
== 3, ox  or, ox’
_Op Or,  Op Ory
P= 8, oy T or, 0y
_ 99 On , Op Or
=5 oz " or, 0z
Da alle GroBen @, ..., @, nur an der Stelle P(0, 0, 0) benétigt werden, berechnen wir

die erforderlichen HilfsgréBen —— Op Or "1 fijr diese Stelle. Es giltdann x =y =z=0und

r, = ry =1, und daher ist Or,” ox
%= -0 L _Ql . ﬁ= —0 _l_ —0s |
Or, 4me, r® A4me, > Or, 4dme, re 4me,
6r1=x—1=_1; %=i‘_=0’
Ox r Ox I
arlzlzo; %=y—-l__1,
dy n dy ry
or, z . or, z
Bz % 5z " 0
Daraus folgt ¢.(0, 0, 0) = L ; 9,(0,0,0)= Qg ; 9:(0,0,0) = 0. Die gesuchte
0

Feldstiarke ist daher gleich E =— (Q1 e, + O, e;). Wie 148t sich dieses Ergebnis
physikalisch deuten?

Die Notwendigkeit fiir die Benutzung der verallgemeinerten Kettenregel wird dann
besonders deutlich, wenn die Ableitungen einer zunidchst nicht ndher bestimmten
Funktion auf neue unabhingige Variablen umgerechnet werden sollen. Ist z.B.
f(x, y) eine bekannte (nicht naher festgelegte) hinreichend oft differenzierbare Funk-
tion der unabhéngigen Variablen x und y und werden anstelle dieser unabhingigen
Variablen durch die Beziehungen x = r cos ¢, y = r sin ¢ neue unabhéngige Variablen
r und ¢ eingefiihrt (sog. Polarkoordinaten, s. auch 2.6.2.), so erhalten wir eine zusam-
mengesetzte Funktion F(r, ¢) = f(r cos @, r sin @), fiir die in entsprechenden Punk-
ten (x, y) und (r, ) die Gleichung F(r, p) = f(x, y) gilt.

Es werde z.B. die partielle Ableitung gl: gesucht. Nach der verallgemeinerten
Kettenregel gilt

oF Ox dy

oF -
o =S, e, a0 o=fiicosg+fiysing
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==d weiter wird, wieder nach der verallgemeinerten Kettenregel,

oF Ox
o (ﬁu ar +fize* )COS?""(ﬁn ar + fiea y)SHNP

= fi1 cos? @ + fi12 Sin @ cos @ + fiz; COS @ sin @ + fige Sin%p
= fi11 cos? @ + 2fi1, sin ¢ cos @ + fige 8in% ¢ oder schlieBlich
O*F . .
o cos? @ + fiys sin 29 + fis, sin® .

Wesentlich ist nun, daB auf der rechten Seite der letzteren Gleichung die partiellen
Ableitungen einer ganz beliebigen (zweimal d1ﬂ”erenz1erbaren) Funktion f(x, y) auf-
—eten. Die verallgemeinerte Kettenregel verhilft uns hier zu einem allgemeingiiltigen
Ausdruck, der die Rechnung fiir Spezialfille vereinfacht und abkiirzt.

Ist z.B. Sfx,y) = x4+ )2 +y , 80 gilt fiyy =2, fiza=0, figs =2+ 6y und somit
w2gen y=r sin ¢

0*F .
Era = 2 cos? ¢ + (2 4 6r sin @) sin 2.
Man beachte, daB fiir die Variablen x und y iiberall die durch r und ¢ gegebenen
Ausdriicke eingesetzt werden miissen.
Wir betrachten noch ein zweites Beispiel. Es seien P;(x;, y;, z;) und Py (x;, Vs, 25)
—wei verschiedene Punkte des R® mit den Ortsvektoren r; und ry. Mitr= xe, + ye, + ze;,
Zem Ortsvektor eines (variablen) Punktes im R®, bilden wir die Abstinde

rn=lr—r) und ry=|r—nry.
Es sei f(u, v) eine fiir (4, v) € R? zweimal stetig differenzierbare Funktion. Wenn wir

Zar u den Wert ry, fiir v den Wert r, in f(u, v) einsetzen, erhalten wir eine zusammen-
gesetzte Funktion A(x, y, z) = f(r1, r;). Wir stellen uns die Aufgabe, den Ausdruck

Ah = hpy + hige + higs zu berechnen. Nach der Kettenregel erhalten wir:
hiy = furny + fisrair und iy = figg s 1Py fise P Pain F fizn Fuaran

+ fiaarPin + fisruna + fiafain . -

1
Ferner gilt, wegen ;= (x — X))’ + (0 — y 2 + (2 —z)® ?,
X=X, 1 2 2).
ri= ;5 nin=—5r — (x = x1)%);
r r
— z—z
"1I2=y rlyl; rig = " 23

entsprechende Ausdriicke erhalten wir fiir Ay, und /i3 SOWie€ ryiga, Fuisss Fairs Palzs
7213, Fal11s F2lees T2l33-
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Die Zusammenfassung von Ay, iz, und hAigg im Ausdruck Ak ergibt (wegen

fllz =ﬁ21)
Ah = finlridin + ridi + ridis] + 2fielrusran + roeras + rusrais] + fiaelra?,

+ r%1s + rois] + fialruu + ruee + russl + fia[Paing + raiee + raiss)
2fi12

P [(x=x)(x—Xx)+ (=) (Y —y2) + (z = 2z1) (z — 22)]

=fin+

2 2
+ fiee + —fi1 + — fie-
n re
Eine einfache Rechnung zeigt, daB3 das Ergebnis auch in der Form

r _ll'l —nf

r 2 2
Ak = fin +ﬁ22+ﬁ12(7:'+ s s )+Zfl1 +72— I2
geschrieben werden kann.

Aufgabe 3.6: Mittels der verallgemeinerten Kettenregel berechne man die erste Ab-

leitung z = —g—j der Funktionen
a)z=e">% mit x=sint; y=13%
b)z= ;‘—m mit x = x(t); y = y(t) (m, n reell und positiv; x > 0, y > 0);

1

Qz=y* mitx=t y=t (>0).

3.7. Implizite Funktionen. Implizite Differentiation

3.7.1. Implizit definierte Funktionen einer Variablen

Bei der Berechnung von Planetenbahnen st6B8t man auf die ,,Keplersche Gleichung
x+y—esiny=0,

die den Zusammenhang zwischen der exzentrischen Anomalie y und der mittleren
Anomalie x bei gegebener Planetenbahn (e: Exzentrizitdt der Bahnellpise) festlegt.
Es interessiert hierbei die explizite Abhéngigkeit der Variablen y von der Variablen x,

y =fx).

Offensichtlich kann man diesen Zusammenhang nicht ohne weiteres durch Auflésen
finden. Andererseits erkennt man sofort, daB3 das Wertepaar x = 0, y = 0 die obige
Gleichung erfiillt und somit die Gleichung

0 =)
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zziten muB (falls iiberhaupt eine Auflosung in der gewiinschten Form existiert).
Zar ndheren Bestimmung des Verhaltens von f(x) in einer Umgebung von x = 0
=ire es giinstig, den Wert f'(x)|;.o zu kennen. Da f(x) nicht bekannt ist, fehlt zu-
-ichst jede Moglichkeit, diesen Wert der ersten Ableitung zu berechnen. Wir wer-
Zen im folgenden ein allgemeines Verfahren zur Bestimmung der Ableitungen von
-'x) kennenlernen, das die explizite Funktion f(x) nicht benétigt. Zuvor fragen wir
-ach Bedingungen, wann es iiberhaupt zu erwarten ist, da ein allgemeiner Zusam-
menhang zwischen den reellen Variablen x und y

F(x,y) =0
zach in der Form y = f(x) dargestellt werden kann. Falls dies moglich ist, muB also
Flx,f(x)) = 0 gelten. Wir sagen dann, die Funktion f ist implizit durch die Bezie-
~ung F(x, y) = 0 gegeben oder F(x, y) = 0 kann emdeutlg nach y aufgelost werden.
Zunichst einige Beispiele zur Erlduterung:

Beispiel 3.17 : Die Funktion F(x, y) = y® — x? ist in der gesamten x, y-Ebene erklirt.
F(x, y) = 0 bedeutet dann y® — x* = 0, und hieraus folgt y = ]/x2 Zu jeder Zahl x

zehort also genau eine Zahl y = f(x) = ]/xz, so daB F(x, f(x)) = O gilt. Bei gegebenem
x kann also F(x, y) = 0 auch als Bestimmungsgleichung fiir y aufgefaBt werden. Die
Niveaulinie F(x, y) = 0 ist dig im Bild 3.7 skizzierte Kurve.

y

&y

Bild 3.7

Y
|

Beispiel 3.18: Die Funktion F(x,y)= x2— 32+ 1 ist in der gesamten x, y-Ebene
erkldrt. F(x, y) = 0 gilt fir keinen Punkt (x y) — denn fiir alle (x, y) gilt x® + y?
+ 1 > 0. Die genannte Fragestellung entfallt also fiir dieses Beispiel.

Beispiel 3.19: Die Funktion F(x,y)= (x> y>*— 1) (x* + y* — 9) ist in der gesam-
ten x, y-Ebene erklirt. F(x,y) = 0 bedeutet x> + 2 — 1 =0 oder x4 y* — 9 =0,

d.h., F(x, y) = 0 gilt fiir alle Punkte auf dem Einheitskreis und alle Punkte auf dem
Kreis mit dem Radius 3 um den Nullpunkt. Man erkennt folgendes (s. Bild 3.8): Es

sei x; gewdhlt-mit —1 < x, < 1. Dann gibt es zu x; vier Zahlen Y1s Vo> Va5 Vas SO daB
. 1 .. .
F(x1, y1) = F(%y, y2) = F(x1, y3) = F(x1, y) = 0 gilt (zu x, = 3 gehoren die vier

6 Harbarth/Riedrich, Diff. Rechn.



82 3. Partielle Ableitungen und totales Differential

YA

» Bild 3.8

-

-3 -7\% !
L/

Zahlen y, = % V35, Yo = % V3, V3= — % ]/§, Vo= — % ]/?5—) Zu einem Xx, mit

1 < |xy| < 3 gehéren zwei Zahlen ys, yq, so daB F(x,, y5) = F(x,, ys) = 0 gilt.

Es gibt also bestimmt keine Funktion f, so daB3 die gesamte Niveaulinie F(x, y) =0
(die in die beiden Kreise x® + y* = 1 und x? + »? = 9 zerfillt) in der Form y = f(x)
dargestellt werden kann. Die Gleichung F(x, y) = 0 ist also nicht eindeutig nach y
auflosbar, d.h., F(x,y) =0 ist bei gegebenem x keine eindeutige Bestimmungs-
gleichung fiir y. Jedoch ist folgendes moglich: Wir greifen einen der genannten Punkte
heraus, etwa den Punkt P(x;, y,). Man kann dann eine Rechtecksumgebung U um P
legen, so daB das in dieser Umgebung U von P verlaufende Teilstiick der gesamten
Niveaulinie F(x, y) =0 in der Form y = f(x) dargestellt werden kann. Der Punkt
P(x,, y,) liegt auf der unteren Hilfte des Kreises x> + y? = 9; fiir das genannte Teil-

stiick wiirde also die eindeutige Auflosung nach y lauten: y = f(x) = -9 — x2.
Man sagt fiir diesen Sachverhalt auch: F(x, y) = 0 konnte lokal eindeutig nach y
aufgelost werden. Im Beispiel 3.17 konnte man dann sagen: F(x, y) = O ist global
nach y auflosbar. In der Nédhe des Punktes Q(3;0) ist allerdings auch eine lokale
Auflosung nach y der eben genannten Art nicht moglich. Betrachten wir ndmlich

eine beliebige Rechtecksumgebung U von Q(3; 0), so enthélt sie sowohl Punkte vom
oberen als auch vom unteren Halbkreis. Zu einem x in der Ndhe von x = 3 gibt es
dann zwei y-Werte so, daB (x, y) in U liegt und F(x, y) = 0 gilt. (Im Punkt Q(3; 0)
besitzt die Niveaulinie F(x, y) = O eine horizontale Tangente; es gilt Fi,(3; 0) = 0.)

Unsere Beispiele zeigen, daB3 wir im allgemeinen nicht erwarten diirfen, daB durch
eine Gleichung der Form F(x, y) = 0 eine einzige ganz bestimmte Funktion y = f(x)
gegeben ist. Erst wenn wir unsere Betrachtung auf ein hinreichend kleines Gebiet der
x, y-Ebene einschrinken, konnen wir mit der eindeutigen Auflosbarkeit der Gleichung
F(x,y)=0 und damit mit der Existenz genau einer implizit definierten Funktion
rechnen. Der folgende Satz gibt dariiber genauere Auskunft.

Satz 3.11: Die Funktion F(x, y) und ihre partiellen Ableitungén erster Ordnung Fi,(x, y);
Fi,(x, y) seien in einem Gebiet G der (x, y)-Ebene stetig. Der Punkt Py(x,, y,) gehore
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= Menge aller Punkte P(x, y), fiir die die Gleichung F(x,y) = 0 gilt, d.h., es gelte
= x4, ¥) = 0. Auflerdem gelte die Ungleichung

Fiy(xo, y0) + 0. (3.107)

2« gibt es genau eine Funktion y = f(x), die in einer gewissen Umgebung U, von x,
=if der Zahlengeraden) definiert ist und fiir die die Beziehungen

Sxo) = Yo, (3.108)
Fx,f(x))=0 (x €Uy
rzlten. Die Funktion f(x) ist fiir x € U, stetig differenzierbar, und es gilt

oF
/ Fiy(x, f(x)) X
f(x)=*m (xEUo)=——blT (3.109)

W |(xeUpy=1(x)

7.2. Implizite Differentiation implizit definierter Funktionen einer Variablen

Der Satz 3.11 liefert nur eine Existenzaussage und informiert uns nicht dariiber,
s1e die Auflésung y = f(x) (die implizit definierte Funktion) der Gleichung F(x, y) = 0
refunden werden kann. Tatsdchlich ist es in der Mehrzahl der auftretenden Fille
znmoglich, eine exakte Losung der Gleichung F(x, y) =0 (Auflésung nach y bei
regebenem x) in formelméBig geschlossener Form (s. Beispiele 3.17 und 3.18) anzu-
zeben. Die Funktion f(x) kann im allgemeinen nur ndherungsweise berechnet werden.

Héufig interessieren jedoch nur Werte der Ableitungen f'(x), f"(x), ... der durch die
Gleichung F(x, y) = 0 gegebenen Funktion an der Stelle x = x,. An der Stelle x = x,
st der Funktionswert f(x,) ja gleich y,; f(x,) = y, und y, sind bekannt. Zur Berech-
-ung dieser Ableitungen (ihre Existenz vorausgesetzt) geht man von der Gleichung
F(x, f(x)) = 0 aus, die fiir alle hinreichend nahe bei x, gelegenen x besteht, und wendet
auf diese Gleichung die verallgemeinerte Kettenregel an. Das heiBt, in die Funktion
von zwei Variablen F(x, y) setzen wir die Funktionen einer Variablen g,(x) = x;
2:(x) = f(x) anstelle der urspriinglichen Variablen ein und bilden so die zusammen-
gesetzte Funktion u(x) = f(g,(x), g2(x)) = F(x, f(x)). Auf Grund der Definition von
A(x) gilt aber (s. Gleichung (3.108)) u(x) = 0 fiir alle x aus einer Umgebung von x,.
Also sind sdmtliche Ableitungen u'(x), u"(x), ... dort ebenfalls gleich null. Die An-
wendung der verallgemeinerten Kettenregel liefert somit die Beziechungen:

0 = u'(x) = Fir(x, /(x)) + Fia(x. f(x)) - f'(x), ™
0 = (%) = Fina (%, f(x)) + 2F 15(x, f(x)) - f'(x) + Figs (x, £()) (' (x))?
+ Fia (x, f(x)) /" (), . **)

Aus der ersten Gleichung (*) ermitteln wir durch Auflosen f'(x):

’ El(x9f(x)) _ F-l’(x’y) _ _& —
SO == Ffa) ~  Ey - F ¢/ (.110)
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Den gefundenen Ausdruck setzen wir in die zweite Gleichung (**) ein und 16sen nach
f7(x) auf. Dies ergibt

L 2B, f10) Fia (5, /)
@ = ey (o) Fra(e, 70)
. Fin( f(2) (Fu(x,f(x)))z)
(FiaCe, JO))°

— 1 .
= Tt o)y e ) Fin(x. fx)

—2Fi1(x, f(x)) Fia (%, f(x)) Firz (%, (%)) + (Fi2(x, f(x)))® Fiaz(x, £(x)))
2

=y T b+ 25y — ) 0 =f) (3.111)

Der letzte Ausdruck 148t sich auch als Determinante schreiben:

0 F, F, |
F, Fp» Fa:y
Fl'/ F-"?y F.’Iy

£ = (—Fl)— = 1) (3.112)

Auf diese Weise konnen auch alle héheren Ableitungen von f(x) ermittelt werden.
An der speziellen Stelle x = x, gelten die Beziechungen

f(xO) o Yo
Y - Fz(xo: J’o)
I ) = Fy(x0,¥0)°
N 1 5
S (%) = (Fy(xo,yo))s (—(Fy (%05 Y0))* Frz (X0, ¥0)

+ 2F: (X0, ¥o) Fy(Xo5 o) Fzy(xo,_)’o) — (Fz(xq5 ¥0))* Fyy(xo5 o))
(3.113)

Beispiel 3.20: Man iiberpriife, ob in einer Umgebung von x, = 0 durch die Gleichung
F(x,y)=xe¥.— ye*+ x =0 eine Funktion y = f(x) implizit dargestellt wird und
berechne gegebenenfalls die Werte f’(0), f(0). Zunichst folgt aus x =0 und
F(x,y)= 0 die Gleichung y = 0, so da8 also (xy, y,) = (0, 0) die zu untersuchende
Stelle ist. Es gilt

Fo=¢V—ye? 4 1; F,=xev—e*
und speziell
F,(0,0)=2; F,0,0)=—1.

Wegen F,(0,0) =& 0 ist (nach Satz 3.11) eine Auflésung der Gleichung x e¥ — y e*
+ x = 0 nach yfiir alle x aus einer Umgebung von x, = 0 moglich; es gilt dort y = f(x)
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=21 f(0) = 0. Nach den obigen Formeln erhalten wir

F(0, 0)
F,0,0)
“emer gilt F,,= —ye®; F, =ev¥—e*; Fy=xeY, und speziell ist F,,(0,0)=0;

75(0,0) = 0; E,,(0,0) =0, und wir erhalten nach den obigen Formeln die Glei<
zung 7(0) = 0.

fO)=— =2.

3<ispiel 3.21: Die Stromlinien einer ebenen Potentialstromung (wirbelfreie Strd-
—ung einer inkompressiblen reibungsfreien Fliissigkeit), die durch zwei feste Wénde

:=0undy= x]/3 (x = 0) begrenzt wird und in dem von diesen Wénden berandeten
Winkelrau’m verlduft, sind durch die Gleichung U(x, y) = const mit U(x, y) = 3x%y
— ¥3 gegeben (U bezeichnet die sog. Stromfunktion). In welchen Gebieten der (x, y)-
“bene lassen sich diese Stromlinien in der Form y = f(x) darstellen? Man unter-
suche speziell die Stromlinie U(x, y) = 11; diese enthilt den Punkt P(2;1). Zur
Losung dieser Aufgabe setzen wir F(x,y) = U(x, y) — 11 = 3x%y — y® — 11. Es gilt
f-= 6xy und F, = 3(x* — »?). Die partielle Ableitung F, verschwindet im betrach-
s2ten Winkelraum nur fiir y = x, also auf der Winkelhalbierenden des ersten
Quadranten. Der Stromungsberéich wird also in die beiden Teilbereiche B, =
(x, )| x< y < xV/3; x = 0} und B, = {(x, ) | 0 < y < x; x = 0} zerlegt. Die Punkte
der Stromlinie F(x, y) =0, die in B, liegen, lassen sich durch eine Funktion y = f,(x)
darstellen; die Punkte der Stromlinie F(x, y) = 0, die in B, liegen, lassen sich ent-

sprechend durch eine Funktion y = f,(x) beschreiben. Nach der Formel y’ = %

gilt somit y’ = y2 e x>0y + x), wobei F(x,y)=0 ist. Im Inneren von B1

bzw. B, ist der Ausdruck g ny e positiv bzw. negativ. Somit gelten die Ungleichun-

gen f;'(x) > 0 und f3'(x) < 0; d.h., fi(x) ist eine wachsende, f;(x) eine fallende Funk-
ton. Die Stromlinie F(x,y) = 0 schneidet die Gerade y = x in einem Punkt, fiir

dessen Abszisse x die Gleichung F(x, x) =0 oder x3= 1 gilt, also im Punkt

3 77 3 2
P %. s 121 Bei Anndherung an diesen Punkt von rechts gehen die Ableltun-
gen fi'(x) bzw. f;'(x) gegen + oo bzw. —oo; die Stromlinie besitzt also bei x = 121_

eine zur y-Achse parallele Tangente. Die Funknonen y = f1(x) und y = f,(x) beschrei-

ben somit .zwei Kurven, die im Punkt P( an

l/ 121 )zusammenhangcn d.h,, es

liegt in Wirklichkeit nur eine einzige Kurve vor, die aber durch zwei Funktionen

, 3 /77 3 /7
y = fi(x) und y = f5(x) beschrieben werden muBl. An der Stelle P( / 121 ; 171) ist

eine Auflosung der Gleichung F(x, y) =0 in der Form y = f(x) nicht méglich, denn
in jeder Umgebung des genannten Punktes hat die Gleichung F(x, y) = 0 die beiden
verschiedenen Lésungen y = fy(x) und y = f5(x). Fiir jeden anderen Punkt der Strom-
linie F(x, y) = 0, z.B. den Punkt P(2; 1), gibt es eine hinreichend kleine Umgebung
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dieses Punktes, in der y = fi(x) oder y = fy(x) (z.B. fiir den Punkt P(2; 1)) die ein-
zige Losung der Gleichung F(x, y) = 0 ist.

Zur weiteren Untersuchung der Form der Kurve F(x, y) = 0 betrachten wir die
Auflosbarkeit der Gleichung F(x, y) = 0 nach x. Fiir jeden Kurvenpunkt P(x, y)
mit x > 0 und y > 0ist wegen F,(x, y) = 6xy > 0 eine solche Auflésung in einer ge-
wissen Umgebung von P(x, y) in eindeutiger Weise mittels einer Funktion x = g(y)
moglich, und man kann, indem man die Gleichung F(x,y)=3x%y — y>— 11 =0

3
nach x auflost, die Funktion g(y) erhalten: x = g(y) = V“% O <y < +o).
Y
Diese Funktion stellt den gesamten Verlauf der Stromlinie F(x, y) = 0 dar (denn das
Bestehen der Bedingungen F(x, y) = 0; x > 0,y > 0, ist zum Bestehen der Gleichung
x=g() (0 <y < +o) ersichtlich gleichwertig). Man rechnet leicht nach, daB
3 Ty 3 T
2'(»)= 0 nur fiir y — l/_lzl gilt und g”(y) fiir dieses y positiv ist. Die Stelle y = ]/ 1L

JA
F(le)ga

%
NI N
I
=

Fixy)=0
L . Bild 3.9
X

istalso die einzige relative Extremstelle von x = g(¥), und zwar die eines Minimums. Da
die Limesbeziehungen lim g(y) = + oo und lim g(y)= + oo gelten, liefert dieses relative
y—0 Yy —+-+400 3 /71 3 /71
11 11

Minimum sogar das absolute Minimum von g(y). Es gilt also 5= g 5 =z

fir 0 <y < +o0, d.h., die Stromlinie F(x, y) = 0 enthilt nur Punkte P(x, y) mit

3
11 x. Somit erhalten wir nachtriglich den (gemeinsamen) Definitionsbereich

- < :
von fi(x) und fy(x); diese Funktionen sind definiert fiir 12—1§ x < +oo. Der

3
Quotient Y= (J; 5 = 1131 - hat fiir y > 0 den Grenzwert 0 und fiir y — 4o
x & y
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Zen Grenzwert 3, d.h., die Kurve y = f5(x) nihert sich fiir x — +oco der x-Achse,

nd die Kurve y = fy(x) néhert sich fiir x — +co der Geraden y = x}/3. Das Bild 3.9
7aflt die iiber den Verlauf der Stromlinie F(x, y)= 0 gewonnenen Erkenntnisse zu-
sammen. Man iiberlegt sich leicht, daB die weiteren Stromlinien U(x, y) = const ein
zualitativ dhnliches Verhalten aufweisen.

Aufgabe 3.7: Man berechne durch implizite Differentiation die erste und zweite Ab-
‘eitung der durch die Gleichung 3x% — 2xy — »? = 0 implizit gegebenen Funktionen
»=f(x). Wie 148t sich das Ergebnis erkldren?

3.7.3. Implizite Funktionen von mehreren Variablen

Es liege nun der allgemeine Fall vor, daB in einem gewissen Gebiet G des Rau-
mes R™*" insgesamt n reelle Funktionen von m + n unabhidngigen Variablen
X1s ooy Xmj V15 ---» Yn gegeben sind:

2y =F1(X150es Xm3  Y1seees Vn)

Zn = Fn(x1,°": Xm; yl’--->yn) , (3'114)
oder in vektorieller Schreibweise
Z= F(x, y) (3114’)

21 X1 N
mitz=| : |;x=[ ! |;y= ( : ) . Uns interessiert die Frage, ob die Gleichung
Y/

Fx,y)=0 (3.114%)

Zn ) Xm

eine Auflosung nach y in der Form
y = f(x)

................... (3.115)
Fo(x1, o5 Xm; Y15y Yn) =0
sich nach den Variablen y,, ..., y, in der Form
Y1 =L1(X15 oo Xm)
........... (3.116)

Yn =fn(x1’ eeey xm)

auflosen laBt. Ist dies moglich, so nennen wir (3.116) ein Losungssystem fiir das
Gleichungssystem (3.115) oder ein System von durch die Gleichungen (3.115) impli-
zit definierter Funktionen mehrerer Variabler. Ohne Beweis geben wir zur Beant-
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2

wortung dieser Frage den folgenden Satz an, der den entsprechenden Satz 3.11
(3.7.1.) verallgemeinert.

Satz 3.12: Es sei x,©, ..., x,®; 3,9, ..., y,©) ein System von Werten, welches die
Gleichungen (3.115) erfiillt. Die Funktionen Fij(Xi, ..., Xm; Y1, .., ¥n) (J=1,.., 1)
seien in einer Umgebung des Punktes P, = P(xl( )y vy X5 3,0 L, y,@) im Rmtn

ach allen Variablen Xy, ..., Xmj Y15 «..» Yn Stetig partiell differenzierbar. Die Matrix

( L (P, )) , die aus den ersten partiellen Ableitungen der Funktionen F; nach
Yk 1<j, k=n

den Variablen y,, ...,y, an der Stelle Py= P(x,, ..., x,®; 3,0, ..., y,() gebildet
wird, sei nichtsinguldr (d.h., ihre Determinante sei von null verschieden). Dann. gibt
es eine Umgebung des Punktes Py im R™™, in der ein einziges Losungssystem

Y1=F1(X1s eees Xm)
e e e e (3.117)
Y= Jn(X15 eees Xm) .

des Gleichungssystems (3.115) existiert. Dieses Lisungssystem hat die folgenden Eigen-
schaften (die Eigenschaft 2. driickt die Eigenschaft ,,Lsungssystem zu sein‘‘ formel-

mdpig aus).
o = fl(x§0)7 ceny xig))

............ (3.118)
I = fu %05 s 2 5
2. es gilt
Fl(xh eeey xm; fl(xla seey xm)’ '"’fn(xla eeey xm)) = 0
............................... (3.119)

F,,(xl, veny xm; fl(xl, ceey xm), ...,fn(xl, essy xm)) = O
fiir alle xy, ..., x,, aus einer Umgebung des Punktes P(x,\%, ..., x,,0) im R™;
3. die Funktionen f1(X1, ..., Xm)s sees Jn(X15 oes Xm) Sind nach den Variablen xy, ..., Xm

in einer Umgebung des Punktes P(x,%, ..., Xx,©)) im R™ stetig partiell differenzierbar.

37.4. Die Differentiation implizit definierter Funktionen mehrerer Variabler

Die Differentiation implizit definierter Funktionen mehrerer Variabler erweist sich
als eine Anwendung der verallgemeinerten Kettenregel. Wir gehen hierbei aus von
der Eigenschaft 2., Satz 3.12 (3.7.3.) fiir ein Losungssystem

) 0 (
= f1(X15 es Xm) )’10' =f1(x<1 ), vy x:;?))

Yo =Frn(X15 vees Xm) 1.0 = £(x2, ..., x9)
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eines Gleichungssystems

Fl(xl’-": Xm s yl’"'ayn):O

...................

Es gelten némlich (fiir alle x,, ..., Xn aus einer Umgebung von P(x; %, ..., x,,(¥)im R™)
die Gleichungen

Fi(xy, cois Xmi J1(X1s eees Xm)s eees Jrn(X1y eees Xm)) =0
............................... (3.120)

Fo(x1y s Xm3  J1(X15 cees Xim)s vees S (K15 cens Xm)) =0
Es seien auch die iibrigen Voraussetzungen des Satzes 3.12 (3.7.3.) (stetige Differen-
zierbarkeit, Matrix (%f}—’ (Po)) nichtsingulér) erfiillt. Dann erhalten wir durch partielle
k

Differentiation der j-ten Zeile von (3.120) nach der Variablen x, mittels der verall-
gemeinerten Kettenregel die folgenden Beziehungen:

_3F _3F o  OF o OF, s
0= Ox;, t 0y,  Oxx + 0y, Oxy Tt 0y, Ox
G=1,.yn; k=1,..,m). (3.121)
: OF;  OF; )
Bezeichnet man die Matrizen (i) ; ( 5 ) und ( A ) mit DF;
axk 1<j<n ay, J1ZjEn \ axk 1=rsn
1=ksm 1Sr<n 1<ksm

D,F und Df, so lautet das System (3.121) in Matrizenschreibweise (0: Nullmatrix)
0 = D,F + D,F - Df, (3.121°)

wobei fiir die Variablen y, ..., y, iiberall die Werte f1(X1, ...y Xm)s coes Jn(X1s oovs Xm)
einzusetzen sind. Nach Voraussetzung ist die Matrix (D/F) (P,) nichtsinguldr. Wegen
der Stetigkeit der partiellen Ableitungen erster Ordnung von Fi, ..., F, trifft dies auch
fiir die Matrix (D,F) (P) fiir alle P aus einer gewissen Umgebung von P, im R™*" zu.
Es existiert also die inverse Matrix [(DyF) (P)]™1 fiir diese P. Daher konnen wir die
Gleichung (3.121") nach Df auflésen. Es gilt zunéchst

D,F - Df = —D,F,

und nach Multiplikation beider Seiten mit der inversen Matrix von D,F von links her
ergibt sich die Beziehung

Df = —[D,F]~! .- D,F, (3.122)
die ausfﬁhrlich geschrieben lautet
| ®f)x) = —[DyF) (x, {x))]* - D:F) (x, £(x)). (3.123)

In Koordinatenschreibweise kann die Gleichung (3.123) wie folgt geschrieben
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werden:

Gf, aFj -1 aF,. )
- (2L k=1,..,m), 3.124
( Oxe )1§r§n [( ay, )]1§jgn ( 0x 1gjsn ( m) ( )

1=r=n

womit eine formale Ahnlichkeit zur Formel fiir die Ableitung einer implizit definier-
ten Funktion von einer Variablen hergestellt ist (s. 3.7.2.).

Aufgabe 3.8: Man zeige, daB die Gleichung u(x* + »?) — (* + #*) — 4 =0 die im-
plizite Darstellung einer Funktion u = u(x, y, z) in der Umgebung des Punktes
Py (2 |—-3| 2) mit u(Py) = 1 ist und berechne grad u |p!

Aufgabe 3.9: Man untersuche, nach welchen zwei Unbekannten (x, y); (x, z) oder
(, z) sich das Gleichungssystem

x+yp—xz(x2—2z)—1=0
(x—2)—xy(x*+2) =0

in der Umgebung des Punktes Py(0 |1| 0) gemdB der allgemeinen Theorie in 3.7.4.
aufl6sen 148t. Man berechne dann die ersten Ableitungen dieser implizit dargestell-
ten Funktionen an dieser Stelle.

3.7.5. [Extremwerte impliziter Funktionen

Héaufig interessiert man sich fiir Extremwerte implizit definierter Funktionen. Wir
betrachten nur den Fall, daB die implizite Funktion durch eine Gleichung der Form

F(x,y)=0 (3.125)

gegeben ist, wo F(x, y) eine in einem Gebiet G des R? definierte Funktion ist. Zur
analytischen Behandlung dieser Aufgabenstellung setzen wir voraus, dal F(x, y) in
G stetige partielle Ableitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt. Es sei in G eine Auf-
16sung der Gleichung (3.125) nach y in der Form y = f(x) moglich, und es sei
F,(x, y) == 0 in G. Dann gilt nach 3.7.2., Formel (3.110) und (3.111),

/ FI 7 2
f(x)= ——I_Ty und f(x) = (F g (—F?F,, — 2F,F,Fy — F2F,,).

Eine notwendige Bedingung fiir das Eintreten eines Extremwertes ist das Bestehen
der Gleichung

fx)=

d.h. der Gleichung F,(x, y) = O (neben der Gleichung F(x, y) = 0, die die Funktion
¥ = f(x) beschreibt; denn nach unserer Voraussetzung ist F, & 0). Die zusitzliche
Bedingung f"(x) == O fiir eine Stelle x, fiir die f'(x) = 0 gilt, ist bekanntlich hin-
reichend fiir das Eintreten eines Extremwertes. Ist f'(x,) und damit F,(x,, y,) = 0

(mit F(x,,y,) = 0), so gilt nach der obigen Formel /"(x,) = — E’M Wir

erhalten somit das folgende Ergebnis: £y(%o0, Vo)



3.7. Implizite Funktionen 91

Satz 3.13: Notwendig fiir das Eintreten eines relativen Extremwertes der durch die
Gleichung F(x, y) = O implizit dargestellten Funktion y = f(x) an der Stelle x, ist das
Bestehen der Gleichung

Fz(xO’ yO) =0

mit y, = f(x,). Hinreichend fiir das Vorliegen eines Extremwertes von f(x) an dieser
Stelle ist das Nichtverschwinden des Ausdrucks

an:(xoy y()) .
Fy(xo, Yo)

Ist dieser Ausdruck positiv, so hat f(x) bei x = x, ein relatives Maximum, ist er negativ,
so hat f(x) bei x = x, ein relatives Minimum.

Anmerkungen

1. Zur Ermittlung der fiir relative Extremwerte der durch die Gleichung F(x, y) =0
implizit gegebenen Funktion in Frage kommenden Stellen sind (x, y) mit

F(x,y)=0,
F, z(x’ Y ) =0
zu suchen und die gefundenen Werte in den Ausdruck%einzusetzen.
u\*0s )0

2. Erweist sich der letztere Ausdruck dabei als gleich null, so miissen mittels impli-
ziter Differentiation hohere Ableitungen gebildet und auf ihr Nichtverschwinden hin
untersucht werden. Es sind dann die Kriterien aus Band 2. Abschnitt 7.3., anzuwen-

den.

3. Punkte, in denen auler F(x, y) = 0, F-(x. )= 0 noch F,(x, y) = O gilt, schlie-
Ben wir grundsétzlich von der Betrachtung aus, da sie jeweils gesonderte Untersuchun-
gen erfordern.

Beispiel 3.22: F(x,y) = y®> — 3xy + x*. Gesucht sind die relativen Extremwerte der
durch F(x, y) = 0 implizit dargestellten Funkton » = f(x). Es gilt F, = —3y + 3x?,
F, = 3y* — 3x, F;; = 6x. Das Gleichungssystem F = 0, F, = 0 liefert die Bedingun-
gen y=x* und damit x%—3x® - x* = x*(x* — 2) = 0 mit den reellen Wurzeln
X, =0; X = ?i/i (es gibt noch zwei komplexe Wurzeln x3, x,, die natiirlich nicht in Be-

8 —

tracht kommen). Zu x; gehort der Wert v, = 0; zu x, gehort der Wert y, = ]/4. Im

Punkt (x;,y,) ist F,(x, y) = 0, solche Punkte sollten nicht betrachtet werden. Im
8 —

Punkt (x,, y») ist F,(%,y) = 0 (es gilt F,(xz, ys) = 3}2), und weiter gilt Fy,(xs,ys)

—_ 3,—
= 6]/2, und somit ist f"(x;) = —2. Also liegt bei x, = J2 ein relatives Maximum
der in einer gewissen Umgebung des Punktes (x;, ¥,) durch die Gleichung F(x,y)=0
implizit dargestellten Funktion y = f(x) vor.
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3.8. Die Funktionaldeterminante eines Funktionensystems

3.8.1. Geometrische Eigenschaften, die mittels der Funktionaldeterminante
ausgedriickt werden konnen

In neuerer Zeit setzt sich immer mehr die Auffassung durch, Abhangigkeiten und
Zusammenhédnge, die durch Funktionen mehrerer Variabler beschrieben werden,
als Abbildungen aus einem Raum R™ in einen Raum R" aufzufassen. Wir haben
von dieser Auffassung bereits an den verschiedensten Stellen Gebrauch gemacht
(s. Abschnitt 3.6.). Die Funktionaldeterminante oder auch sog. Jacobische Determi-
nante stellt ein weiteres Hilfsmittel dar, Abbildungseigenschaften auszudriicken. Zur
besseren Verstindlichkeit betrachten wir zunichst nur Abbildungen f: R? — R? bzw.
g: R®— R3. Es sei x > f(x) = (Jj}((;l’;"’)) ) eine Abbildung eines Gebietes G < R?

2\ N1y A2
in den R?. Hierbei ist es zweckmiBig, von der Vorstellung auszugehen, daB3 die Werte
Ji(x1, x3); fo(x1, x;) die Koordinaten des Bildpunktes Q(u, v) € R? des Original- oder
Urbildpunktes P(x;, x;) € R? sind. Wir setzen also

u = fi(x1, x,)
((x15 x5) € G).
v = fa(%1,%;) 1 %)
Jedes Teilgebiet G’ von G (allgemeiner: jede Teilmenge M von G) wird dabei auf eine
Teilmenge f(G") (bzw. f(M)) abgebildet. Hierbei entstehen Fragen, wie z.B.

1. Ist f(G") wieder ein Gebiet?

2. Gibt es zu jedem Bildpunkt Q(u, v) nur einen einzigen Originalpunkt
P(x;, x;) € G, dessen Bildpunkt er ist? Mit anderen Worten, 143t die Abbildung f eine
Umkehrung zu, besitzt sie eine inverse Abbildung (f)~1?

3. Ist C G eine einfach geschlossene Kurve (stetig differenzierbare geschlossene
Kurve ohne Doppelpunkte bzw. Selbstiiberschneidungen), die ein Teilgebiet G’ von
G so berandet, dal G’ bei positivem Umlauf (entgegen dem Uhrzeigersinn) stets auf
der linken Seite von C liegt, besitzt dann die Blldkune f(C) beziiglich des Bildgebietes
f(G’) die gleiche Orientierung?

Setzt man voraus, daB f eine differenzierbare Abbildung ist, d. h., dal die Koordi-
natenfunktionen f; total differenzierbar sind (s. 3.3.1.), so lassen sich diese Fragen
weitestgehend mittels der Funktionaldeterminante der gegebenen Abbildung be-
antworten.

Definition 3.5: Es sei G <‘ R? ein Gebiet des R* und £: G — R® eine im Punkt P, € G
differenzierbare Abbildung; f(x) = (J;lgl’)?)) )(x € G). Dann heift die Determinante
der im Punkt P, gebildeten Funktionalmatrix (f;1;) von f die Funktionaldeterminante
von f in P,. Sie wird mit den Symbolen J(f) (P,) oderMbezeichnet; d.h.,

O(xb x2)
a(fi’f2) - fll f1|2 _ f1l1 f1l2 _ -
a(xl, X2) det <f:l1 lez) - |f2|1 lez -fllllez fll2f2|1- (3'126)




